MAO0005 Algebra 2 — Shirka fesenych prikladii
Lukés Mésilko

4. ¢ervence 2024

° v V4
Cviceni 6
Zname jiz Gaussovu elimina¢ni metodu a Cramerovo pravidlo pro fesSeni sys-

tému linedrnich rovnic. V 6. cviceni si uvedeme dalsi t¥i metody, které jsou
ve Skriptech predstaveny v ramci kapitol (tydni) 5, 6.
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6.1 Maticova metoda feSeni SLR

V minulém cviceni jsme si pfedstavili inverzni matice, které se v maticové
metodé pouzivaji k feseni SLR. Je tedy patrné, Ze tento postup miizeme pou-
zit pouze tehdy, mame-li SLR, v némz je stejny pocet radkt jako proménnych
a navic je matice systému A regularni. V takovém piipadé lze urcit inverzni
matici A~!. Ve Skriptech (viz str. 55) je poté z obecného zépisu SLR

A-Z=b
odvozena jina rovnice
(x) &=A""-b,

kterou pro nalezeni feseni SLR pouzijeme. Je tedy patrné, zZe nejvétsi praci
budeme mit s nalezenim inverzni matice, kterou poté uz jen vynasobime
s vektorem pravych stran b a dostaneme feSeni.

Reseny priklad 6.1.a

Zadani

Pomoci maticové metody naleznéte feseni nasledujiciho systému:
r +y + z =0

r — Y
y + 2z =1

Il
w

Reseni
Nejprve k matici systému

1 11
A=|1 -1 0
0 11

nalezneme pomoci Gauss-Jordanovy metody inverzni matici:

1 1 1]/1 00 1 1 1] 100
1 10010 = ~[l0 -2 “1|-110] ) ~
0 1 1|0 0 1 0o 1 1, 001/ N

1 1 1] 10 0 11 1] 100\ —r
0 1 1/ 001 ~l 01 1] 001 —ry ~
0 -2 —1|—1 1 0/ 42 00 1|-11 2
110 2 -1 -2\ —r 100 1 0 —1
010/ 1 -1 —1 ~[o0o10] 1 -1 =1
00 1|-1 1 2 00 1[-1 1 2

V posledni rozsifené matici uz je nalevo jednotkova matice, takze napravo
mame inverzni matici A~!. Je tedy mo#né ji pouZit a dle vzorce (*) spocitat
feSeni systému:

T . 1 0 —1 0 -1
Y :Ail - b= 1 -1 -1 : 3 = —4 )
z -1 1 2 1 )



tedy

Reseny ptiklad 6.1.b

Zadani
Pomoci maticové metody naleznéte feseni nasledujiciho systému:

-r + 2y = 0
2 — 3y + 2z = 3
r — y + 3z =1

Reseni
Opét nejprve nalezneme inverzni matici A~! k matici systému A pomoci
Gauss-Jordanovy metody:

-1 2 0[1 0 0 -1 2 0[/1 00
2 =3 1|0 1 0 | +2r, ~ 01 1/2 10 ~
1 =1 3(00 1/ +n 01 3|10 1) —ry
-1 2 0] 1 00 -1 20 1 0 0\ —-nr
01 1] 2 10 2T2—7’3N 02 0| 5 3 -1
00 2[-1 -1 1 00 2/-1 -1 1
10 0]—4 -3 1\ (=1) 1oop 4 3 -1
020 5 3-1]:2 ~[o0o10] 2 2 —3
002/-1 -1 1) :2

R

V posledni rozsifené matici uz je nalevo jednotkova matice, takze napravo
mame inverzni matici A~!. Je tedy mozné ji pouzit a dle vzorce (*) spocitat
feSeni systému:

. 4 3 —1 0 8
y | =A"1 b= g % —% 3 | = 4 1,
z 11 1 1 —1
2 2 2
tedy
8
K = 4
-1

Piiklad 6.1.c (pouze s vysledkem)

Zadani
Pomoci maticové metody naleznéte feseni nasledujiciho systému:

2z + 2z = 2
dr — 3y + z =1
- + y =0



Piiklad 6.1.d (pouze s vysledkem)

Zadani

Pomoci maticové metody naleznéte feseni nasledujiciho systému:

—4r — y + 6z = 1
r +y — z =
—2x + 3z = -1

6.2 Gauss-Jordanova metoda pro reseni SLR

Gauss-Jordanovu metodu jiz zname, protoze pomoci ni hleddme inverzni ma-
tice. Lze ji vSak pouzit i jinym zptsobem, totiz k pfimému nalezeni feseni,
opét vsak za predpokladu, ze matice systému je ¢tvercova a regularni. Po-
drobnéji je tato metoda popsana ve Skriptech na str. 66—67.

Reseny piiklad 6.2.a

Zadani
Pomoci Gauss-Jordanovy metody naleznéte feseni nasledujiciho systému:

T — 21’2 -+ 21’5 = -1
—x1 + 3z + 4dx3 = 9
21’1 + X9 + 3LL’3 = 7

Reseni
Systém si zapiseme do rozsifené matice a nasledné se pomoci elementarnich
rfadkovych uprav snazime prevést matici nalevo na jednotkovou.

1 -2 2]-1 1 -2 2]-1
-1 34, 9 +n ~[0 1 6| 8 ~
2 13| 7)) —2n 0 5 —1| 9/ —5m
1 -2 2] -1 1 -2 2[=1\ +2ry
0 1 6| 8 ~0 1 6] 8| +6r; ~
0 0 —-31|-31) :31 0 0 —1|-1
1 -2 0]=-3\ +2r 10 0|1
0 1 0 2 ~1 01 0|2
0 0 —-1|-1/ (-1 00 11

Jakmile mame nalevo jednotkovou matici, tak na pravé strané rozsifené ma-
tice je Teseni systému, tedy



Reseny ptiklad 6.2.b

Zadani
Pomoci Gauss-Jordanovy metody naleznéte feseni nasledujiciho systému:

—3£C1 -+ 21’2 + 5513'3 = O,
71’1 - 31’2 + x3 = —16,
—5ZE1 + 21‘2 + x3 = 10,

Reseni
Systém si zapiSeme do rozsirené matice a nasledné se pomoci elementarnich
rfadkovych uprav snazime prevést matici nalevo na jednotkovou.

3 2 5] 0\ 2rn+m 11 11|-16
7 -3 1|-16 ~| 7 -3 1]|-16 | -7 ~
5 2 1| 10 5 2 1| 10 /) +5n
11 11]-16 1 1 11]-16

0 —10 —76| 96 | +rs ~|[ 0 =3 —20| 26 | 2ro+7ry ~

0 7 56|-70 0 7 56|-70

1 1 11]-16 11 11|-16

0 1 16|-18 ~1 01 16]-18 ~

0 7 56| -70 ) —7ry 0 0 —56| 56/ :(—56)

11 11 =16\ —1lry 11 0[=5Y\ —r 100|-3
01 16[—18 | —16r3 ~| 0 1 0|-2 ~1 01 0|-2
00 1] —1 00 1|-1 00 1|-1

Nalevo jiz mame jednotkovou matici, takze na pravé strané posledni rozsirené
matice je TfeSeni systému, tj.
-3
K = -2
-1

Priklad 6.2.c (pouze s vysledkem)

Zadani
Pomoci Gauss-Jordanovy metody naleznéte feseni nasledujiciho systému:

T + 21’2 + 13 = 2
T — 3.%'2 + 7:13'3 = —15
—x + 2.732 — 31’3 = 6

Priklad 6.2.d (pouze s vysledkem)

Zadani
Pomoci Gauss-Jordanovy metody naleznéte feseni nasledujiciho systému:

31’1 —+ 21’2 + X3 = 7
31’1 + 41’2 — 6ZL’3 = 0
—T + T2 — 4ZL'3 = —6



6.3 Princip superpozice

Posledni metodou teseni SLR, kterou si ukazeme, je Princip superpozice.
Abyste pochopili fungovani této metody, je tfeba znat pojmy nehomogenni
vs. homogenni SLR, tj. systém s libovolnou pravou stranou, resp. systém
s pravou stranou v podobé samych nul. Reseni nehomogenniho systému se
slozi z obecného feSeni homogenniho SLR a partikularniho feseni nehomo-
genniho SLR. Podrobnéji viz Skripta a Véty 9, 10, Definice 18 a Ptiklady 22,
23 a 24 na str. 50-55.

Reseny piiklad 6.3.a

Zadani
Pomoci principu superpozice vyteste nasledujici systém linearnich rovnic:

Ty + 2ZE2 + r3 — Ty = 1
41'1 + 7ZE2 + T3 = 5
21’1 + 3332 — T3 + 2$4 = 3

I — 51’3 + 7.1'4 = 3

Reseni
Nejprve si zadany systém prevedeme do rozsifené matice, kterou prevedeme
na schodovy tvar. Zjistime tak pocet feseni.

12 1 —1]1 1 2 1 —1]1
47 1 05 | —4n 0 -1 -3 4|1
23 -1 23| —=2r, "0 =1 =3 41| —rn 7
10 -5 73/ —n 0 -2 —6 8[2/) —2nr
1 2 1 —1]1

0 -1 -3 4|1 1 2 1 —1]1

0 0 0 0]0 ékrtniN(O—l—?) 41)

0 0 0 0]0)/) gkrtni

Po prevedeni na schodovy tvar ztstaly dva nenulové radky. Vzhledem k poctu
proménnych ma tedy systém nekonec¢né mnoho feseni, které zapiSeme pomoci
4 — 2 = 2 parametri.

Princip superpozice

1. Spocitejme nejdiive feseni homogenniho SLR, tj. na pravou stranu
dvou nenulovych fadka vlozme nuly:
0
0

1 2 1 -1
0 -1 -3 4
Zpétnym chodem dostavame:

e Druhy radek je symbolickym zdpisem rovnice —xy — 323 + 44 =
0. Zvolme parametry x3 = s,z4 = t a dosadme je do predchozi

rovnice:

—X9 — 35+ 4t =0<«= 29 = —3s+ 4t



e Prvni radek si zapiseme jako rovnici xq + 2z + 23 — 24 = 0 a
dosadime do ni oba parametry i vyjadieni proménné x,:

T1+2:(=3s4+4t)+s—t = 0 <= 11—65+8t+s—t = 0 <= x; = Hs—Tt

Zapiseme Teseni homogenniho SLR, pficemz od sebe oddélime oba pa-
rametry:

> -7

-3 4

Khom — S - 1 + t : O
1

0

2. Nyni se pokusime uhodnout néjaké partikularni feseni nehomogen-
niho SLR, ktery jsme si pfevodem na schodovy tvar zredukovali na
dva lineadrné nezavislé radky:

r1 + 229 + 13 — x4 = 1
—Ty — 31’3 -+ 4.1'4 = 1

Protoze mame 4 proménné a uz pouze dva rfadky, mizeme napiiklad
x3, T4 polozit rovny nule, ¢imz ziskdme tento jednoduchy systém:

Ty + 21’2 =1
—Ty = 1
7 druhého radku je patrnad hodnota x, = —1, kterou dosadime do

prvniho radku a ziskavame x; = 3. Nasli jsme tedy partikularni feseni

—1
Kpart.nehom = 0

0

3. Spojime nyni vypocitané partikularni feSeni nehomogenniho SLR K art nehom
a obecné Feseni homogenniho SLR K}, ¢imZz dostaneme obecné feSeni
nehomogenniho SLR:

3 ) —7

-1 -3 4

K = 0 +5- 1 +1- 0
0 0 1

Reseny priklad 6.3.b

Zadani

Pomoci principu superpozice vyfeste nasledujici systém linearnich rovnic:

Ty — X — 3xy = -1
7(131 - 2[E2 - 21’3 - 10334 = =2
T - T3 — 2x4 = -3
—21‘1 + 21‘2 + 6$4 = 2



Reseni
Nejprve si zadany systém pievedeme do rozsifené matice, kterou prevedeme
na schodovy tvar. Zjistime tak pocet feseni.

1 -1 0 -3|-1 1 -1 0 —-3|-1

7 -2 -2 —10|-2 | -7, 0 5 -2 11| 5| L

1 0 -1 —2|{-3| -, 0 1 -1 1]-2 ] 1%
—2 2 0 6| 2/ +2n 0 0 0 0| 0/ gkrtni
1 -1 0 —3|-1 1 -1 0 —3|-1
0 1 -1 1]-2 ~1l0 1 -1 1]=2 ~
0 5 —2 11| 5/ —5r 0 0 3 6|15/ :3
1 -1 0 —-3|-1
0 1 -1 1]-2

o 0 1 2 5

Po pfevedeni na schodovy tvar ztstaly tfi nenulové radky. Vzhledem k poctu
proménnych mé tedy systém nekonec¢né mnoho feseni, které zapiseme pomoci
4 — 3 = 1 parametru.

Princip superpozice

1. Nejdrive nalezneme feseni homogenniho SLR, tj. na pravou stranu
t¥1 nenulovych fadkt vlozme nuly:

o O =

-1 0
1 -1
0 1

N — W
o O O

Zpétnym chodem dostavame:

e Posledni fadek je symbolickym zadpisem rovnice z3 + 2z, = 0.
Zvolme parametr x4 = t a dosadme jej do predchozi rovnice:

T3+ 2t =0<= 13 =—21

e Prostiedni tadek si zapiSeme jako rovnici zo — 23 + 24 = 0 a
dosadime do ni vyjadfeni proménnych x3, z4:

e Horni radek znamena rovnici x1 — x5 — 3x4 = 0, do niz si dosadime
vyjadieni proménnych x,, x4:

ry—(=3t)—=3t=0<=2,=0

Zapiseme TeSeni homogenniho SLR:

|
w o

Khom =<t

—_



2. Nyni se pokusime uhodnout néjaké partikularni feSeni nehomogen-
niho SLR, ktery jsme si pfevodem na schodovy tvar zredukovali na
tTi linearné nezavislé radky:

T — X — 3zs = -1
To — T3 + Ty = —2
T3 + 21’4 = 5

Protoze mame 4 proménné a tii fadky, muzeme naptiklad x4 polozit
rovno nule, ¢imz ziskdme tento zjednoduseny systém:

r1T — X9 = -1
o — X3 = —2
r3 = 5

7 tietiho radku je patrna hodnota x3 = 5, kterou dosadime do druhého
radku a ziskdvame x5 = 3. Diky tomu ziskdme i hodnotu x; na prvnim
radku, kdyz do rovnice x; — x5 = —1 dosadime x, = 3 a stanovime
21 = 2. Nasli jsme partikularni feSeni nehomogenniho systému

Kpart .nehom —

S Ot W N

3. Spojime nyni partikularni feSeni nehomogenniho SLR Kt nehom @ Obecné
feSeni homogenniho SLR Kjom, ¢imZz dostaneme obecné feseni ne-
homogenniho SLR:

=S IUN N
|
)

Poznamka: Ve Skriptech na str. 55 hodnoti dr. Fajmon princip superpozice
jako metodu feseni SLR vyhodnou zejména tehdy, ma-li systém nekonecné
mnoho feSeni. Proto je dulezité si rozsifenou matici SLR prevést na schodovy
tvar a teprve poté vyuzit princip superpozice, ktery mtize byt méné narocny
na pocitani v porovnani s Gaussovou elimina¢ni metodou.

Piiklad 6.3.c (pouze s vysledkem)

Zadani

Pomoci principu superpozice vyteste nasledujici systém linearnich rovnic:

T + 2 — 3x4 + 225 = -1
2[1)1 — 21’2 + 3 — 51’4 + 4.7}5 = =2
—xr1 + 3I2 — x3 + 21’4 - 2ZE5 = 1
3$1 + To + T3 — 8584 + 6$5 = -3



Priklad 6.3.d (pouze s vysledkem)

Zadani

Pomoci principu superpozice vyteste nasledujici systém linearnich rovnic:

—r1 + ) - 2:154 = -1
—31’1 + 4%2 — 2]33 - 3[174 = —6
—xr1 + 3$2 — 41’3 + 41‘4 = -7
—x -+ 2.(172 — 21’3 + Ty = —4

Vysledky priklada

6.1.c: K ={(1;1;0)7}, 6.1.d: K = {(8;-3;5)T}
6.2.c: K ={(2;1;-2)T}, 6.1.d: K = {(2;0;1)"}

6.3.c: napft.
—1 —1 3 -2
0 1 0 0
K = 01| +s 4 | +t-| -1 | +u- 0
0 0 1 0
0 0 0 1
6.3.d: napft.
-2 2 -5
-3 2 -3
K = 0 + s 1 +1 0
0 0 1

10
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