MAO0005 Algebra 2 — Shirka fesenych prikladii
Lukés Mésilko

4. ¢ervence 2024

Cviceni 8

V tomto cviceni si predstavime matici prechodu mezi dvéma bazemi. Ukazeme
si, jak ji zkonstruovat a s jeji pomoci prevést vektor zadany v prvni bazi do
druhé ¢i naopak. Dozvite se, jak lze transformovat matici linedrniho zob-
razeni ¢i transformace, ménime-li bazi vstupniho ¢i vystupniho vektorového
prostoru. Ve Skriptech je tomuto tématu vénovana 8. kapitola (Tyden 8) na
str. 82-88.
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8.1 Matice prechodu

Doposud jsme vektory zadavali pomoci standardni baze, napt. pro vektorovy

prostor R? je to
1 0
w=((0)- (1))

v piipadé prostoru R? je to trojice

1 0 0
Sy = ol,(1],1]o0
0 0 1

a tak dal. Urcité vSak v linearni algebre nastavaji situace, kdy je vyhodnéjsi
s vektory pracovat v jiné nez standardni bazi. V této kapitole si ukadzeme,
jak zkonstruovat matici prechodu mezi dvéma bazemi, abychom mohli pro
vektor zadany v jedné bazi rychle najit soutradnice v jiné bazi.

Reseny priklad 8.1.a
Zadan{]

Ve vektorovém prostoru R? je zadan vektor @ pomoci soufadnic vyjadienych
vzhledem k bézi a:

2 1 0 0
i=|1] ., a= of,[1],[o
0 1 1 3

«

2 0 1
B = 2 1, 2.0, {1
1 —2

Reseni

Pro prepocitani soutadnic vektoru v, ktery je zadany v bazi a a potfebujeme
jej prevést do baze 3, sestrojime matici pfechodu Pjs_,,, kterou posléze pou-
zijeme timto zplisobem: Ug = Ps_,q - UaE] Konstrukci matice prechodu Ps_,,
zahdjime tak, Ze vektory obou béazi ddme do rozsitené matice (jako sloupce,
pfesné v tom pofadi, jak jsou uvedeny v indexu) a nasledné ji pomoci ele-
mentarnich fadkovych tprav upravujeme tak, aby se na levé strané objevila
jednotkova matice. Na pravé strané bude poté kyzena matice pfechodu Ps_,,.

2 011 00 Jo 1 -2 0]1 1 3
2 21010 ~1 2 2 1[0 10 —2r; ~
1 =2 0|1 1 3 T2 2 0 1(1 0O —2ry

1Uloha 9.2 ze Skript na str. 101

2Vsimnéte si, Ze pouzivime matici pfechodu v opaéném sméru. Zkuste se na uvedeny
vztah divat zprava doleva, podobné totiz funguje prepocitavani opa¢nym smeérem:
Uo = Passg - Us.
Podrobnéjsi vysvétleni naleznete ve Skriptech a Vété 19 a Prikladech 34, 35 na str. 83—-85.



1 -20[ 1 1 3 1 =2 0] 1 1 3\ +4r
0 61/-2 -1 6] -r3 ~[0 20[-1 1 0

0 4 1|-1 -2 —6 0 4 1|-1 -2 -6/ —2r
10 ol o 5 1oo0f o 2 3
020/[-1 1 0 2 ~1010/—- 5 0

001 —4 6 00 1| 1 —4 —6

Spocitanou matici pfechodu pouzijeme pro prevod mezi bazemi:

0o 2 3

2 2
gﬁzpﬁ%a'ﬁa: _% % 0 1 = —%
1 —4 —6 0 -2
Reseny priklad 8.1.b
Zadani
Jsou dany baze «, 3 vektorového prostoru R?.
1 2 0 0 1 —2
o= O], 11,0 , b= Ty, —-11], 0
2 1 1 0 -1 -2
Vyjadrete vektor
0
® U= 1 | v soufadnicich baze a,
-1
1
o U, = 0 | v soufadnicich baze (.
-1

Reseni

Pro prepocitani souradnic vektoru g, ktery je zadany v bazi § a potiebu-
jeme jej prevést do baze , sestrojime matici pfechodu F,_, g, kterou posléze
pouzijeme timto zplsobem: @, = P,z - Ugs.

Vypocet P,_.3:

1200 1 =2 1 2 0[0 1 =2\ —2n
010[1 -1 0 ~[0 101 -1 o0 ~
2 1 1|0 -1 =2 ) —2ny 0 =3 1]0 =3 2/ +3r
100|-2 3 =2 —2 3 =2
010 1 -1 0 —~  Pass=| 1 -1 0
001 3 =6 2 3 —6 2

Spocitanou matici F,_,3 pouzijeme pro vypocet souradnic vektoru g v bazi

—2 3 -2 0 5
lg=Poyg-iis=| 1 -1 0 |-[ 1]=] -1
3 —6 2 ~1 -8



Pro vyjadieni vektoru v, v souradnicich baze 3 potiebujeme opac¢nou matici
piechodu Ps_,,. Vime vsak, Ze Ps,, = (P,5)"". Stadi tedy najit inverzni
matici k jiz spocitané matici pfechodu P,_,4:

Vypocet (Py_5)~ "

-2 3 =21 00 31 1 -1 0/0 10
1 -1 0]0 1 0 Mo~ -2 3 -2]100 +2ry o~
3 =6 2|0 0 1 3 =6 2|0 0 1 —3r
1 -1 010 0 +7y 10 =21 3 0
0O 1 -2|1 20 ~1 01 =211 20 ~
0 -3 2|0 -3 1 +3ry 00 —4]3 3 1 (—%)
10 -2 1 3 0\ +2r LO0[— 5 =3
_ 1 1 1
01 -2 1 2 0 +2rs ~ |l 01 0 -1 11
00 1]-3 -3 —3 00 1|2 -3 —1
Vypocitanou matici
_1 3 _1
2 2 T2
(Poz—>ﬂ)_1 = P,B—>a = _% % _%
3 3 _1
4 T4 T4
pouzijeme k vypoctu souradnic vektoru v, v bazi S:
1 3 _1
2 2 2 1 0
3 3 _1 -1 —3
4 71 71

Piiklad 8.1.c (pouze s vysledkem)

Zadani’]
Jsou dany baze o, 3 vektorového prostoru R®.

1

w

»—vn—lo
|

)

“

I
N DN
»—uor—*
O:—‘}—‘

® U= 1 | v soufadnicich baze a,

e U, = | —1 | v soufadnicich baze .

30bé baze jsou prevzaty z tilohy 9.3, viz Skripta na str. 101.



Piiklad 8.1.d (pouze s vysledkem)

Zadan{]
Jsou dany baze «, 8 vektorového prostoru R3.
1 1 0 -1 2 1
a = 1], 01, 1 , pB= -1 ]1,101],11
2 -1 1 1 3 0
Vyjadrete vektor
1
® U= 1 | v soufadnicich baze «,
-1
-1
e U, =| —1 | v soufadnicich baze (5.
1

8.2 Zména matice lin. zobrazeni pri zméné baze

Casto se stava, Ze mame zadané linearni zobrazeni ¢ : U — V, oviem pro
vektory, jejichz soutadnice jsou vyjadieny ve standardnich bazich U, V. Co
kdyz prijde pozadavek, abychom stejné zobrazeni ¢ pouzili pro jiné baze
vstupniho a vystupniho prostoru? I v takové chvili iispésné vyuzijeme matic
prechodu. Ve Skriptech jsou tomu vénovany Ptiklady 36, 37 na str. 86-88.

Reseny piiklad 8.2.a

Zadani
Linearni zobrazeni ¢ : R* — R* je zad4no matici Ag ve standardnich bazich
vstupniho i vystupniho vektorového prostoru ¢:

110
011
1 01
1 00

Ag =

Sestrojte matici Ag_,,, kterd vektory zadané v bazi a vstupniho prostoru
R3 zobrazi pomoci linedrniho zobrazeni ¢ a pievede do baze 3 vystupniho
prostoru R*, je-li

1 1 1 ; (1) _(1)
a= o1, 1 1], 2 , B= , , ,
1 1 0 - - 0
0 —2 —2
1
Vyuzijte matice Ag_,, pii zobrazeni vektoru u, = 2 | prostfednictvim
-1

¢ a vysledny vektor pfevedte do soufadnic baze 3.

4Obé baze jsou prevzaty z tlohy 9.4, viz Skripta na str. 101.

W O = N



Reseni
Pojdme si nejdiive vysvétlit, co vSe budeme potiebovat pro sestrojeni matice
Ap_, slouzici pro zobrazeni ¢, které vSak uskutecnime mezi bazemi o, /3

1. nejprve vezmeme vektor u, a prevedeme jej do standardni baze Ss
vektorového prostoru R3. K tomu poslouzi matice prechodu Ps, ,q,
kterou pouzijeme takto:

ﬁSg = PSgHa . ﬁa (1)

2. vektor g, nyni mizeme zobrazit pomoci zadané matice Ag a dosta-
neme vektor (¢(u))s, v souradnicich standardni baze S, vektorového
prostoru R*:

(p())s, = S - s, (2)

3. zbyva prevést zobrazeny vektor (p(u))s, ze standardni baze S, do baze
B, o coz se postardme matici prechodu Ps_,g,:

(p(0)s = Ppss, - (p(0))s, (3)

Zacali jsme vektorem @ zadanym v bazi «, skonéili jsme u vektoru (@) v sou-
fadnicich baze . Jednotlivé matice z rovnic [I} 2] | nyni musime vynésobit
zprava doleva, tj. v opacném potradi, nez jak byly uvedeny, abychom dostali
vyslednou matici Ag_,4:

Agsa = Psys, - As + Psysa (4)
Spocitejme nejdiive obé matice pirechodu:
10011 11 111
Ps, 0 : 01 0[0 1 2 — Ps, yo =1 0 1 2
00 1{1 20 120

Vidite sami, ze neni tfeba nic upravovat. Rozsifend matice jiz je ve tvaru,
v némz nalevo je jednotkova matice. Vektory baze a tedy samy tvoii matici
prechodu Pg,_,.

P/gﬁslli
1 0 -1 2/1000 1 0 -1 2| 100
2 1 0 1/0 100 | -2 0 1 2 -3/-2 10
1 -1 0 00010 +n 0 -1 -1 2| 10 1
0 -2 -2 =310 0 0 1 0 -2 -2 -3 00 0
10 =1 2] 100 0\ +rs 100 1] 0 1 1
01 2 —3/-2100 | —2r 010 —1| 0 -1 -2
00 1 —1|-1 110 001 —1|-1 1 1
00 2 —9/-4 201/ —2r 000 —7|-2 0 -2
2 5
100 1/ 0 1 1 0\ —r 1000 -% 1 7
010 —-1| 0 =1 =2 0| +r 0100 2 -1 L

2 2 1

000 11 7 0 37 =3 0001 2 0o 2
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-2 1 5 1
2 -1 —-12 -1
-5 1 9 -1
2 0 2 -1

1
— Pfgﬁ\szl =z

Dosadme nyni matice do vztahu [4] a spocitejme matici Ag_,,:

-2 1 5 1 110
A _ 1 2 —1 —12 -1 01 1 é};
pa 7 -5 1 9 —1 10 1 Lo b
2 0 2 -1 100
-2 1 5 1 12 3
1 2 —1 —12 -1 1 3 2
A T | 9 —1 2 3 1
2 0 2 -1 111
10 15 2
1 —24 —36 -9
-7 13 19 =5
5 9 7

Spocitanou matici Ag_,, nyni pouzijeme pro linearni zobrazeni vektoru i, a
prevedeni jeho obrazu do baze [:

10 15 2 ) 38 38

1| —24 —36 -9 1| —87 &

(plue)s = Ao =5 | Ty 9 5 || 2 ) =7 e .
5 9 7 16 2

Reseny piiklad 8.2.b

Zadan{’|
Prepiste zobrazeni 1) : R? — R? zadané vzhledem ke standardni bazi na

vstupu i vystupu matici
2 1
p=(13)

do tvaru zadaného na vstupu i vystupu vzhledem k bazi
B 1 1
o= 1) )
Reseni

Tentokrat ma vstupni i vystupni prostor stejnou dimenzi, tedy 1 je linearni
transformaci. Co tedy potfebujeme, abychom vektor i, zobrazili pomoci 1,
které je definovano pro standardni bazi na vstupu i vystupu, a jesté jej na-
sledné prevedli do baze a? Je to podobné jako v predchozim prikladu:

1. Vektor i, prevedeme do standardni baze a dostaneme g = Pg_,q - Uy.

5Uloha 9.5 ze Skript na str. 101



2. Vektor ug zobrazime pomoci v, tj. dostaneme (¢ (us))s = D - ig.

3. Obraz ((us))s je ve standardni bézi, takze jej pfevedeme na vektor
((Us))a = Pass - (¥(ts))s zadany v bézi a.

Jednotlivé matice z predchozich vztahti potfebujeme vynasobit zprava do-
leva, abychom dostali matici D, _.,, linedrni transformace ¥ majici na vstupu
i vystupu vektory baze a:

Da—>a :Pa%S'D'PS—Mx (5)

K urceni matice D, ., tedy potfebujeme dvé matice prechodu.

10 11 11

Vidite sami, ze neni tfeba nic upravovat. Rozsifend matice jiz je ve tvaru,
v némz nalevo je jednotkova matice. Vektory baze o tedy samy tvofi matici
prechodu Ps_,,.

P 1 110 1 1|10 L1
@S\ =1 2|0 1) +n 03[11):3 01

10 2 —1
_1.
(01 ) - P‘HS_3(1 1)

Dosadime nyni do vztahu |5l a mame pozadovanou matici D, ,:

Wl =

wi— O

\_/
|
<
%)

Wl Wi
W= Wl

v =5 (P (5)(40)
-5 )
=5 (59)-(15)

Reseny piiklad 8.2.c

Zadani

Jsou dany baze «, 3 vektorového prostoru R?.

~1 2 1 1 1 ~1
o= 2 1. 1],] 3 . B= 1.{o].| 1
—2 1 0 1 1 0

Linearni transformace ¢ : R® — R? je zaddna matici Ag ve standardni bazi
prostoru R3.

01 2
Ag=| -1 3 =2
10 3

Naleznéte matici Ag_,, linearni transformace ¢, kterd vektory zadané v bazi
« zobrazi pomoci ¢ a prevede do baze 3. S pomoci matice Ag_,, zobrazte

8



0
vektor i, = | —1 | a zapiste jej v souradnicich baze [3.
1

Reseni

I v tomto prikladu je ¢ linearni transformace, tentokrat ovsem vektorového
prostoru R3, navic narozdil od pfedchoziho p¥ikladu piechizime z baze o pres
standardni bazi S do jiné baze 3. Schématicky by to slo znézornit takto:

a—p S—,5—=p G, (6)

pricemz Pp, P, jsou vhodné matice prechodu. Vzhledem ke zvyklostem pri
aplikaci matic prechodu a matic linearnich zobrazeniﬁ vSak zapis @ musime
otocit a zapsat jej zprava doleva:

{P2- [As - (P1-Ua)l}s

7 tohoto zapisu je také patrné, ze je 1épe pouzivat nasledujici schéma, jen je
tfeba jej Cist zprava doleva:

(p(W)g +—pys @li)s <—a5 Us <—ps,, Ua (7)

Ve vztahu [7] jsou jiz pouzity vhodné matice pfechodu misto Py, P, které se
vyskytovaly ve vztahu [0 Zbyva je tedy spocitat:

1 00]-1 21 -1 2 1
Ps,o:{ O 1 0] 2 1 3 — Py, = 2 1 3
00 1]-2 10 -2 10
1 —=1]1 0 0 1 1 -1} 1 0 0 +79
Ps_,g: 10 1[0 1 0 -r ~| 0 -1 2|—-1 10 ~
11 0/0 0 1 —rq 0O O 1|-1 01
1 0 1] 010 —r3 1 00| 1 1 -1
~| 0 -1 2|-1 10 —2r3 ~ [ 0 -1 0] 1 1 =2 (=1) ~
0O 0 1|-1 01 0O 0 1(-1 0 1
1 00 1 1 -1 1 1 -1
0O010-1 -1 2 — Pyog=1| -1 -1 2
00 1/-1 0 1 -1 0 1
Matici Ag_,, nyni dostaneme vynasobenim matic dle vztahu :
Agsa = Pgog-Ag-Ps o =
1 1 -1 01 2 -1 21
= -1 -1 2|1 -1 3 -2 21 3 | =
-1 0 1 1 0 3 -2 10
1 1 -1 -2 3 3 16 =3 10
= -1 -1 2 |- 1 -1 8 | =1 —-23 8 -9
-1 0 1 -7 51 -5 2 =2

6Zobrazujeme-li vektor pomoci matice ¢ jej transformujeme do jiné baze, nésobime jej
prislusnou matici zleva.



Vypocitanou matici Ag_,, nyni pouzijeme ke zobrazeni vektoru #, a preve-
deni jeho obrazu do souradnic baze f3:

16 —3 10 0 13
(@)= -23 8 -9 |-| -1 | = —-17
5 2 -2 1 4

Priklad 8.2.d (pouze s vysledkem)

Zadani
Linearni zobrazeni ¢ : R?* — R? je zadano matici Ag ve standardnich bazich
vstupniho i vystupniho vektorového prostoru ¢:

110
A“‘(011>'

Sestrojte matici Ag_,,, kterd vektory zadané v bazi a vstupniho prostoru
R3 zobrazi pomoci linedrniho zobrazeni ¢ a pievede do baze 3 vystupniho
prostoru R?, je-li

1 1 1
() -
1 4 0
1
Vyuzijte matice Ag_,, pii zobrazeni vektoru u, = 2 | prostfednictvim
-1

¢ a vysledny vektor pfevedte do soufadnic baze 3.

Priklad 8.2.e (pouze s vysledkem)

Zadani
Ptepiste zobrazeni 1) : R? — R? zadané vzhledem ke standardni bazi na

vstupu i vystupu matici
11
v-(24)

do tvaru zadaného na vstupu i vystupu vzhledem k bazi

=((5)-(1))

Piiklad 8.2.f (pouze s vysledkem)

Zadani

Jsou dany baze o, 3 vektorového prostoru R?.

1 2 0 0 1 —2
a = ol.{t],[o]], B= 1], -1 ], o
2 1 1 0 ~1 —2

"Uloha 9.6 ze Skript na str. 101

10



Linearni transformace ¢ : R® — R3 je zaddna matici Ag ve standardni bazi
prostoru R3.

1 3 =2
Ag = 2 0 -1
-1 2 4

Naleznéte matici A,_,p linedrni transformace ¢, ktera vektory zadané v bazi
B zobrazi pomoci ¢ a prevede do baze a. S pomoci matice A,_,3 zobrazte
0
vektor ug = 1 | a zapiste jej v souradnicich baze «.
-1

Vysledky priklada

~1 2
8leia=| 2|, 0= -2
—2 ~1

3 3

81d:id,=| =3 |, = -1
. 2

3 -6 6 ~12
82E Aus=| 0 3 =2 |, (plis)a = 5
—4 2 -16 18

11
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