CVICENI 11

Mocninné rady

PRIKLAD 11.1. VySetieme konvergenci mocninné fady
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Reseni. Je Y 900 1(2x)" = Y 020 2"x" = Y 2% s cu(x — x0)", kde xo = O a ¢, = 2". Urleme
polomér konvergence R. Jelikoz
Vlien| = Van =

je % = 2, R = 1. Intervalem konvergence je (xo — R, xo + R) = (—3. 1), v ném fada konverguje absolutng.
Pro |x| > % fada diverguje. Zjistéme, zda fada konverguje v koncovych bodech intervalu konvergence.
Piix = 1 mdfada o (2x)" tvar
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(diverguje k +o00).
Je-lix = %, obdrzime fadu
o0 1 n o0
— no_
Z(—zi) S () LSS SRS S
n=0 n=0

kterd soucet nema4.
Rada tedy konverguje jen na (—% %) pfi¢emzZ na tomto intervale konverguje absolutné.

PRIKLAD 11.2. Vysetieme konvergenci mocninné fady
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pak 1/R = 0, polomér konvergence je R = +00, a tudiZ fada konverguje na (—oo, 0o). Jednd se o Tayloriv

rozvoj e*. Specialné
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PRIKLAD 11.3. VySetieme konvergenci mocninné rady
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Reseni. Mame Yoo o(mx)t =302y cnx)™ s cy = n™. Pro polomér konvergence R bude
1
— = lim V/|cy| = lim n = +o0
R n—00 | n| n—00

a tudiz R = 0. Rada tedy konverguje pouze pfi x = 0.

PRIKLAD 11.4. VySetfeme konvergenci mocninné fady

Regeni. Stiedem je bod xg = 1. PoloZme ¢, = m. Urceme polomér konvergence R. Jelikoz

. 1 1 1
Cpl = = - -, n — oo,
e Yo+ an 4n+1 4

je % = %, R = 4. Intervalem konvergence je (xo — R, xo + R) = (—3,5). Pro x € (—3,5) tedy fada
konverguje absolutné. Pro x > 5 a x < —3 rada diverguje. Zjist¢me, zda fada konverguje v koncovych
bodech intervalu konvergence.

Pii x = 5 mame divergentni fadu harmonickou
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Je-li x = —3, dostdvame tadu alternujici
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Jelikoz ﬁ, n = 0, 1 je kladna posloupnost, monotonné klesajici k 0, podle Leibnizova kriteria tato rada
konverguje.

V souhrnu dostavame: pii x € (=3, 5) fada konverguje absolutné, pfi x > 5 a x < —3 fada diverguje, pfi
x = —3 fada konverguje (neabsolutné).

PRIKLAD 11.5. VySetifeme konvergenci mocninné rady
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Reseni. Pro polomér konvergence R bude
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R n—o00 n2 n—o00 {/pon—1 n—00 515 % n—00 21—2 W 2
nebot’ lim,— o0 4/n = 1 (bylo by pohodIn&jsi napsat > o, (::2':2)1” =237, %). Pak R = 2.
Stiedem je —2, intervalem konvergence je (=2 — 2, -2 + 2) = (—4,0).

VySetieme fadu > =, (’f;,z_)ln v koncovych bodech intervalu (—4, 0). Pfi x = —4 je to alternujici fada

Yooy r(l;f )\ = %ZZO_I(—I)” n22”n = %Zflo (= 1)” L ktera konverguje podle Leibnizova kriteria. P¥i
x = 0 dostdvame divergentni fadu )y, nzn 2 =1y= 1

PRIKLAD 11.6. VySetfeme konvergenci mocninné rady
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Reseni. Polozme f,(x) = (— 1)"‘H =T pak mdme fadu Y 2 | f»(x). JelikoZ je to fada mocninn4,
md smysl vySetfovat ihned absolutni konvergenci (v intervalu konvergence totiz konverguje vZdy absolutné).
Uvazujme proto fadu Y - ; | f(x)|. Aplikujme podilové kriterium:
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Rada tedy konverguje pii |x| < 1 a diverguje pfi |x| > 1.

Pfi x = 1 dostaneme alternujici fadu Zn_l( 1)”"‘1 ; , ktera konverguje podle Leibnizova kriteria.

Pfi x = —1 dostaneme rovnéz konvergentnl alternupcl radu
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Rada konverguje absolutné pii |x| < 1, konverguje neabsolutn& pii x = +1 a diverguje pii |x| > 1.

Pozndmka 11.7. Poznamenejme, Ze v piikladg 2.6 pfi zdpise fady > oo, (— 1)”“% ve

tvaru Y o2 | c,x" &ast koeficientd vychdzi rovna 0 a proto zde ¢, # (— 1)’”rl L_ Vzorce pro
R uplatnit nelze nebot’ v takovych pripadech nemusi ddvat spravny vysledek. Aphkujeme tedy
podilové anebo odmocninové kriterium bezprostiedné k fad€ z absolutnich hodnot.

PRIKLAD 11.8. VySetieme konvergenci mocninné rady
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Reseni. Cteme pozniamku 2.7. Polozime f;(x) = o Jniss @ uvazujeme fadu Y 2 ; | f4(x)|. Apliku-

jeme podilové kriterium: pii n — oo bude
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a tudiz fada konverguje absolutné pfi (x — 1) < 9, t. j. |x — 1| < 3 a diverguje pfi (x — 1)2 > 9, t. .
|x — 1| > 3.
Interval konvergence je tedy uren nerovnici —3 <x —1 < 3,t.j. -2 < x < 4.
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Pii x = —2 mame fadu
o0 2n o0
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Jelikoz /n> + 2 ~ v/n°> = =n3 piin — oo, t.j. Y =L= f — 1 pro n — oo, podle srovnavaci véty v limitnim
tvaru fada anl m konverguje spolu s konvergentni zobecnénou harmonickou fadou Zn 1 —% Pri

x = 4 mdme opét konvergentni fadu
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Mocninnd fada tedy konverguje absolutné pii —2 < x < 4 a diverguje prox < —2ax > 4.

Poznamenejme, Ze neopatrné vyuZiti vzorce
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platného pro fady Y, = ¢x(x — x0)", v tomto piipade by vedlo na chybny vysledek. Vskutku, dosadime-li
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a tudiz % = %, R = 9. Vyse jsme vSak zjistili, Ze ve skutecnosti je R = 3, t. j. posledni vyuZity postup je

nespravny.
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