CVICENI 2

ULOHA 2.1. Vysetfete pribéh funkce

2
f(x)=e"".
Nacrtnéte graf funkce a teCnu v bodé x = \/Li
Rese

i. Defini¢ni obor (—o0, 00); sud4; bez prisecikl s vodorovnou osou

fl(x) = 2xe™

= —2xf(x),
F7(0) = =2 (00 + xf1()) = =2 (f(0) =202 £(x)) = —2¢ 7 (1 = 2x7).
Jediny stacionérni bod 0 je bodem lokdlniho maxima o hodnoté f(0) = 1 (nebot’” f”(0) < 0; také protoZe je
f/(x) > 0pfi x < 0aopacné pii x > 0)
Inflexni body: :i:%.
Rovnice te¢ny v bodé %:
y=1

Vypoétéme: f (%) =
y =

f bude:
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ULOHA 2.2. Vysetfete pribéh funkce
| x|
X)=——"F".
@ =2
Nacrtnéte graf funkce a teCnu v bodé x = —2.

Rese

. Defini¢ni obor: x # 1. Svisla pfimka x = 1 je asymptotou pro x — 1+:
lim L: m ——— = +400; m ——— = lim ———= = 4o0.

x—>14+ (x — 1)2 x>1+ (x — 1)? x—>1— (x —1)2  x>1- (x — 1)2

1



N
- ! 25

-25 -2 -15 -1 05

OBRAZEK 2.1. f(x) = e

JelikoZ
. | x| . X . X . —X
im ——= lim — =0; im ——= lim — =0,
xoFoo (x — 1)2  x—too (x — 1)2 x—To0 (x — 1) x—2o0 (x — 1)2
je vodorovnd pfimka y = 0 asymptotou v £o00.
V bodé 0 je pravdépodobné porusena hladkost. Vypoctéme derivaci:
d_ x  _ (=1%-2x(x—1) _  x+1 .
TR L L e L @.1)
4_—x — _xtl x<0
dx (x—1)2 — (x-1)3’ )
Zbyva ptipad x = 0. JelikoZz dle jednotlivych ¢asti vzorce (2.1) je
x+1 x+1
li "xX)= lim ——— =1 li "(x) = lim ———1 —  — _
Jm fy=lin —mTe s b JIn fe= In s ’
derivace v bodg 0 neexistuje.’
Staciondrni body: —1a 0 (f/(—1) = 0, f’(0) neexistuje).
Vypoctéme druhou derivaci (opét zv1ast’ na (0, +00) a (—o0, 0))):
_d x4+l (=133 DE-1)2 4 x42 .
fx) = ddx (j:l)S - +2 (==1)° a 2(x_1)4, x>0 (2.2)
X _ X
x =13 — T G-D* x < 0.
VySetieme staciondrni bod —1 s pomoci f”: podle druhého vzorce v (2.2) je f”(—1) = —2%1 < 0, proto

v —1 je lokélni maximum. TotéZ s pomoci znaménka f’ v okoli —1: f’(x) > Oprox < —1a f’(x) < 0 pro
—1 < x < 0 (pocitdme podle druhé Casti vzorce (2.1) pro zdporné hodnoty x). V bodé —1 tedy je lokdlni

maximum o hodnoté f(—1) = %.
Body, podezielé z inflexe: —2 a 0 (f”(—2) = 0, f”(0) neexistuje).

1Zde ve skutenosti neexistuje f’(0), aviak mame k dispozici jednostranné derivace f/(0) = —1 a f1(0) = 1.
Geometricky to znamend, Ze teCny ke grafu funkce v bodé 0 vlevo a vpravo maji rizné smérnice (obrazek 2.2). Viz

pozndmka pod ¢arou 2, str. 3.



Znaménko f": f"”(x) >0prox < —2a f”(x) < 0pro—2 < x < 0 (pouZivame druhy vzorec v (2.2))
a f”(x) > 0pro x > 0 (podle prvniho vzorce v (2.2)). Funkce je tedy konkdvni na (—2, 0) a konvexni vS§ude
jinde. Body —2 a 0 jsou inflexni.

Asymptoty: y = 0 pro x — +00ax — —o0; x = 1 bez smérnice.

Tetnavx = —2:y = f(=2) + f'(=2)(x + 2). Vypoétéme: f(—2) = ﬁ = %, f'(=2) =

(:22j11)3 = 2—17; rovnice je y = % + %(x +2),y = %x + %.

OBRAZEK 2.2. f(x) = ¢ x|

x—1)2

ULOHA 2.3. Vysetiete pribéh funkce

Wi

3

fx) = (l—x

5

Nacrtnéte graf funkce a teCnu v bodé x =

~ v Pl L2 M . T
Reseni. Defini¢niobor: —1 < x < 1 (musibytx3 <1 & x% <1, protoze mocnina 3 je lichd). Funkce
je suda.

Derivace:

3 1 1 3
fl(x) = d (1 —x-%)2 = 3 (1 —x-%)2 d (—x%) = —(1 —x%)zx_% = —1_—\/;.
dx 2 dx Ix
Stacionérni body 0 a +1; f'(+1) = 0, f/(x) < 0 pro x € (0,1), tedy na (0, 1) klesajici (na (-1, 0)
pak rostouci kvili sudosti). Tecna v bodech x = +1 je vodorovna. (Upozornéni: v piipadé derivace v 1,
coZ je krajnim bodem defini¢niho oboru, se jednd o jednostrannou limitu pfi x — 1—, coz je f/ (1), tzv.
jednostrann4 derivace zleva®; podobné v —1 se jednd o f 1 (=1)). V bodech x = %1 se graf dotykd vodorovné
osy (a za tyto meze déale nepokracuje).

2Jednostranné derivace se definuji takto:

fL(x0) = lim & =) fl(xo) = lim J) = fxo).
rxo= X = Xo x—xo+ X — Xo
Derivace f’(xo) existuje pravé tehdy, kdyZ existuji f”(xo), f1 (xo) aje f’(xo) = fi (xo). Jednostranné derivace jsou

uziteéné praveé v pripadech, podobnych zde uvazovanému.
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Poslednim stacionarnim bodem je 0. Vznikd otdzka, zda existuje f’(0) a, existuje-li, jakou ma hodnotu.
Pro odpovéd’ vypoctéme jednostranné limity:

3 3

1— V/x2 1—
lim f'(x) =— lim AR L —00, lim f'(x)=— lim ———— = 4o0.
x—>0+

x—>0+4+ \3/} x—0— x—>0— \3/}
Hodnoty jednostrannych derivaci® v 0 jsou nevlastni (vyjadiuji ,,nekoneéné& rychly* rast vlevo od 0 a pokles
vpravo od 0). V bod¢ 0 se tedy jedna o svislou te¢nu (svisla souradnd osa x = 0).

Rovnice tecny v bodé x = ﬁ =273 y=f (2_%) + f/ (2_%) (x — 2_%);
3 1
Vypodétéme: f (2 5) —-2- 1)2 =273, f (3)=-(1-27Y> 22 = —1; rovnice bude y =
273 (x—z—%) y=-x+2-2"

w

y=—x4+—.

V2
2z b4 4 —3 . b4 7 . 7 . 7 w0 4 z. .
Pozndmka. Tecnu v bodé x = 272 jednoduse sestrojime, a to bez jakychkoliv vypocti, uvédomime-li
si soumérnost grafu podle pfimky y = x: grafem dané funkce totiZ je horni ¢4st tzv. astroidy o rovnici

2 2 ey 3 p e . .
y3 4+ x3 = 1 apravé pfi x = 272 se graf protind s pifimkou y = x (sta¢i si vS§imnout, Ze je astroida
soumérnd podle pfimky y = x, jelikoZ jeji rovnice zlistavd neménna pii zaméné x a y).

OBRAZEK 2.3. f(x) = (1 —x%)

3Viz pozndmka pod Carou 2, str. 3.
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