CVICENI 4

Vypocet integralu neurcitého. Substituce, integrace po castech

Vzorce

Substituce

/ F@0) d'(1) di = [ £(x) da @.1)
[ F0) dd (1) = / () da 4.2)

Substituce x = ¢ () zavadi novou proménnou ¢ a prevadi dlohu vypoétu [ f(¢(¢)) ¢'(¢) df na
integraci [ f(x) dx.
Naopak, fesime-li [* f(x) dx, Ize hledat substituci tvaru x = ¢ (), po niZ upraveny integral

Vv,

[ f(¢(1)) ¢'(¢) dr bude jednodussi. Prakticky substituci provadime vylou¢enim x z integrandu i
diferencialu (dx = v/ (z) dt).
K obdrzenému vysledku aplikujeme zpétnou substituci (vyjadiime ¢ pres x).

Integrace po ¢astech

/u(x)v’(x) dx = u(x)v(x) — / v(x)u'(x) dx
/u(x) dv(x) = u(x)v(x) — / v(x) du(x)

ﬁlohy

Aplikujme dle potieby metodu integrace s pomoci nové proménné a integraci po ¢astech. Vsude
dale po vypoctu pak do vysledku doplnime integracni konstantu.

PRIKLAD 4.1. Vypocétéme integral

arcsin x

Jime

1



N~ , v . , . . _ _ . _ 1
Reseni. Je zfejma substituce arcsin x = ¢. Pak bude df = d (arcsin x) = Wiwst dx,
dr
t
arcsin x —_— q i 2 (arcsin 1)?
arcsinx ———dx = = — = — (arcsinx)”.

V1-— x2 V1—x2 2 2

PRIKLAD 4.2. Vypoc¢téme integral
/ x2% dx.
Reseni. Jelikoz (x2) = 2x, v integrandu jednim z &initeld u dx je vyraz, pfipominajici
derivaci vyrazu 3x2. Integral tedy miiZeme upravit takto:
1 1
/ X2 dx = c f 23 (3x2) dx = < / 23 d (3x?), (4.3)

coZ odpovida pravé strané substituénich vzorcii (4.1), (4.2) [ f (¢(x)) ¢ (x) dx a [ f (¢(x)) do (x)
s volbou ¢(x) = 3x2, f(t) = 2'. Vzhledem k témto vzorcim bude

1 1 28
/x23x2 dx = —/23x2 d(3x?) = —/2S ds = —.
6 6 61n2

kde s = ¢(x). Vratime-li se v tomto vysledku k pivodni promé&nné x s pomoci vztahu s = 3x2,
dostaneme

32 23x2
X2 dx = ) 4.4)
6In2

Poznamenejme, Ze v praxi misto explicitni Upravy integrdlu na tvar typu (4.3) je vetSinou
pohodlnéji postupovat ponékud jinak.

Podle pfedchozich tivah Ize u daného integrdlu ocekavat, Ze G¢innou bude substituce 3x2? = s.
Vyluéme tedy x z integrandu a diferencidlu s pomoci algebraickych dprav: 3x2 = s, ds =
d(3x?) = 6x dx, x dx = % ds a formdln€ dosad’'me obdrZené vyrazy do integrélu:

25 % ds

3x2 3x2 s 1 1 s 12°
x22%dx = [ 22 xdx = [ 2° - —ds == | 2°ds = = ,
6 6 61In2

coZ po dosazeni (t. j. ,,substituci“ s = 3x2) vede na vysledek (4.4). Vypodet, vykonany vyse, tento
postup zcela odiivodniuje. Takto I1ze pfechod k nové integraéni proménné provadét i obecné.

PRIKLAD 4.3. Vypocétéme integral

/xVaz — x2 dx,

kde a > 0.



Reseni. Zavedeme-li novou proménnou ¢ s pomoci vztahu a®> — x2 = ¢, dostaneme df =
—2x dx a proto bude x dx = —% dr,

Vi -1t

/xmdxzfmmzfﬁ-(_%m):_éfmz

1 1 2 1 1
=——/t§ dt=—=-213 = -3 == (a? — x?)3.
2 2 3 3

3
/ sin® x dx.

Refeni. Vintegrandu je lich4 mocnina sinu. JelikoZ sin® x dx = sin? x sin x, pfi¢emZ sin® x =
1—cos? x a (cos x)’ = — sin x, nabizi se substituce cos x = ¢. Dostaneme d(cos x) = —sinx dx =
dt, sinx dx = — dr,

PRIKLAD 4.4. Vypoctéme integral

2
1-t —dt

/sin3xdx :/sinzxsinx dx :/(l—coszx)sinx d;:/(tz—l) dr

t3 (cos x)3
=——1= — COS X.

3 3
/ ¢ dx.
e* +1

PRIKLAD 4.5. Vypoctéme integral
Redeni. Integrand obsahuje jen Cleny e*, piicemz e* je v Citateli a (e¥)’ = e*. Je vhodné
udélat substituci e* = ¢. Bude de* = e* dx = dt,

1
1+1

T
1

dx = *dx= | —dt= | ——d(t+1) =Inlt + 1
/ex+1 o /ex+1e Y /z+1 /z+1 ¢+ 1) =Injr+1|

=In(e* +1).
Jinak bychom mohli poloZit e* 4+ 1 = s; pak bude d (e* 4+ 1) = ¢* dx = ds,

1

s
ds

* 1 — 1
/ ¢ dxzf e*dx= | —ds=In|s| =In(e* +1).
s

e* +1
[tgx dx.

PRIKLAD 4.6. Vypoctéme

Refeni. JelikoZ (cosx)’ = —sinx, lze integral upravit takto:
sin x 1 . 1
tgx dx = dx = — (—sinx) dx = — d(cosx)
COS X COoS X Cos X
= In |cos x| .



Posledni krok jsme vykonali zavedenim do diferencidlu (t. j. vyuZili jsme substitu¢niho vzorce
ve tvaru (4.2)). Jinak bychom mohli explicitné polozit cosx = s a vypocist ds = d(cosx) =
—sinx dx, poemZ obdrzime [ —— d(cosx) = [ 1 ds = In|s| = In|cos x]. O

1
/—e" g dx.

Reseni. Substituce e = 7 davd de* = ¢* dx = dr a

PRIKLAD 4.7. Vypoctéme integral

1
1241

dr

1 e” | 1 x
mdxz mdx= me dx = t2+1dt=arctgt=arctge .

PRIKLAD 4.8. Vypoctéme integral
f x3e™ dx.

5 - . “: X2 exay —x2 1%
RegSeni 4.8.1. Integrandem je soucin x> a e, pfi¢emz integrovat e >~ zvl4st' nedovedeme.
.. v . v v . —x2 . .
Chceme-li integrovat po ¢astech, pravdépodobné musime e~ derivovat a x> pak integrovat:

v v
’

‘U/ u p— u — u

—_— 4 g —
2 X 2 X .2

x3e™* dx:Te x —/T(—er x)dx.

N 4 v

Toto vSak vede na integral [ x> e dx, jenz neni nikterak jednodussi nez integral pivodni. Je tedy
potfeba hledat jinou cestu.

oy L . 2 2 o .. .
Muzeme si vSimnout, Ze d(xz) = 2x dx, x3e™ dx = x%e ¥ x dx a tudiZ se nabizi substituce
x2 = t. Potom dostavame df = 2x dx, x dx = % dr,

,—t
t € % dr

~ — 1
/x3e_x2 dx= [ X2 xdx = 3 / te”" dr. S
Tento integral 1ze snadno vypocist metodou per partes s u(t) = t, v'(t) = e'. Obdrzime v(t) =
[etdt =— [e™" d(—t) = —e™" (implicitni substituce — = s, ds = —dr) a
/ tetdt =t (—e")—/ 1 «(—e™")dt = —te™! +/e" dt = —te™" —e™ = — +t )
e

Po zpétné substituci pak dostaneme
2
.2 x“+1
/ e dx = ——F-.
2e*
Reseni 4.8.2. Pii zp&tném pohledu na tpravu (4.5) si miZeme vimnout, Ze je i xe ™ dx =
-3 fe‘x2 d(—x?) = —%e‘xz (substituce —x? =5, —2x dx = ds, x dx = —3 ds) a tudiZ vznikd

4



myslenka integrovat po ¢astech takto:

, v
v ’
u U | Y —

p— N — 1 — 1
/x3e_x2 dx = | x2xe ™" dx = x2 (== —/ 2x [ == ) dx
2 2
1 1 1
= ——x2 " & / xe ™ dx = ——x2e™* — =

2 2 2
PRIKLAD 4.9. Vypoctéme

/xz(x —1)° dx.

Regeni. Integrandem je polynom stupné 7 a tudiZ jeho integrace teoreticky Z4dné potiZe neini.
Algebraické tpravy pii pfimé integraci viak vyZaduji jisté dsili ((x — 1)° = x° — 5x* + ...). Prdci
si miizeme usnadnit, zavedeme-li novou proménnou t = x — 1, ¢imzZ ,,prohodime* Cleny s 2. a 5.
mocninami. Pak bude df = dx, x =1t + 1,

/xz(x—l)de:[(t+1)2t5dt=/(l2+2t+1)t5dt=/l7dt—|—2/t6dt—|—[t5dt

—t8—|—2t7+t6—l‘6 1t2+2t+1
8 7 6 8 76

RN I R PN
=(x-1) (8(x 1)—|—7(x 1)-|—6).

Vysledek dle potfeby miizeme dodate¢né upravit.

X
/ x2%e? dx.

5 X% . e X v . . . ™
ReSeni. V soudinu x2e2 oba dva ¢leny lze snadno integrovat i derivovat, aviak u x2 se po
zderivovani mocnina sniZi. Integrujme tedy po ¢dstech tak, aby byl zderivovan ¢len x?:

PRIKLAD 4.10. Vypocteme

u v’ u v u' v
A/? - x ~— X x X
x? e2 dx = x? - 2e2 —/ 2x 2e2 dx = 2x%e2 —4fxe2 dx.

Zde jsme zvolili v'(x) = eZ a tudiz

v(x)=/e)2€dx=2/e§d(g)=26 .

Podobnym zptisobem v
/ xe? dx

D=

taktéZ integrujme po Castech:

X e? dx 27-26’;—/?-26)5 dx :2xe)2(—2/e)2( dx = 2xe? — 4e?
=2(x—2)e>.



Pak dostaneme

X

/x e dx = 2x%2 —4-2(x —2)e2 =2 (x —4x—|—8) 2,

/x3(1 —2x2)8.

Reseni. Situace je podobnd piikladu 4.9. Bezprostfedni integrace polynomu stupné 19 je
zdlouhav4, proto radé&ji provedeme substituci 1 — 2x? = ¢. Dostaneme —4x dx = df, x dx =
—zdt, x?=1(1—-1)

4 b 2 9

PRIKLAD 4.11. Vypoctéme

8
3(1-1) ! —Lar

P12 de = [ 22 (1- 2x)x4dx_—— U=0)%dr = —~ [ (5= %) as
/ / / 5

1(° 10 (1 ¢ t°
= (=== (=== )=—(010-9)
8\ 9 10 8\9 10 720
(1—2x2)°
=" (10-9(1—-2x%)) =
L (10-9(1-242))
PRIKLAD 4.12. Vypoctéme

o (1= 2x%)° (1 + 18x%) .

1
DY

7

Reseni. Integrandem je soucin vyrazi Inx a j» z nichZ prvni po zderivovani nabyva tvaru,
podobného druhému Ciniteli (mocninny vyraz). Integrujme tedy po Castech takto:

v’ u’
u v

/h‘Tde_ 1nx7dx_1nx(2f) /gmdx:2ﬁlnx—2/%dx

N _4/ d(Vx) = 24X Inx — 4/x,

PRIKLAD 4.13. Vypoctéme
/ ol dx.
cos2 5x

Regeni. MiZeme si viimnout, Ze —— = 1(tg 5x)’. Integrujme po &stech:

X S g — (1
dx = dx = —tghx ) — 1 .| =-tg5x)d
/00525x * [xcos25x e (ng) / (Sg x) *
= Ztg5 1/t5d
= ztg5xr — ¢ [ tg5xdx.

Dle vysledku prikladu 4.6 plati

1 1
/thx dx = §/tg5x d(5x) = 1n|cos S5x|

6




a tudiz

X X 1
dx = —tg5x — — In|cos 5x|.
cos? 5x 5 25
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