CVICENI 5

Integral racionalni lomené funkce

Integrél raciondlni lomené funkce:

rx)
/ a0 &

kde p, g jsou polynomy. Stac¢i umét integrovat ryze lomenou funkci.
Rozklad ryze lomené funkce na soucet parcialnich zlomku

TVRZEN{. Vyjadifme-li jmenovatel g(x) ve tvaru soudinu vyrazi typu (x—c)¥ a (x24+ax+B)*
(kde a? < 4p, t.j. diskriminant je zdporny), 1ze podil % zapsat ve tvaru souctu parcidlnich zlomki

X
p(x) _ S
q(x)
kde do souctu S piiddme vyrazy typu 24 + 225 + ... 525z, odpovidajici kazdému vyskytu v

A1x+B; et A x+ By

rozkladu ¢ (x) &lenu (x — ¢)¥, a vyrazy typu rartE raxtHE jez odpovidaji ¢lenim

(x2 + ax + p)k.
Integrace parcialnich zlomku

Vyrazy ﬁ se snadno integruji podle vzoru mocninné funkce.

Ax+B
x2+ax+B’

dx vznikaji ¢len tvaru arctg a (bx +

Z parcidlnich zlomki II. druhu se zvlaste Casto setkame s

Ax+B
x24ax+B

c¢) aclen s In(x? + ax + B). Postup integrace je ziejmy z ndsledujicich prikladd.

1
/—dx.
x2+x-—1

— x + 1 mé zdporny diskriminant a nelze ho v redlném oboru rozloZit na soucin.

P S . . o 2
Jedn4 se o parcidlni zlomek. Upravou na soudet étverci x2 —x +1=x2 —2x1 + 1 4 3 — (x - 1)y" 4+ 3
p p 2T 4T3 2 4

dostaneme

coz odpovida dvojici kom-

plexné sdruZenych kofend ndsobnosti 1. Pi integraci |

PRIKLAD 5.1. Vypocétéme

Reseni. Polynom x?

/—2 ! dx=/ ! 2dx=/—1 5 dt
T e () e (%)

2 2



St =Xx— % (bude dz = dx). Tento integrél je typu [ ﬁ dx alze ho snadno vypocist substituci x = as;
budedx = a ds,1

/ 1 d / 1 d 1/ 1 d 1 ) 1 t(X)
——dx= | —————ads = — s = —arctgs = —arctg (=) .
x2 +a? a?(s2 +1) al s2+1 P a ey

Dostaneme

e I )]

Tyto integrély, kde se polynom ve jmenovateli diky zapornému diskriminantu upravi na soucet

&tverci, jsou typu arctg. Podobnym zpisobem vypocteme, napf. | %f—xﬂ dx:
1 1
YR dx = s dx
T (3 +3)" + 5%

atd.

PRIKLAD 5.2. Vypoctéme
/ 18x + 1
——— dx.
Ix2+x+1
Reseni. Zde v Citateli je 18x + 1, coZ je (9x% + x + 1)’. Proto substituci 9x% 4+ x + 1 = ¢ dostaneme

18x + 1 (9x% +x + 1) /1 )
—— dx= | =—=——— " 2 dx= [ —dt =In|t|] = In(9 1).
/9x2—|—x+1 o /9x2+x+1 o t nlif =InOx"+x+1)

Tyto piiklady ukazuji dva moZné typy, podle nichZ se integruje | xz‘i:x—tiﬁ dx. V obecném
pripadé obdrZzime kombinaci téchto dvou.

/ 6x —5
—— dx
9x2+x+1
Regeni. Upravime-li vyraz tak, aby v itateli vzniklo 18x + 1 = (9x% + x + 1)":
6x —5 1 18x — 15 1 [18x+1-16
—dx =< | —V———dx =< | ———dx
9x2 + x + 1 3 XxZ+x+1 3 9x2+x+1
1 18x + 1 16 1
= | ———dx—— | ——dx,
3) x2+x+1 3 x2+x+1

dostaneme integraly, které jsme jiZ fesili.

PRIKLAD 5.3. Vypocltéme

Integrace [ (xzﬁx

—AXtB _ qx sk > 1 je zdlouhavéjsi; vzorce l1ze nalézt v literatufe.
ax+pB)

ILze uvazovat i takto:

/ﬁdx:/mdxzéfmd(;ﬁ):/szllds.




Ulohy

PRIKLAD 5.4. Vypoctéme integral

X
dx.
/x3—6x2+11x—6

Reseni. Integrandem je ryze lomen4 funkce. Koeficienty polynomu ve jmenovateli jsou celd &isla a
tudiZ cely kofen lze hledat v mnoZiné {£1, +2, £3, £6} (délitele Cisla 6). Dosazenim s pomoci Hornerova
schématu nalezneme koteny 1, 2, 3 a tudiZ je x3 — 6x2 + 11x — 6 = (x — 1)(x — 2)(x — 3). VSecky kofeny
jsou redlné a jednoduché, proto pii néjakych A, B, C bude

X _ X . A B C
x3-6x24+11x—-6 (x—-D(x-2)(x—-3) x—-1 x—-2 x-3

pro vSechna x. Upravou na spole¢ného jmenovatele obdrzime

X A =2)(x=3)+ B(x = 1)(x =3) + C(x — 1)(x — 2)
x—Dx—-2)(x—3) (x—D(x—-2)(x—3) '

Toto plati pro kazdé x z defini¢niho oboru zlomku na levé strané pravé tehdy, kdyz
x=Ax-2)(x=-3)+ Bx—-1D)x-3)+C(x—-1)(x—-2)

pro vSechna x. Dosazenim za x hodnot 1, 2, 3 (anebo pfirovnanim koeficientl u jednotlivych mocnin —
ponékud pracnéjsi) dostaneme

1=24, 2=-B, 3=2C,

odkud A = 1, B = -2, C = 2. Pak bude
X 1 dx dx 3 dx

dx = - -2 + =
x3—6x2+11x—6 2/ x—1 x—2 2J x-=3

1 fdx - 1) dx—2) 3 [dx—3)
_E/ x—1 _2/ x—2 +5/ x—3

1 3
:§1n|x—1|—21n|x—2|+zln|x—3|+K

pro x v intervalech, neobsahujicich &isla 1, 2, 3 (K znadi libovolnou konstantu). U

PRIKLAD 5.5. Vypoctéme integral

/ 3x +1
——dx.
x2—x+1



Regeni. Integrandem je ryze lomend funkce. Polynom x? — x + 1 = (x — 5)2 + 2 mé zdporny
diskriminant, jedna se o parcidlni zlomek II. typu. Upravou obdrzime

3x + 1 3 2x + 2 3 f2x—1+4+1+2
/—x+ dx:—/—3 dx:—/—3dx
x2—x+1 2 ) x2—x+1 2 x2—x+1
3/ 2x — 1 d +5[ 1 d
= 5>—dx+ - | ——dx
2] x2—x+1 2/ x2—x+1

3 Zox+41y 5 1
= — wdx_i__/—dx

2 _ 2
2] 2 —x+1 (r—1)+2
3 5 dx——
=—ln(x2—x+1)+—/ (x=3) dx
2 2 1\2
-3) +( )

3 5 X
zln(x —x+1)+— Z (E

2 2

3 5 2
2ln(x —x+1)+ Tarctg (_x) + K,

kde K je libovolné. VyuZili jsme vzorce

dx 1 X
/_xz——l—az = ; arctg (;) (51)

pro a # 0 (dokazte ho!). O

PRIKLAD 5.6. Vypoctéme integral

/ 2x2 —x +1
dx.
x3—x2—x+1

Reseni. JelikoZ x3 —x2 —x + 1 =x2(x — 1) = (x — 1) = (x + 1) (x — 1)?, s n&akymi A, A1, A»
bude
2x2—x+1 A Ay Az

x3—x2—x+1 x+1 +x—1 + (x — )2’
Pak pro vSechna x musi platit

X2 —x4+1=Ax - D>+ A1(x + D(x — 1) + Aa(x + 1).

Dosazenim x = 1, x = —1 obdrzime 24, = 2,44 = 4,t.j. A, = 1, A = 1. Pfirovnanim koeficientti u x2

dostaneme 1 + A; = 2,t.j. A; = 1. Pak bude

2x2—x +1 dx 2x2—x +1
dx = = dx
x3—x2—x+1 x+1 x—l (x—l)2 x3—x2—x+1

=ln|x+1|+ln|x—1|+/(x—2)_2dx

1
:1n|x2—1|——x_2+K,

kde K je libovolnd konstanta. ]



PRIKLAD 5.7. Vypocétéme

/ x2+4x —1
dx.
x4 —x3 4+ 4x2 —4x
Reseni. Vejmenovateli x* —x3 +4x? —4x = x(x3 —x2 4+ 4x —4) = x(x2(x = 1)+ 4(x — 1)) =
x(x — 1)(x? + 4) a proto s néjakymi 4, B, C, D bude
x244x—1  xP44x—-1 A4, B  Cx+D
x4 —x344x2—4x  x(x—-D(2+4)  x  x-—1 x2+4°
Potiebujeme tedy, aby pro vSechna x bylo
x24+4x —1=A(x —1D)(x2+4) 4+ Bx(x®2 +4) + (Cx + D)x(x — 1).
Dosazenim bodi 0 a 1 dostaneme —1 = —4A4, 4 = 5B, odkud 4 = %, B = g. Pfirovnanim koeficienti u
x3 dostaneme 0 = A+ B +C,C = —-A—B = —%—% = —%.szkoeﬁcientyjsoulz —A+D—-C,
— _1_21 _ 4 _1
odkud D =A+C +1=47—-5;+1=5; =3 Pak
/ x24+4x—1 1 [dx 4f dx 1 [2lx—4
dx = — - —
x* —x3 +4x2 — 4x 4) x 5/ x—-1 20) x2+4

1 4 1 21x — 4
:ZIn|x|+§ln|x—l|—— ———dux.

20) x2+4
v/ xlzx—;f dx vy¢&lenime v Citateli derivaci jmenovatele (x? + 4)’ = 2x:
21x — 4 X — 21 [2x— & 21 2 21 2
/ a dX=21/ 2L 4y = = 21 4y = == X dx — — 2L g4y
x2+4 x2+4 2 x2+4 2 ) x2+4 2 ) x2+4
21 [ (x%2 4 4) / dx 21 ) 4 x
=5 | 3 ; dx—4 = —In 4) — ~ arct (—)
2 ) x4 a4 g et ey
Prvni z integrélii je tabulkovy aZ na substituci x + a? = u: [ x21+4 dx? +4) = [L1du = Inju| =

In(x? + a?), v druhém jsme vyuzili (5.1). Pak dostaneme

x2 +4x -1 1 4 21 1 x
dx = ~1 Ilx—1]— —In(x2+4) + — t(—) K.
/x4—x3+4x2—4x X 4n|x|+5n|x | 20 n(x“ + )—I—loarcg 3 +

kde K je libovolna konstanta. ]

PRIKLAD 5.8. Vypocétéme

1
dx.
[xs—x"—x—l—l o

Reseni. x> —x*—x+1=x*Gx-DD—-Gx-D=x-Dx*-D=x-DE2-1D)x%*+1) =
(x +D(x—1)2x2+1),
1 1 A B B> Cx+D
4 - 2 2 - + + 2 T3 :
X—xt—x+1 (-D2x+DE2+1) x+1 x—-1 (x-1 x2+1

Po vynasobeni jmenovatelem (x 4 1)(x — 1)2(x? + 1) zjistime, Ze pro viechna x mus{ platit
(xZ2—2x+1)(x2+1) x4—1 (x2=1)(x—1)=x3—x2—x+1
A —1D*x*+ 1) +By (x + D(x — (x> + 1) +Ba(x + D(x*+ 1) +(Cx+ D) (x + D)(x — 1)?) = 1.
Pfix = —1bude8A =14 = % Pfix = 1bude4B, = 1, B, = ;. Pfix =0bude A—By+B,+D = 1,

D—Bi=1-A—B, = %. Prirovname-li koeficienty rtiznych mocnin, po vypoctu dostaneme

5



1 1 _ox+1 3 N 1 N 1
W-xt—x+1 (x—D2(x+ D2+ 4x24+4 8(x—1) 8x+8 4(x—1)>

dx =

/‘ 1 ln(x2 + 1) n arctg x . In|x + 1| 1 3njx — 1]
x5 —xt—x+1 8 4 8 4(x—1) 8 ’

PRIKLAD 5.9. Vypocétéme
1
———dx
/ x4 4+3x2+2

Regeni. IkdyZ md polynom ve jmenovateli celé koeficienty, je zbyte¢né u n&j hledat racionalni kofeny,
jeliko? je ziejmé, Ze x* + 3x2 4+ 2 > 0 pro libovolné x a tudiZ tento polynom 4. stupné redlné kofeny nem4.
Ma tedy dva pary komplexné sdruzenych korent a jeho rozklad na soucin kofenovych Cinitelt v redlném
oboru je souc¢inem dvou kvadratickych polynomi se zapornymi diskriminanty:

x4+ 3x2 42 = (2 4+ arx 4+ B1) (X% + axx + Ba)
s n¢jakymi a1, oz, B1, B2, jejichZ hodnoty 1ze urcit ptirovnanim koeficientl u jednotlivych mocnin.

V daném piipadé je zfejmé, Ze musi byt ¢y = o = 0a |B1| + |B2] # 0, ponévadZ v opaéném piipadé
vznik4 na levé strané ¢len s x. Navic si miiZeme v§imnout, Ze je to polynom bikvadraticky: x* + 3x? +
2 = (x2)2 +3x2+2 =1?>+3t +2st = x2. Kofeny polynomu ¢2 + 3¢ + 2 jsou —1 a —2 a tudiz
1243t +2 = (t + 1)(t + 2). Proto x* 4+ 3x%2 + 2 = (x% + 1)(x? + 2). Ryze lomeny vyraz m
potom je souctem dvou parcidlnich zlomki II. typu

1 _A1X+31+A2X+Bz
x4 +3x242  x241 x2+2
Po prevedeni na spole¢ného jmenovatele dostaneme, Ze pro vSechna x musi platit

(A1x + B1))(x2 4+2) + (Aax + B))(x> + 1) = 1.

Mimo jiné, pfi x = 0 je 2B1 + B, = 1. Pfirovnanim koeficientd u x, x2 a x> dostaneme 241 + A, = 0,
Bi+ B, =0,A1+ A, =0.Pak A1 = A, =0, B =1, B, = —1 atudizdle (5.1)

1 1 1 1 X
——dx = dx — dx = arct —arctg [ —= ) + K,
/x4—|—3x2+2 X /x2+1 X /x2+2 X arch—i—ﬁarcg(ﬁ)—i—

kde K je libovoln4 konstanta. (|

5
/ al dx.
x4 4+1

ReSeni. Integrandem je neryze lomend funkce. Délenim obdrzime

x° x4 41
—x°—x|x

— X

PRIKLAD 5.10. Vypoctéme
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Y 5
atudlzxf—_H=x—x4L+l,
/xsd /d /xd x2 1/ 2x d x? 1/ 1 d(2)
x= [ xdx— x=———- | ——  dx=""—— | —— _d(x
x4 +1 x4 +1 2 2) (x)2+1 2 2) (xH)2+1
2

1
= % —5 arctg(x?) + K.

(dz(;czﬂ dx =/ tzdfrl = arctg? = arctg(x?).

Zde po substituci x> = 7 je [

PRIKLAD 5.11. Vypoctéme
Ji—1
VX +x

ResSeni. Vyraz s radikidlem je tentyz v Citateli a jmenovateli. Pro ,,umocnéni* lze zkusit substituci

x = 2. Bude dx = 2¢dt,
241 -2t
_2/t—dz=2
12 +1

-1 r—1
VX dx=2/—tdz=2
Vx4 x r+ 12
1 1
=2t—4/—dz:2t—4/—d(z+1):2t—41n|t+1|
t+1 41
=2J/x —4In(v/x +1) + K.

Zde, jako obvykle, v neryze lomeném vyraze vyclenime polynomidlni ¢ast (v tomto pfipadé i bez
explicitniho déleni polynoml) a pak integrujeme jednotlivé parcidln{ zlomky. U

4x
e —1
/—dx.
es8r + 1
Reseni. PoloZme e** = ¢. Bude dt = 4e** dx = 4t dx, dx——dt,
et — 1 1 t—1
—dx=- | ————dt
e8¥ +1 4) t(t2+1)
t—1 A+BZ+C
241 ¢ 2+1°

Musi platit A(t2 + 1) + (Bt + C)t =t — 1. Pfit = 0 bude A = —1. Koeficienty u 2, ¢ jsou 4 + B = 0,
C=1atudizB =1,

f =1 /ldt+/t+1dt 1|z|+1/ 2! dt+/ L
—_— [rp— — P = —In — P P
(12 +1) t 2+1 2) 2+1 2 +1

1 1
=—In|t| + > In(t? 4+ 1) + arctgr = —Ine** + > In(e®* + 1) + arctg e

dx.

dr —

PRIKLAD 5.12. Vypoctéme

Rozklad na parcidlni zlomky:

1
= —4x + 3 In(e3* + 1) + arctge**

Pak dostaneme

/e4x_1d + e + 1) + Larctge®
—aX = —X — In(e — arctg e
8% 1 1 8 VR



