CVICENI 6

Integral racionalni lomené funkce a nékteré podobné integraly

Integrély typu [ R(cosx,sinx)dx

Integraly, v nichZ je integrand lomenou funkci ¢lent cos x a sin x:
/R(Cosx,sinx) dx, (6.1)

kde R(u,v) je raciondlné lomend podle u a v, lze s vyuzitim tzv. univerzalni trigonometrické
substituce .

t=tg > (6.2)
vzdy prevést na integral raciondlni lomené funkce anebo v urcitych pfipadech i vypocist s pomoci

elementarnich dprav integrandu.

Univerzdlni trigonometrickd substituce

Vzorce pro vykonani univerzalni trigonometrické substituce:

-2 2t 2
152 Slnx:m, dx=t2+1dt. (6.3)

COS X =

Specidlni pfipady

N S

UZiti univerzalni substituce (6.2) je zpravidla spojeno s pracnéjSim vypoctem a proto je vhodné
se napred zamyslet, zda neni mozné integral vypocist snadnéji. Casto je uzite¢né nasledujici rada.

UVAHA 6.1. Je-li integral ve tvaru (6.1), kde R je raciondlni lomend funkce dvou argumenti,
majici jednu z vlastnosti:

R(—u,v) = —=R(u,v), R(u,—v) =—R(u,v), R(—u,—v) = R(u,v) (6.4)
pro vSechna (u, v), pak lze pro integraci vyuZit jedné ze substituci 1 = sinx, t = cosx resp.
[ =tgx.

Vv s

Substituce, doporucend tivahou 6.1, mize byt v praxi vhodnéjsi neZ univerzalni trigonometricka

substituce.
PRIKLAD 6.2. Vypoctéme
1
/ - dx.
sin x




~

ResSeni 6.2.1. Po tpravé lze vyuzit substituce cos x = ¢:

1 1 sinx sin x sin x
/ ——dx = - ——dx = — dx = — dx
sin x sin x sin x sin® x 1 —cos?x

1 1 1 1 1 1
- — decos)= | —dt == [ —dr—= | — s
1 —cos? x 2—-1 2) t—1 2) t+1

t—l'_l

cosx — 1
= —1In
t+1 2

1 1 1
=—-Inlt—1—-Injt+1|==In —.
2 2 2 cosx + 1

~

ReSenf 6.2.2. Po tipravé Ize vyuZit substituce tg 5 = ¢, dt = mdx:
> 2

1
1 1 1 1 cos2 X 1 1 1
/' dx:_/~x xdx:_/césxzdx:_/ dex
sin x 2 sin 5 COS 5 2 Sm% tg 3 cos? 7

CoS 2

1
=/—xd(tgf) =Inl|t| =1n
tg 5 2

2

e
g5 |-

PRIKLAD 6.3. Vypoctéme
/ 1
— dx.
sinx + 1

bude

v

Reseni. Dle vzorce tg? x + 1 = C

092

1 1

(SIS

1 1 cos? 5 cos?
_—dx= T x x dx= ﬁdx= x 2 X dX
sinx + 1 2sin5cos 5 + 1 2tg3 + oo 2tg5 +tge5 + 1

X
2

Pak tg% =1, dt = Ly dx,

2 X
2cos” 5

/ cos? 5 dx—2/ 1 dx—/ 1
2igE +g2i4+1 7 2tg3 + g2 5 +12cos2 3 tg2 5 +2tg5 + 1

d (tg

1
_2/[2+2t+1 /(+2)2 z=2f—(t+2)2d(z+2)

2
l+2 tg5+2

PRIKLAD 6.4. Vypoctéme

1
/ - dx.
2sinx —cosx + 3

X

2

)



~

Re . PoloZme t = tg = 5 dle (6.3) bude

1 2 1

/ dx=/ dt=2/ dr
231nx—cosx+3 9 2t 2 431241 4t —1+1t2+3(t2+ 1)

1+:2 1+t2

1 1
=2 dr = ——dt
/4t—l+t2+3(12+1) /2t2+2t—|—2
1 1 1 1 1
(t+2) +3 (f+ b+
1 1
= 52 arctg 2 (t + 5) = arctg (2 tg — + 1)

PRIKLAD 6.5. Vypocétéme

sin X + cos x
—dx.

cosx + 1

N3

Reseni 6.5.1. Elementérn{ tipravou obdrZime

sinx + cos x sin x COS X
/—dx:/—dx—i—/—dx
cosx + 1 cosx + 1 cosx + 1
cosx +1) cosx +1—1
L[l i,

cosx + 1 cosx + 1

1
=—ln(1+cosx)+/dx—/—dx.
cosx + 1
2 2

Jezto cos? x — sin® x = cos 2x, bude cos 2x + 1 = 2 cos? x a tudiz
/ 1 d / 1 d / 1 d(X) ) X
—_—dx = —dax = _ — ]| = —.
cosx + 1 2cos? 5 cos?2 5 \2 g 2

sin x + cos x X
—dx=x—In(1l +cosx) —tg —.
/ cosx + 1 e 1+ 2 g2

Pak dostaneme

~

ReSeni 6.5.2. PoloZime-li tg% = ¢, bude

_ 42
/sinx+cosx d / 142:,2 + }th,z 2 dr = 2 2t +1—1¢2
_—dXx = =
cosx + 1 1+t2 +1 241 (2z+12+1)(z2+1)
2_2t—1

(t + D22+ 1)
coz vyZaduje rozkladu na né€kolik ¢astecnych zlomki. Preferujeme tedy predeslé feseni.

PRIKLAD 6.6. Vypoctéme integral

/ cos? x sin> x dx.

v

eSenf 6.6.1. Vyuziti univerzdlni substituce t = tg 5 dle vzorcii (6.3) vede na integral

2N\ 2 3 3(1_¢2 2
cosz)csing’xdxzf(1 ! ) 81 2 dt=16/Mdt
1412 (1+ ,2)3 1241 (1+ tz)é

3

’}U(




Dostavame tedy integral neryze lomené funkce, pfiCemz i po vyclenéni ryze lomené Casti zGstava dloha
vypocetné narocnou jakoZto integrace parcidlniho zlomku s vysokym stupném jmenovatele bez redlnych
korenti. Zkusme proto radéji najit jinou cestu.

Resenf 6.6.2. Dany integril m4 tvar (6.1) s R(u,v) = u?v3. Funkce R je lichd podle v a tudiz dle
Uvahy 6.1 pouZijme substituci ¢t = cos x. Dostaneme d# = —sinx dx, sinx dx = —dz,

—dt
/coszxs,in3)cd)c=/cos2xsin2xsinxdx=—/t2 (l—tz)dl =/t4dt—/tzdt

1 1 1 1
=1 ——3=—cos’ x — gcos3x,

5 3 5
coZ je vyrazné jednodussi neZ piislusnd integrace v feSeni 6.6.1. g

PRIKLAD 6.7. Vypoctéme

/ sin? x cos® x dx.

ReSeni. Integrand obsahuje lichou mocninu vyrazu cos x. Substituce sin x = ¢, df = cos x d.x,
/sin2 xcos’ xdx = /sin2 x(1 —sin® x)?cosxdx = /sin2 x(1 — sin® x)? d(sin x)
= /tz(z —t3)%dr = /t2(1 —2t2 +1t%dr = /(t2 —2t* + 1% dt

1 2 1 1
==t -4+ -t = gsin

3 5 7
f tg* x dx.
sin* x

Redeni. Integrand tg* x = S0X ge neméni pfi soucasném nahrazeni cos x a sin x vyrazy —cos x a
Cos™ X
—sinx. Polozme tgx = ¢. Bude dr = —L—dx = (1 +tg2x)dx = (1 +t?)dx, dx = —L15 dr,

3 7

.. 5 .
X ——=S8In" X + =sin" x.
5 7

PRIKLAD 6.8. Vypoctéme

cos2 x 1412
/t 4 xdx —/ t dr
& ) 241
4 2 +1
—t* 12 2 -1
—12
241

Obvyklym zplsobem pak dostaneme | tg* xdx = % tg3 x —tgx + x.

er
——dx.
/ e3*r +1

PRIKLAD 6.9. Vypocétéme



Reseni. PoloZime-li e¥ = ¢, bude dt = e* dx,dx = %dt,

e2x 21 12
— dx = —  dt = dr
/e3x+1 Y /t3+1t /t(z+1)(r2—t+1)

Rozklad na ¢4ste¢né zlomky bude ve tvaru

t? _ A B Ct+D Ly
=S +t3r Tt 2111 PO vypoctu
2 S I
tE+ D)2 —t+1) 3(2—t+1) 3@+1)

a tudiz

/ 1? 1 / 1+ 1 1

dt== [ 5>———dt—= | ——dt
tt+ D2 -1+ 1) 3) t2—t+1 3) t+1
Integrace ¢aste¢ného zlomku II. typu dava

t+1 1 2t 4+ 2 1 [f2t—1+43
— di=- | — = dr=- | =——ds
2—t+1 2) t2—t+1 2) 12—t +1
t*—t+1) 1
= g dr + = [—dt
2 2—t+1 2) 12—t +1
——ln(t —t+ 1)+ = / N 3
(—z) T2
D@t 4 1)+ (2(z ))
= -In(t” - ——arc —
2 SAWe
1 1
:—1n(t2—1+1)+«/§arctg( 3)

2
Po dosazeni do (6.5) dostaneme

/ 2 dr 1l(t2 r4+1)+ ! t(ZZ_l) 11|z+1|
= —In(* — — arc ——In
tt+ D@2 —t+1) 6 V3 s V3 3

1 1 2e* — 1 1
= gln(ezx—ex + 1)+—arctg( ¢ )—gln(ex+ 1).

V3 V3

(6.5)
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