CVICENI 7

Integraly, jez se prevadi na integral racionalni lomené funkce

Integrély typu [ R(cosx,sinx)dx
Integraly, v nichz je integrand lomenou funkci ¢lent cos x a sin x:

/R(cosx,sinx) dx, (7.1)

kde R(u,v) je raciondlné lomend podle u a v, Ize s vyuzitim tzv. univerzalni trigonometrické
substituce

P=1g > (7.2)
=1 ) .
vzdy pfevést na integrdl raciondlni lomené funkce.
Univerzalni trigonometrickd substituce
Vzorce pro vykondni univerzélni trigonometrické substituce:
1—2 2t 2
cosx = , sinx = ——, dx = dr. (7.3)
1 +1¢2 1 +12 t2+1

Specidlni pfipady
UZziti univerzalni substituce (7.2) je zpravidla spojeno s pracnéjSim vypoctem a proto je vhodné
se napied zamyslet, zda neni mozné integral vypocist snadnéji. Casto je uzite¢nd nasledujici rada.

UVAHA 7.1. Je-li integrél ve tvaru (7.1), kde R je raciondlni lomend funkce dvou argumentd,
majici jednu z vlastnosti:

R(—u,v) = —R(u,v), R(u,—v) = —R(u,v), R(—u,—v) = R(u,v) (7.4)

pro vSechna (u, v), pak lze pro integraci vyuzit jedné ze substituci 1 = sinx, t = cosx resp.
! =tgx.

Substituce, doporucend tivahou 7.1, miZe byt v praxi vhodnéjsi nez univerzalni trigonometricka
substituce.

PRIKLAD 7.2. Vypoctéme
/ sin? x cos® x dx.



ReSeni. Substituce sinx = ¢, d¢t = cosx dx,

/ sin? x cos® x dx = / sin? x(1 — sin® x)? cos x dx = / sin? x (1 — sin® x)? d(sin x)

= /tz(t —t3)%dr = /t2(1 —2t2 +1t%dr = /(t2 —2t* + %) dt

15 s, 1, 1 .4 2 . 5 |
=32 4+ —¢7 = —sindx — Zsin® x + = sin’ x.
3 5 7 3 5 7

Integraly typu [ R (x ':/‘;fcig) dx, kde R je racionalni lomena funkce

Integrély tohoto druhu Ize prevést na integral raciondlni lomené funkce zavedenim nové pro-
ménné ¢ s pomoci substituce

= i? (7.5)
yX
a1 a2
Je-li v integrandu nékolik vyrazi typu (ﬁ—i‘;}) , (‘;‘,fc—i’g) ,...,kde g1, g2, ... jsou raciondlni

Cisla, 1ze rovnéz vyuzit substituce (7.5), v niz zvolime za m spole¢ny jmenovatel zlomku ¢4, ¢»,
Specidlnim piipadem je integral tvaru [ R (x, YVax + ﬁ) dx, kde 1ze poloZit ax + B = t™.

PRIKLAD 7.3. Vypoltéme [ #ﬁ?'

Reseni. Polozme x + 1 = ¢°. Pak bude dx = 5¢*d¢t, x = 1> — 1,
xdx (t5—1) t4
fs— —5 [~ ") 4,
1+ Jx+1 t+1

co? je integral neryze lomené funkce. Délenim polynomd % — 14 a r + 1 dostdvdme

-t 8 7 6 5 4 3 2 2
=t"—t' 4+t - +t" -2+ 2" -2t +2 — ——
r+1 r+1
a tudiz
/(ts_l)t4dt e t8+t7 t6+t5 t4+23 1> +2t —2In|t + 1|
+1 T 9 8T7 65 273 ! ‘
Pro obdrzeni vysledku posledni vyraz vynasobime péti a zpétné dosadime ¢t = (x + 1)%. O

PRIKLAD 7.4. Vypocltéme

X
—~ dx.
f3/¥+1x

Reseni. Polozme x = ¢°. Bude dx = 6¢° dr,

Jx 13 / 8 / PR / 1
dx =6 t°dt =6 dt =6 —t*+t*—1)dx+6 | ——dt,
/E/E+1x /t2+1 2+1 e + )dx + 241

2




protoZe

18 2 +1
— 186 6 —1*+12 -1
_ 16
16+ 14
l4
— 1% — 42
_2
2 +1
1
Vychdzi
X 6x% 6x%
1 1
/%_I_ldx: 7 "3 +2\/_—6x6+6arctg(x6). O
PRIKLAD 7.5. Vypoctéme
2x + 5
Yox +1
Refeni 7.5.1. Substituce 6x + 1 =¢,6dx =dr,dx = Ldr;2x = $(r — 1),
2x +5 (Z—1)+51 1 t+ 14 1 2 7 _1
= dt = — —dt = — t3dt — t—3dt
Torr1 Ji 6 18[ 3 18/ +9/
g [ d [rba— 2 D00
18 9 18 5 9 2
st 2o Lev i+ Ziox 4+ 1)3
—_ — = —(bx —(0X
30 6 30 6

Reseni 7.5.2 (doporucené). Zavedeme-li proménnou s vztahem 6x + 1 = 53, bude 6dx = 3s2ds,
dx = %sZ ds,2x = %(53 - 1),

2x +5 =D +51, 1 [ 5 1 [ .
Forr = [ T e g [ riasas =g et e
1(1s _, 1 s 7 2
=_(= 7 =—(6 1)3 + (6 1)3.
6(5s+s) 300t D+ ex+D)

PRIKLAD 7.6. Vypoctéme

dx.

| Fwn

Reseni. Substituce x = ¢°, dx = 6¢° dz,

/ ! d / L osar 6[ & dr 6/[2+1_1dt
—_— X = _— = _— = _—m
Vx (x+1) 3 (24 1) 1241 12 +1
1
=6[(1—m)dt=6t—6arctgt=6(f/§—arctgf/§).
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PRIKLAD 7.7. Vypocétéme

/ 1 1+ x
dx.
1+xV1—x

N 2_ 2
Refeni. Substituce /1% =1, =% x = ﬁ l+x= t%ﬁ dx = (124_1)2 dr,
1+x z2 +1 4t 1
-t dt =2——dr = 2arctgt?
/l—i-x 212 (2 +1)2 2+1 &

+ X

= 2arctg

Integraly [ R(e*'*,e*2*,...,e% *)dx, kde R je raciondlni lomena funkce

Integrély tvaru
/ R(e**)dx

1ze vypocist zavedenim nové proménné ¢ = e**. Podobnym zptsobem lze upravit integral tvaru

/ R(e*'™, %", ..., e"*)dx,

v némZ R je raciondlni lomend funkce n proménnych a «y, o5, . . ., &, jsou celd Cisla, poloZime-li
t = e*. Jsou-li ay, oy, ..., oy soudélnd, je vhodné poloZit t = e“*, kde « je nejvétsi spoleCny

délitel téchto Cisel.
6x 3
/ e+ dx
e3> +6

Reseni. Polozime-li 1 = ¢3* (neboli, coZ je totéZ, x = 11In7), bude dx = 4 dt a tudiz

6x 2 2
3 1 [t 31 1 t 3 1 2t —1
/e + dxz—/ +—dt=—/—+dt=—/ 1—-3—— ) dt,
e3x +6 3] t+61¢ 3) t(t+6) 3 t(t+6)
+

PRIKLAD 7.8. Vypoctéme

protoZe t2 +6 ; =1+3 P +6 ;- Rozkladem t(t +6) na ¢4stecné zlomky je t(t +9) é% %ﬂ% a proto
ft%t’+é) dt = %ln|t|+ 163 In |t + 6|. Po vypodtu a dosazeni t = e3* dostaneme
9x
e’ +3 1 1 13 1 ;5 3 13
———dx=ct+-Injt|]— —In|t + 6/ = —e* + x — —In(e** +6).
/e3x+9x 3+2n|| 6n|—i—| 3¢ 3 6n(e + 6)

Vypoctéme nékteré urcité integraly podobnych typt. Pfipomenme si véty o integraci s pomoci
nové proménné.

VETA 7.9. Ma-li funkce ¢ na (a, b) spojitou derivaci, pro kazdou spojitou funkci f plati
¢ ()

b
f re@w@ar= [ " roar (7.6)



. v ax s b , o ‘. .
Vztah (7.6) znamend, Ze v piipadé integrdlu [’ f(¢(x))¢’(x) dx se jednd, vlastng, o integral
[ f(t)dt v mezich ¢(a) a ¢(b). Novou proménnou ¢ tedy zavadime vztahem t = ¢ (x).
Metodu substituce obCas pouzivame v alternativni podobé, a sice tak, Ze se vzorec (7.6) precte
,,v opacném sméru.

VETA 7.10. Necht [«, B] a [a, b] jsou uzaviené intervaly a funkce ¥ : [a, B] — [a, b] je takova,
7Ze Y (o) = a, ¥(B) = b. Ma-li funkce ¥ na [, ] spojitou derivaci, pak pro kazdou spojitou
funkci f plati

b B
/ Fx)dx = / PO ()Y (s) ds. a.7)

V tomto piipadé novou proménnou s zavadime implicitné s pomoci vztahu ¥ (s) = x.

Pozndmka 7.11 (o praktickém vyuZziti metody substitucni). V praxi zavedeni nové
proménné v uréitém integralu provadime tak, Ze — po ovéfeni splnéni predpokladi — do integrandu
a diferencidlu dosazujeme ¢ = ¢ (x) resp. x = ¥ (s) a oboje vyjadfujeme s pomoci nové proménné.
Dale vypoctem hodnot, odpovidajicich koncovym bodiim ptivodniho integra¢niho intervalu, zjistime
meze, ve kterych se méni novd proménnd. ObdrZime pak novy integrél, jehoZ hodnota je shodnd s
hodnotou piivodniho integrdlu (pficemzZ neni potfeba zpétné substituce).

PRIKLAD 7.12. Vypoctéme
M
/ BRI
o 1+ /x
Refeni. V/x=t,x =t2,dx =2tdt;x=0=>t=0,x =4 =1 =2;

S| 2 2r41-1 2 2
dx = — 2dt =2 ———dr=2 dt — [ ——dt
0 1+\/E 0 141 0 tr+1 0 0t+1

= 2(2— [In(t + 1)]5) —4-2In3.

/ sin® x dx.
0

ReSeni. V integrandu je lichd mocnina vyrazu sin x. Je vhodné zavést novou proménnou vztahem
cosx =t,dt = —sinxdx;mezebudow: x =0 =t =1, x=75 =1t =0;

2 % 2 0 2 ! 2 2
/ sin3xdx:/ (1 —cos x)sinxdx:—/ (l—t)dt:/(l—t)dt:—.
0 0 1 0 3

PRIKLAD 7.13. Vypoctéme

(SE]



PRIKLAD 7.14. Vypoctéme

ve 1
————dx.
/; x+/1 = (Inx)?

Reseni. Je zfejmé, Ze zde je vhodné polozit Inx = ¢, pak bude dt = %dx; meze budou: x =1 =
Z=O,x=\/E:>t=%;
1 . 1 . T
dr = [arcsint]; = arcsin — —arcsinQ = —.
— 2 2 6

Ve 4
/1 xl_—md“/o Wipre
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