CVICENI 8

Geometrické aplikace integralu urcitého

PRIKLAD 8.1. Vypod¢téme obsah plochy S utvaru ohrani¢eného grafem funkce f(x) = x> —
6x2 + 11x — 6, osou x a pfimkami x = 0, x = 3.

Redeni. Plati f(x) = (x — 1)(x — 2)(x — 3). Graf této funkce je zndzornén na obrazku 8.1.
Funkce na [0, 3] stfida znaménko v bodech 1, 2 a 3, pficemZ 3 je jiZ krajni bod intervalu. Funkce je
kladna na intervalu (1, 2) a zdpornd na (0, 1) a (2, 3). PoZadovany obsah je souctem obsah tfech
barevné vyznacenych obrazcl. Pro 1 < x < 2je f(x) > 0, obsah plochy odpovidajictho obrazce je

roven || 12 f(x)dx.Pro0<x <1a2<x <3je f(x) <0 atudiz obsahy odpovidajicich obrazcti
: 1 1 3 3 :
jsou [y | f(x)|dx = [j(—f(x))dx, [ | f(x)|dx = [; (= f(x))dx. Proto je obsah plochy

S =—/Olf(x)dx—|—/12f(x)dx—/23f(x)dx = %

Pro vypocet je vhodné zapsat integrél neurcity
1 11
F(x) = f f(x)dx = ZX4 —2x3 + ?xz — 6x.

Pak bude S = — [F(x)]g + [F(X)]; = [F(x)]3 = —F() + F(0)+ F2)— F(1) = F3) + F(2) =
—2F(1) + 2F(2) — F(3). Staci tedy jen vypoclist F (1), F(2), F(3). O

PRIKLAD 8.2. Vypoctéme obsah plochy S dtvaru ohrani¢eného grafem funkce f(x) = /x a
pfimkami y = %, x =4

Reseni. Sestrojme graf (obrdzek 8.2). Piimka y = 3 protind kiivku y = /x v bod& 7. Obsah plochy

bude
4 1 21 374 1 2 1 1 1 27
S = —dx=Zx2| ——x*=2(8--)-—(4->)="".
A(I 2)x 3[’6]% > i 3( 8) 2( 4) 8

PRIKLAD 8.3. Vypoctéme obsah plochy S uzavieného geometrického dtvaru, ohrani¢eného
grafy funkei f(x) = (x — 1)%, g(x) = 3 + 1 vintervalu (-1, 3).

Reseni. Po nacrtnuti schematického grafu (viz obrazek 8.3) zjistime, Ze se potfebny utvar
urcuje kofeny rovnice

(x—1)2:§+1 8.1)
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nebo, cozZ je totéz,
, S
X — Ex = 0. (8.2)

Kofeny rovnice (8.2) jsou 0 a % V intervalu (0, %) lezi graf funkce g nad grafem funkce f. Proto
obsah jimi ohranicené plochy je

/ (f-l—l)dx—/ (x—l)zdx=—/ xdx—l—/ dx—f (x —D*d(x—1)
0o \2 0 2 Jo 0 0

1x23+5 -1 65 35 125
0 2 3 |, 16 24 48°

212

PRIKLAD 8.4. Vypoctéme obsah plochy S utvaru ohrani¢eného grafy y = sinx, y = cosx a
pfimkou y = 0pii 0 < x < 7.

Redeni. Sestrojme graf (obrdzek 8.4). K¥ivky y = sinx, y = cos x se v daném intervalu protinaji v
jeho stfedu (t. j. pfi x = 7). Dle soumérnosti obsah plochy bode

S=2/4sinxdx=—[cosx]g=—(%—1)=2(1—%)=2—\/§.
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OBRAZEK 8.3. Plocha ohrani¢end grafy f(x) = (x —1)?, g(x) = %x + 1.
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PRIKLAD 8.5. Vypo&téme objem rotaéniho télesa vzniklého otd¢enim grafi y = 4x — x2,

y = x podle vodorovné osy.

Regeni. Body priniku kiivek y = 4x —x2, y = x jsoux = 0, x = 3;

3 3 3 108
V=n/ ((4x—x2))dx—71/ xzdx=n/ (15x2—8x3—|—x4)dx=?71.
0 0 0

PRIKLAD 8.6. Vypoctéme délky oblouku kiivky o rovnici y = In(sinx), odpovidajiciho

hodnotdm % <x< %

Reseni. Pro f(x) = In(sinx) je f'(x) = == cosx = cotg x. Proto délka oblouku kiivky je

sin X

7 S| E 2 7 1 ‘
l=/ \/l—l—cotgzxdx:/ - dx=/ — smxdxz/ ————sinxdx.
z sinx z sin”x z 1 —cos® x

ELs
3

3



V poslednim integralu je vhodné zavést novou proménnou vztahem cos x = ¢; pak df = —sinx dx. Dolni a

horni meze pro ¢ budou cos 5 = 1 acos Z = 0. Dostaneme

A . 0 3
/ —251nxdx=—/ 2dt=[
z 1 —cos® x 1 1—1t 0

Rozkladem vyrazu 1_1 - na Castecné zlomky je 1_1 =z = % (ﬁ + l—}rt) a tudiz
1 1
1 [2 1 1 1 L] 1+2]2 1
[ =~ —— +—— Jdt==[-In|l—¢t|+In[l +¢]]g = = |1 = —In3.
2/0 (1—t+1+t) o Finll=tl+Infl+1flo 2[“1—t]0 2"
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