CVICENI 9

Nevlastni integraly

PRIKLAD 9.1. Vysetfeme konvergenci ndsledujictho integralu (pfipadné vypoctéme jeho hod-

notu):
+o0 X
—dx.
fo x*+1 o

Reseni. Jednd se o nevlastni integral I. druhu. UvaZujme f(f dx pro b > 0. Jelikoz x dx =

_x
x4+1
% d(x?), po substituci x> = ¢ pro novou proménnou ¢ dostaneme meze 0, b2 a bude

b 1 [ x N O LA
dx = & d(x?) == ——adr
0 X4+1 2 0 X4+1 2 0 l2+1

1 1 1
=3 [arctgt]g2 =3 (arctg(b?) — 0) = 3 arctg(b?).

Vodorovnd pifimka y = 7 je asymptotou funkce x — arctg x ve sméru +oc a tudiz

b
by 1 /4
lim ———dx = lim - arctg(h?) = —.
b—>+oo Jg x*+1 b—>—+o00 2 4
Integral f0+°° . 411 dx tedy konverguje a md hodnotu 7. O

PRIKLAD 9.2. Vysetfeme konvergenci nasledujiciho integralu (pfipadné vypoctéme jeho hod-

notu):

+o00 X

—dx.
o A/x2+1

Reseni. Jednd se o nevlastni integral I. druhu. UvaZujme integral fé) «/+;+1 dx pro b > 0 a zaved’me
X

v ném novou proménnou ¢ = x2 + 1. Bude d = 2xdx, xdx = %dt. Meze pro ¢ budou 1 a b2 + 1.

Dostaneme 5
b b*+1 2
1 1 b2+1
/ Y =l _dz:[ﬁ] = Vb2 +1-1.
0 vVx2+41 2 )1 NG 1
JelikoZ limp s 1 oo VD% + 1 = 400, je

+o00 X
= lim dx = +o0.

b
X
0 VxZ+1 b—>+ooJo /x2+1

Integril tedy diverguje. ]



PRIKLAD 9.3. Vysetieme konvergenci nasledujiciho integralu (piipadné vypoctéme jeho hod-

notu):
+o00
/ sin x dx.
0

ReSeni. Jedna se o nevlastni integrdl 1. druhu. Pro libovolné b > 0 je
b
/ sinxdx = —[cosx]g = —cosh + 1.
0

Limita limp,_, 4 o, cos b neexistuje a tudiZ neexistuje ani limp_, | o fob sin x dx. Integral f0+°° sin x dx tedy
nekonverguje. U

PRIKLAD 9.4. Vysetfeme konvergenci nasledujictho integralu (piipadné vypoctéme jeho hod-

notu):
+o0 1
[T e
oo X249
Iv{e§en1’ Jedna se o nevlastni integral 1. druhu. Tento integral konverguje konverguji—li f ¢ x21+9 dx,
+ +
fre x2+9 dx pii nejakem c; pak by bylo f - 21+9 x= /" x2+9 dx + [.7%° x2+9 dx.
UvaZujme f_oo f x2+9
too b 1 b1 b
/ dx = lim ———dx = lim = [arctg f] = — lim arctg—- = z
0 x2+9 b—>+o0o0 Jg x2%+ 32 b—+oo 3 3Jo 3 b—+o0 3 6

Pak dle soumérnosti (integrujeme sudou funkci)

0 1 +oo 1 T
/ dxzf dx = —.
+9 0 x2+9 6

b1

3

dx—6—|-

Dostaneme f O

0o x2+9

PRIKLAD 9.5. Vysetieme konvergenci nasledujiciho integralu (piipadné vypoctéme jeho hod-
notu):

1
————dx
/3 V3 —4x

Reseni. Funkce x — je neomezend v okoli bodu . Jedna se o nevlastni integral II. druhu.

1
Vr—ax
Na vSech intervalech [ + &, 1] kde ¢ je malé kladné &islo, je tdto funkce spojitd a tudiZ existuji integraly

1
fi+e g5mas 4%

Pro libovolné malé ¢ > 0 uvaZujme f 3 dx. Po substituci t = 3 — 4x, d = —4dx dostaneme

+e 5\/3 4x

dx = —% dt a dolni a horni meze pro novou proménnou: 3 — 4(1 +¢&)=—4ga3—4 = —1.Bude

1 1 1 711 1 71 15 5
/ 5—dx=—— ——/ 5 dr = —— - —[tS] = ( — (4¢)5 )
%—l—e 3 —4x —4¢ \/_ 4 J 4e 4 4 —4e 16

oy 4
Jelikoz limg—¢+ €5 = 0, dostaneme

IS

1
1 5
li —dx = ——.
8—1>I(1)1+ /i+s I3 —4x ¥ 16

2



Integral tedy konverguje a plati | %1 dx = —%. (|

1
V3—4x

PRIKLAD 9.6. Vysetfeme konvergenci ndsledujiciho integrdlu (pfipadné vypoctéme jeho hod-
notu):

L x
/ Y
0o 1 —x2

X je neomezend v okoli bodu 1, jednd se o nevlastni integral II. druhu.

ResSeni. Funkce x —

V1-x2
UvaZujme f: ﬁ dx, kde b < 1, a vykonejme substituci 1 —x? =¢,dt = —%x dx; meze pro ¢ budou 1
al—b>
b X 1 1-b2 1 1-b2 1—b2
/ —dx=——/ —dl‘=—/ d\/;=—[«/;] =1—-+1-52
0o v1—x2 2 NG 1 1

Pak snadno dostavame

1 b
X X
————dx = lim —————dx=1- lim vV1-5b2=1,
/0 1 —x2 b—>1-Jo 1 — x2 b—1—

tedy integral fol J% dx konverguje. O
—X

PRIKLAD 9.7. Vysetfeme konvergenci nasledujiciho integralu (piipadné vypoctéme jeho hod-
notu):

! 1
[o ——(1 — dx.

1 je neomezend v okoli bodu 1, jednd se o nevlastni integral II. druhu.

Reseni. Funkce x —

v (1-x)3

£ v 1—¢ 1

Pro malé ¢ > 0 uvazujme fo —m dx
L g /1_6(1 Y3 —x)=2[1—x) 2] =2t -1
X = — —Xx) 2 —X) = [ —x_i] = (g_i—),
o (1-x)3 0 0
v . 1 . , 1 1 . .

AvSak limg 504 W 00, integrél fo \/ﬁ dx tedy diverguje. g

PRIKLAD 9.8. Vysetieme konvergenci nasledujiciho integralu (piipadné vypoctéme jeho hod-

notu):
1

[ |
dx.
[0 x1n? x

ReSeni. Funkce x — ﬁ je neomezend v okoli bodu 0, jednd se o nevlastni integral II. druhu. Pro

1
xIn? x
pro ¢ budouIng alne™! = —1. Dostaneme

1
¢ 1 -1 177t _ 1
/ dx:/ —di=|—| =-["]l=1-—.
e xIn?x e 12 f e née Ine

1
Pii e — 0+ je Ine — —oo a tudiz limg— o+ ﬁ = 0. Integral tedy konverguje a plati [, ﬁ dx=1. 01

1
malé £ > 0 uvazujme [° dx a zaved’me v ném novou proménnou ¢ = In x. Bude d = x~! dx, meze

3



---Inx

Inx

OBRAZEK 9.1

PRIKLAD 9.9. Vysetfeme konvergenci nasledujiciho integralu (pfipadné vypoctéme jeho hod-

notu):
b
[ 3 dx.
1 xIn”x

je neomezend v okoli bodu 1, jedné se o nevlastn{ integral II. druhu.

Reseni. Funkce x —» —
X In” x1
z v —& v v
Pro malé ¢ > 0 uvazujme |1 ﬁ dx a zaved’'me v ném novou proménnou ¢t = Inx. Bude d7 =
b n

x~!dx, meze pro ¢ budou ln% =Inl—In2=—In2aln (1 — ¢). Dostaneme

1—¢ In(1—¢) In(1—¢)
1 1 1 - 1 1
/ —dx = / —dt = / t3dt = —= [z‘z]lf(llzs) =——— ,
1 x1n’ x —ln2 ¢ —In2 2 n In“2  In“(1 —¢)

2

Pfi & — 04 bude In(1—¢) — 0, pficemz In(1—¢) < 0, nebot’ pro malé kladné ¢ je In(1—¢) zdporné vzhledem
k tomu, Ze 1 — & < 1. Proto limg— o+ m = —oo (viz obrazek 9.1) a tudiZ limg— o+ +0o0.

1
x1In3 x

1 —
n?(1—¢)
dx tedy diverguje. (|

Integrél | 1
2

PRIKLAD 9.10. Vysetieme konvergenci nasledujictho integralu (pfipadné vypoctéme jeho
hodnotu):
0
/ xe *dx.
—00

X , L, L. . v . 0 — . . v,
Re§eni. Jednd se o nevlastni integral I. druhu. Pro @ < 0 uvaZujme |, 4 Xe ¥ dx aintegrujme po Céstech:

’

0 on . 0
/ xe Xdx = / x e *dx =— [xe_x]a + / e *dx
a a a

=ae ? — [e_x]g =ae?—1+e“%=(@+1)e*-1.

a a

— +00, (a + 1)e™@ — —oo (pfi zdporném a s velkym |a| je e = e!?l a ndsobi
. S vy PR o__ .
se zdpornym &islem a + 1, pfiemZz —a = |a| — +00). Dostdvame limgy——oo [, 2 Xe Y dx = —oo. Integral

ffoo xe ™ dx tedy diverguje. O

Piia — —oo bude e™



PRIKLAD 9.11. Vysetfeme konvergenci nésledujiciho integralu (piipadné vypoctéme jeho
hodnotu):
"1
/ —dx.
p X2

Reseni. Funkce x — x% je neomezend v okoli bodu 0, jenz leZi uvnitf integracniho intervalu. Jedna
se o nevlastn{ integral II. druhu, jehoZ hodnotu chdpeme ve smyslu rovnosti

/11d /01d+/11d
—ax = — dx _-xa
1 x?2 1 x2 0o X2

konverguji-li integrdly na pravé strané. Pro libovolné 0 < ¢ < 1

1 17! 1 | 17°¢ 1
/—zdx——— =14 -, / —dx=—|-| =-1+-
e X t ], £ -1 X o Y £

a tudiz
. 1 . 1
—dx— lim —2dx—+oo —2dx— lim — dx = +o0.
e—>0+ X -1 X e—>0+ J_1 X
Integral f_l += dx tedy diverguje. g

Pozndmka 9.12. Pokusime-li se v pfikladé 9.11 uZzit Newton-Leibnizova vzorce bezpro-
stfedné, obdrzime zcela chybny vysledek

/lld 11_2

jenz nedava smysl ani z hlediska geometrického (integrandem je kladnd funkce, hodnota integralu
tedy ma uddvat velikost plochy pod grafem). Zdrojem chyby je neopravnéné vyuziti Newton-
Leibnizova vzorce (v integrandu je funkce v bod¢ 0 neomezena).

PRIKLAD 9.13. Vysetieme konvergenci nasledujictho integralu (pfipadné vypoctéme jeho

hodnotu):
1
/ xInxdx.
0

Reseni. Funkce x — x Inx je neomezend v okoli bodu 0, jedna se o integral nevlastni II. druhu. Pro
libovolné 0 < ¢ < 1 je

1 v’ " 1 1
—_ 1 1 1 1 1
/ X lnxdx:—[lenx]l——/ x2—dx:——821n8——/ xdx
&€ 2 € 2 £ X 2 2 P

L SR 0 L RS P ST TR
= 28 Ine 4[x] = 28 Ing 4(1 s).

9.1

&

Pottebujeme tedy vysetfit, jak se obdrzeny vyraz chova pfi ¢ — 0+. UvaZujme napred limitu limg_, ¢4 €lne.
Dle I’Hoptialova pravidla je

e < Ine .1 .
lim elne = lim — = lim — =— lim ¢=0

e—>0+ e—>0+ 1 e—>0+ —L e—>0—+
& 32

5



atudiz i limg_ oy €2 Ine = 0. Pak dle (9.1)

1
1
lim xlnxdx = —-,
e—=>0+ Jo 4
tedy integral konverguje. g

PRIKLAD 9.14. Vysetifeme konvergenci nésledujiciho integralu (piipadné vypoctéme jeho

hodnotu):
/2 :
—dx.
0o X2—4x+3

X s v ;- . . v s . 1 . 1
Reseni. Integracr.n interval obsahuje bod 1, .V jehoZ okoli je funkce x +— Y43 = GeDG-Y)
neomezend. Jednd se o integrdl nevlastni II. druhu, jenZ chipeme ve smyslu rovnosti

2 1 ! 1 2 1
—  dx=[ ———d — 4
A X2 _4x 43 A ﬂ—4x+3'ﬁ+£ X2 —dx 4300

konverguji-li integrdly na pravé strané. RozloZme x2+x+3
A(x=3)+ B(x—1)=1,4=—%, B = 1. Dostdvime

na &dste¢né zlomky: x2+x+3 = xA%l + x'%?ﬂ

1 1 1
— dx=<In|x—3—~In|x—1]
x2—4x +3 2 2

a tudiZ vzhledem k pfitomnosti vyrazu In |x — 1| budou integraly divergovat. Vskutku,

1
1 1 11 11 1 1—
/0 mdx =3 [Infx —3[]p — B [Infx —1]]p = B [In|x —3[]p — 581_1)1(1)1+ [Infx —1]]p—°
1.2 1
=—In-—= lim Ine = +o0.
2 3 2e-0+
Z podobnych divodii diverguje rovnéz integrél | 12 m dx. O

PRIKLAD 9.15. Vysetieme konvergenci nasledujictho integralu (pfipadné vypoctéme jeho

hodnotu):
+oo
1
[—
oo X2+ 2x 42

Regeni. Jedns se o nevlastni integrél I. druhu. Tento integral chipeme ve smyslu rovnosti

oo 1 ¢ 1 +oo 1
——dx = —dx —dx
/_oo X2 4+2x+2 /_oox2+2x+2 +[C x24+2x+2

s né€jakym c, existuji-1i integraly na pravé strané.
v b X _ b 1 . 2 .
Uvazujme [, Tz dX = Jo G711 4 pro libovolné b > 0:

b b
1 1 b
———dx = —d 1) = [arct 1)]g = arctg b
| mrs o= [ o e+ ) = larere (e DI = avce
a tudiz

400 1 ) b 1 . -
/ ———dx = lim f ————dx = lim arctgh = —.
o XZ2+4+2x+2 b—>+ooJo X2 +2x+2 b—>+00 2
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Podobné predeslému

0 0
1 1
/_bx2_|_2x—|-2 X /—b(x—|—1)2+1 (x + 1) = [arctg (x + 1)]Z, = arctg

a tudiz

0 1 0 1 T
/ ——dx = lim / —————dx = lim arctg(—a) = —.
oo X2+ 2x+2 a——o0 J, x%2+2x +2 a——o0 2

Pakbudefj;omdx=%+ = TT. OJ

(SIE]

PRIKLAD 9.16. VySetfeme konvergenci ndsledujiciho integralu (pfipadné vypoctéme jeho
hodnotu):
+o0 1
/ 1
oo €¥t+e™*

Reseni. Uvazujme podobné piikladu 9.15. Pro libovolné b > 0 je

b 1 b b 1 b
—dx = ———e*dx = —————de* = [arctgex]
0o e¥+e ¥ 0o e +1 0o (e¥)2+1 0

_ b 0 _ b _ b T
= arctge” —arctge" = arctge” — arctg 1 = arctge” — Z

a tudiz
+oo 1 ) p T T 7 T
——dx = lim arctge” — — = — — — = —.
0 eX +e™* b—>+o00 4 2 4 4
JelikoZ limy s _ oo arctg e? = 0, bude'
0 1 o n w
/ ———dx = lim ———dx = lim [arctg ex]o = — — lim arctge® = —.
N A a—>—oo [, eX +e™X a—>—00 a 4 a—>—o0 4
+o00 1 _ T _ T
Pak dostaneme [~ arexdx=3+7% =7, O
"Mohli bychom také vyuZit soumérnosti grafu sudé funkce f(x) = e“r% dx: substituce x = —t,dx = —d¢
dava
0 0 0 —a
/ f(x)dx = — f(—=x)dx = — f(x)dx = f(x)dx
a —a —a 0
atd.
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