CVICENI 11

Mocninné rady

PRIKLAD 11.1. VySetfeme konvergenci mocninné fady

oo

> (2x)".

n=0

Regeni. Je Y02 ,(2z)" = S0 1 2"a" = Y o2 ez — 7)™, kde 79 = 0 a ¢, = 2". Urdeme polomdr

konvergence R. Jelikoz
\n/ |Cn| = {L/Q_ = )
11

je % =2, R = % Intervalem konvergence je (zg — R,xo + R) = (—5, 5), v ném Tada konverguje
absolutné. Pro |z| > % rada diverguje. Zjistéme, zda fada konverguje v koncovych bodech intervalu
konvergence.




Pfi z = ; md Tada ), ;(22)" tvar

(diverguje k 4+00).
Je-li x = %, obdrzime radu

i(—2%)n=§:(—1)”=1—1+1—1+...,

n=0

ktera soucet nema.
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Rada tedy konverguje jen na (—5, %), pricemz na tomto intervale konverguje absolutné.

PRIKLAD 11.2. VySetfeme konvergenci mocninné fady

oo n

x
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n=0
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Reseni. Pro ¢, = % plati

Cotl _ n! _ 1
¢, (m+1)! n+1

— 0, n — oo,

pak 1/R = 0, polomér konvergence je R = 400, a tudiz fada konverguje na (—oo, 00). Jedné se o
Tayloriv rozvoj e*. Specialné
=3
n=0 n!

PRIKLAD 11.3. VySetfeme konvergenci mocninné fady

Reseni. Mame Y > ((nz)” = > >~ c,)" s ¢, = n™. Pro polomér konvergence R bude

1 n
i nh_)m Ve = lim n = +o0

n—oo

a tudfz R = 0. Rada tedy konverguje pouze p¥i z = 0.
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PRIKLAD 11.4. VySetfeme konvergenci mocninné fady

— (z-1"
— (n+1)4"

n

Reseni. Stfedem je bod zy = 1. PoloZme ¢, = m. Urceme polomér konvergence R. Jelikoz

1 1 1
v len| = = — -, N — 00,
< Yin+1)4r  4Yn+1 4
1

je =, R = 4. Intervalem konvergence je (zo — R,zo + R) = (—3,5). Pro z € (—3,5) tedy fada

konverguje absolutné. Pro x > 5 a x < —3 Tfada diverguje. Zjistéme, zda fada konverguje v koncovych
bodech intervalu konvergence.

PTi = 5 mame divergentni fadu harmonickou

£ (n+1)4m ;n+1'
Je-li x = —3, dostavame radu alternujici




. v 1
Jelikoz =,

n = 0, 1 je kladna posloupnost, monotonné klesajici k 0, podle Leibnizova kriteria tato rada,
konverguje.

V souhrnu dostdvame: pfi x € (—3,5) fada konverguje absolutné, pfi x > 5 a x < —3 fada diverguje,
pii x = —3 fada konverguje (neabsolutné).

PRIKLAD 11.5. VySetfeme konvergenci mocninné fady

Regeni. Plati

nf 2" 2 2

-
pro n — oo. Pak 1/R = 2, polomérem konvergence je R = % Interval konvergence je (—
Pfiz =1 md Yada tvar 3 oo Lok =520 2

L 1)
212
ne133n = D_n—1 2 & tudiz konverguje.
Ve / v n
Pfi £ = —; md fada tvar ) o & —

oo (=17
n=1np2(=2)" Zn=1%

a rovnéz konverguje. V krajich bodech
konverguje rada absolutné. V souhrnu rada konverguje absolutné pfi —% <z< %

— 2
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PRIKLAD 11.6. VySetfeme konvergenci mocninné fady

n=1

>

Reseni. Pro polomér konvergence R bude

11 . 1 . 1 . 1
— = lim = — _ _
R n—oo | n2n1 n—00 (/non—1 n—»00 2"71 \n/ﬁ n—00 21—% \/,ﬁ

nebot lim, o ¥/n =1 (bylo by pohodInéjsi napsat » -, nzn L =9 Yo n2" ) Pak R = 2. Stfedem
je —2, intervalem konvergence je (—2 — 2, =2+ 2) = (—4,0).

Vyéetfeme fadu ) 74 (x;,?_)f v koncovych bodech intervalu (—4,0). Pii z = —4 je to alternujici fada
s | n2” =1y () =1 Zf&o (=1L, které konverguje podle Leibnizova kriteria. Pfi = 0
dostavame divergentni fadu ) 00 25 =35> 7 L.

PRIKLAD 11.7. Uréeme polomér konvergence mocninné fady

00 1 n?
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- 2

Reseni. Pro ¢, = (1 + %)n je

2
n 1\" 1\"
\"/|cn|=\/(1—|——) =(1—|——) —e
n n
1

pfi n — oo. Polomér konvergence je R = =

PRIKLAD 11.8. VySetfeme konvergenci mocninné fady

o0 2n—1

20

n=1

Reseni. Polozme f,(x) = (— 1)”“‘;2” 11 ; pak mame fadu ) -~ ; fn(z). JelikoZ je to fada mocninnd, mé
smysl vySetfovat ihned absolutn{ konvergenci (v intervalu konvergence totiz konverguje vzdy absolutné).

UvaZzujme proto fadu > - ; | fu(x)|. Aplikujme podilové kriterium:

|fn+1($)|= |22+ 1)1 -2'n,—1=|x|2”+12n—1 z |22n 1 5
fu(@)]  2(n+1)—1 |zt |z 12n+1 on + 1

Rada tedy konverguje pfi |z| < 1 a diverguje pfi |z| > 1

Pfi £ = 1 dostaneme alternujici Yadu Y o0 (—1)"*1 1=

T ktera konverguje podle Leibnizova kriteria.




ve tvaru ) -

P1i x = —1 dostaneme rovnéz konvergentni alternujici radu

oo

n+1(__1)2n ! ( 1 - ( 1
;(_1) m_zzn—1 ZZn ZQ

n —
n= n=1 n=1

o

Rada konverguje absolutné pii |z| < 1, konverguje neabsolutné pii z = %1 a diverguje pii |z| > 1

Poznamka 11.9. Poznamenejme, ze v prikladé 11.8 pri zapise rady

0 2n—1 3 5

4 A 4 X
)M = 04 S 402 0t —

n;( o =04 T+ 0 et - 0t

| Crx™ Bést koeficientti vychaz{ rovna 0 a proto zde vzorec (—1)"+! -t

2n—1
urcuje zbyvajici nenulové koeficienty, nikoliv vSechny c, po radé. Vzorce pro R

uplatnit nelze, nemusi totiz v takovych pripadech davat spravny vysledek. Aplikujeme
tedy podilové anebo odmocninové kriterium bezprostredné k radé z absolutnich hodnot.

PRIKLAD 11.10. VySetfeme konvergenci mocninné rady

o0

n(x —1)
nZ:; 9n/nd +2




n(z—1)2"

Reseni. Cteme poznadmku 11.9. Polozime f,(z) = v & WaZujeme fadu > | fa(z)|. Apliku-
jeme podilové kriterium: pri n — oo bude

|fari(@)]  (n+D]z -1 9"/nd+3 1n+1 nd + 2 (@ _1)2_>(:1c—1)2
@] o/ ip+2 nle—12 9 n L\ /n+1)p+2 9

a tudf? fada konverguje absolutné pfi (x — 1)2 < 9, t. j. |z — 1| < 3 a diverguje pfi (z — 1)2 > 9, t. j.
|z — 1] > 3.

Interval konvergence je tedy urcen nerovnici —3 <x —1<3,t.j. -2 <z < 4.

Pii £ = —2 méame radu .

Zgn VnS +2 Z\/W

j. ”\’}_‘;2 — 1 pro n — oo, podle srovnavaci véty v limitnim
n

JelikoZ v/n® + 2 ~ v/nb =

v o0 n . ’ v . v o0 1 Ve
tvaru fada ) >~ , TS konverguje spolu s konvergentni zobecnénou harmonickou fadou )~ ; 5 Pri

x = 4 mame opét konvergentni radu

9] m 09
Yo=Y
= VnS+2 = vnd+2

Mocninné rada tedy konverguje absolutné pii —2 < x < 4 a diverguje pro r < —2 a x > 4.




Poznamenejme, Ze neopatrné vyuziti vzorce

1 . |Cn+1|
— = lim —— 11.1
R Al o (11.1)

platného pro fady > - | c,(x—xo)", v tomto piipade by vedlo na chybny vysledek. Vskutku, dosadime-li

do (11.1) ¢, = 9n\/Z5—+2’ dostaneme
Cry1] (n+1) vVn°+3 1In+1 vn®+2 _)1
el oty /(n +1)5 + 2 n 9 n Jn+tlp+2 9

a tudiz % é, R =9. Vyse jsme vsak zjistili, ze ve skutecnosti je R = 3, t. j. posledni vyuzity postup je
nespravn

<\

PRIKLAD 11.11. VySetfeme konvergenci fady
o0 2n

2 (=3)"

n=1
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Reseni. Cteme pozndmku 11.9. Mame > °° | fu(x) s fu(z) = K > | fa(z)| aplikujme

Cauchyho odmocninové kriterium:
2

:1:2 T

3
tedy fada > -~ | fn( | konverguje pr1 |z| < \/5 a dlverguje pii |z| > /3.
Pii £ = /3 m4 Z gy tvar Z Z (—1)". Této fada soudet nemé. P¥i x = —+/3 dostaneme

n=1

stejnou fadu ) ((:f’))jn = > (=)™
n=1

PRIKLAD 11.12. VySetfeme konvergenci fady
— (n+3\"
— 2z + 1)".
nz_;(n+4) 2z +1)

'

Reseni. Radu upravme:
= (n+3\" = /n+3\" 1\" = /.n+3\" 1\"
— ) 2z4+1)"= — ] 2" ~ ) = 9~ ~ % -
nz_;(n—l—él) 2z +1) £ (n—|—4) ("Hs) nz_;(n—l—él) ("’”3) !
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v / n . v /
coZ mé tvar Y o7 cn(x — )" 8 To = —3, ¢ = (2243)" . JelikoZ platf

/—|Cn \/ n—l—3 _2n+3 0

n—|—4 n+4

pfi n — o0, bude % = 2, R = 1. Rada konverguje absolutng v intervalu (zg — R,zo + R) =

(—% — %, —% + %) = (—1,0) a diverguje pro z < —1, z > 0.
Uvazujme krajni body intervalu konvergence (—1,0). Pfiz = 0 mé > >~ (”—H)n (2x + 1) tvar

~ g\ n+4
anl (2_14) ) kde

n n n+4 n_iéi
n+3\" _ - 1 _( (- 1 el £0
n+4 n+4 n+4

pti n — oo. Pro tuto radu tedy neplati nutnéd podminka konvergence.

Pliz=—-1v) 7, (Z—ﬁ)n (2 + 1)" dostaneme fadu Y > (—1)" (Z—ii)n , nutnd podminka konver-
gence neplati ani zde.

Dané mocninné rada tedy konverguje pro —1 < x < 0.
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