CVICENTI 4

Vypocet integralu neurcitého

Seznamime se metodou integrace s pomoci nové proménné (metoda substituce) a
integraci per partes (po Castech).

Vzorce

Substituce



Substituce x = ¢(t) zavadi novou proménnou ¢ a prevadi tlohu vypoctu s f(¢(t)) ¢'(t) dt
na integraci / f(z)dx.

Naopak, fesime-li s f(z) dx, 1ze hledat substituci tvaru x = ¢(t), po niz upraveny
integral s f(o(t)) ¢'(t) dt bude jednodussi. Prakticky substituci provadime vylouc¢enim
x 7 integrandu i diferencidlu (dx = ¢'(t) dt).

K obdrzenému vysledku aplikujeme zpétnou substituci (vyjadiime ¢ pfes x).

Integrace po castech

Ulohy

Aplikujme dle potreby metodu integrace s pomoci nové proménné a integraci po
¢astech. VSude dale po vypoctu pak do vysledku doplnime integrac¢ni konstantu.
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PRIKLAD 4.1. Vypoctéme integral

arcsin x

/ﬁdx.

Reseni. Je zfejm4 substituce arcsin z = ¢. Pak bude dt = d (arcsinz) = 11_36 dz,
dt
arcsin x — 1 2 1 5
———=dz = [arcsin? ————=dz = [tdt = - = _ (arcsinz)".
[ =g do = Jamsing amydu = [tdt =5 = 5 (orcsina)

PRIKLAD 4.2. Vypoctéme integral

[22% dz.

Reseni. JelikoZ (z*) = 2z, v integrandu jednim z &initeld u dz je vyraz, pfipominajici derivaci

vyrazu 3z2. Integral tedy miZeme upravit takto:

[ 225 da = é /2" (32?) dz = é /2% d(32%), (4.3)




coz odpovidé pravé strand substituénich vzorct (4.1), (4.2) J f (¢(z)) ¢ (z)' dz a J f (¢(z))d ¢ () s
volbou ¢(z) = 3x?, f(t) = 2!. Vzhledem k t&mto vzorctim bude

28
61n2’

/x23x2dx = é/23‘”2d(3x2) = é/2sds =

kde s = ¢(z). Vratime-li se v tomto vysledku k piivodn{ proménné z s pomoci vztahu s = 3z?, dostaneme

231’2
6ln2

/ 225 dg = (4.4)




Poznamenejme, Ze v praxi misto explicitni Gpravy integralu na tvar typu (4.3) je vetSinou pohodInéji
postupovat ponékud jinak.

Podle pfedchozich tvah Ize u daného integralu oéekévat, Ze Géinnou bude substituce 322 = s. Vyluéme
tedy z z integrandu a diferencidlu s pomoci algebraickych tprav: 3z? = s, ds = d(3z?) = 6z duz,

xdr = éds a formalné dosadme obdrzené vyrazy do integralu:

25 1
5 ds

(o2 do= [2* zda = [2°- ]
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d8_6/2 d8_61n2’

coZ po dosazeni (t. j. ,substituci“ s = 3z?) vede na vysledek (4.4). Vypocet, vykonany vyse, tento
postup zcela odivodnuje. Takto lze prechod k nové integracni proménné provadét i obecné.

PRIKLAD 4.3. Vypoctéme integral

[xVa? — x2dz,

kde a > 0.



ReSeni. Zavedeme-li novou proménnou ¢t s pomoci vztahu a?> — z? = t, dostaneme d¢t = —2zdzx a

_ 1
proto bude z dx = —35 dt,

Vi —Lldt
/:1:\/c1,2—:1:2dx:/\/a,2 —332%:/\/5- (—%dt) = —%/\/Zdt

3 1 1
= —_[t3dt=—2. .2 = —A/t3 = —_ 2 _ 12)3
/ 2°3 3 gV(@* —2%)

PRIKLAD 4.4. Vypoctéme integral

[sin®zdx.

2 2

ReSeni. V integrandu je lich4 mocnina sinu. JelikoZ sin®zdz = sin® zsinz, pfidemZ sinz =

2

1 —cos”z a (cosz)’ = —sinx, nabizi se substituce cosx = ¢. Dostaneme d(cosz) = —sinz dx = dt,

sinzdx = —dt,
1-¢2 —dt
/sin3:cda: = /sin2:vsin:cdx = /(1 —cos’z)sinzdzr = /(t2 —1)dt
B ﬁ (cosz)3

3 t = 3 — COS .




PRIKLAD 4.5. Vypoctéme integral

/

el’

dz.
e?+1 v

ReSeni. Integrand obsahuje jen &leny e?, pficemz e® je v &itateli a (e%) = e®. Je vhodné udélat
substituci e* = t. Bude de* = e*dx = d{,

1
t+1
————

dt
e T 1

dz = A= [——dt=[——d{t+1)=ln[t+1
[erido=lgedo =/ qdt=/ppdt+ D =lnft+1l

=In(e’+1).

Jinak bychom mohli polozit €* + 1 = s; pak bude d(e* + 1) = e*dx = ds,

1
——

e’ 1 —— 1
= z = — :1 :l z 1).
/ez+1dx /ez+1e dx /Sds n|s| =In(e”+1)

PRIKLAD 4.6. Vypoctéme
[tgzrdzx.




v

Reseni. Jelikoz (cosx)' = —sin x, lze integral upravit takto:

1
COS T

/tgwdx—/smxdx——/

COS X
= In |cos x| .

(—sinz)dz = —/ d(cos )

COS T

Posledni krok jsme vykonali zavedenim do diferencidlu (t. j. vyuzili jsme substituéntho vzorce ve

tvaru (4.2)). Jinak bychom mohli explicitné poloZit cosz = s a vypocist ds = d(cosz) = —sinz dz,

podemZ obdrzime / 1~ d(cosz) = /+ds =In|s| =In|cos . O

PRIKLAD 4.7. Vypoctéme integral

[ da.

et +e 7

'

Reseni. Substituce e* =t dava de* = e*dx = dt a

1
t2+1
dt

! mdx—/

Javerto=lmido=/ @y

o dt = arctgt = arctg e”.




PRIKLAD 4.8. Vypoltéme

[2*(z —1)°dz.

Reseni. Integrandem je polynom stupné 7 a tudiZ jeho integrace teoreticky Za4dné potiZe nedini.
Algebraické tipravy pfi piimé integraci viak vyZadujf jisté asili ((z — 1)° = 2° — 5z? +...). Préci si
milzeme usnadnit, zavedeme-li novou proménnou t = £ — 1, ¢imz , prohodime* ¢leny s 2. a 5. mocninami.
Pak budedt =dz, z =t +1,

[z —1Pde=[(t+1)°dt= [ (P +2+1)7dt = [t'dt+2[t0dt+ [¢°dt

—£+gt7+ﬁ—t6 (1t2+gt+1)
S8 7T 6 \8 7T 6
1 2 1
= —16(— — 1)+ Z(x—1 —).
(-1 (e -+ (-1 +
Vysledek dle potreby muzeme dodatecné upravit.
PRIKLAD 4.9. Vypoctéme
[z?ezdz.




S v / Ve Z v . . . v . / /
Reseni. V soudinu z2e? oba dva &leny lze snadno integrovat i derivovat, aviak u z2 se po zderivovéni

mocnina sniZi. Integrujme tedy po &astech tak, aby byl zderivovan &len z2:

u v w v , v

/x2e?dx = z2.2¢2 —/2x267d:c — 27%e? —4/x67dx.

Zde jsme zvolili v'(z) = e? a tudiZ
T

v(x)z/e%dx=2/e%d(2

) = 2¢e?.

Podobnym zptisobem v
/ ze? dx

taktéz integrujme po castech:

,Ul
~—

7~ T
/xe?d:z:

v
—_—

- 2e —/T-Qe%dx:%e%—2/e%dx=2xe%—4e%
T e

(z —2)

]@

N8

|
N K)e

z
2.

Pak dostaneme
/a:Ze%dx:%ze% —4.2(z—2)e? =2(:1:2—4:B—|—8)e%.
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PRIKLAD 4.10. Vypoctéme

[23(1 — 22°%)°.

Reseni. Situace je podobné piikladu 4.8. Bezprostfedni integrace polynomu stupné 19 je zdlouhava,

proto radé&ji provedeme substituci 1 — 222 = ¢. Dostaneme —4zdz = dt, zdz = —i dt, 2% = %(1 — 1),

1 8
2(1-1) —Lde

[2*(1—20%) do = [2? (1 - 202) zdz = —é/(l—t)tsdt= —é/(tg—tg)dt

:_l(f_ﬂ)zf(l_i) 2 10—

8\9 10 8\9 10 720

1 — 222’ 1
_ % (10-9(1-22%)) = o0 (1- 2:1:2)9 (1+1827).

PRIKLAD 4.11. Vypoctéme

Inz
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Reseni. Integrandem je souéin vyrazi In x a, ﬁ, z nichz prvni po zderivovani nabyva tvaru, podobného
druhému diniteli (mocninny vyraz). Integrujme tedy po ¢astech takto:

v’ u’
—_— v

/m—xdx—/in_x\\/iidx:m@ﬁ)—/ <2\/_)da:—2\/_lnx—2/—d:1:
=2\/Elnx—4/d<\/5)=2flnx—4f.

PRIKLAD 4.12. Vypoctéme

/xd:c.

cos? bx

N v 1 1 / . v 7 .
ResSen{. MtZeme si viimnout, Ze 3+~ = £(tg5x)". Integrujme po Céstech:

,U/

1 1 1
cos25xdx_/xcos25wdx:x( tg5x) /1 ( tg5x>

1
= gthx— 5/tg5xdx.

v v

/
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Dle vysledku prikladu 4.6 plati
1 1
/thxdx = 5/tg5md(5x) = gln |cos 5z

a tudiz

x 1
/COS2 = dz = gtg5x - —51n |cos 5z| .

PRIKLAD 4.13. Vypoctéme integral

[23%e " da

3 — 2 —x?

Reseni 4.13.1. Integrandem je soucin x° a e~ , pricemz integrovat e zvlast nedovedeme. Chceme-

li integrovat po c¢astech, pravdépodobné musime e~ derivovat a z° pak integrovat:

v v
— ’u,/

/ac_?:/e_?dx:— — 2ze " ) dx.
/ / (<2007

Toto vsak vede na integral f zie=T dx, jenz neni nikterak jednodussi nez integral pivodni. Je tedy

potTeba hledat jinou cestu.
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4 . Ve v p— 2 J— 2 lod /7 .
MiiZeme si viimnout, Ze d(z?) = 2z dz, z3e™* dz = z%e™* x dx a tudiZ se nabiz{ substituce z? = ¢.

Potom dostavame dt = 2z dx, xdx = %dt,

—t
t € 1dt
N

/x?’e_xz dr = /332 e rdz = %/te‘tdt. (45)

Tento integral lze snadno vypodist metodou per partes s u(t) = t, v'(t) = e~t. Obdrzime v(t) =
Je7tdt = — e td(—t) = —e ! (implicitn{ substituce —t = s, ds = —dt) a

/
v v
u

[iede = (o) — [1-{ce Dt = —tet+ fertdt = —te! — e = -

t+1

Po zpétné substituci pak dostaneme

2

z°+1

/:1:36_‘”2dac = — —.
2e”

ReSeni 4.13.2. Pfi zpéném pohledu na tpravu (4.5) si miZeme viimnout, Ze je ze~" dx =

—%fe_w2 d(—a:Q) = —%e‘””Q (substituce —z? = s, —2zdx = ds, zdz = —%ds) a tudiz vznika
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myslenka integrovat po ¢astech takto:

!
u v

~—

/x?’e“’”2 dz = /:1:2 ze *
1 e
2

2

v
u

~

dz = 22

—I—/ace_x dz =

15

( 1 o
——e
2

v

- 1 _ o
) _ [9 Pl |
)= 125 (-5¢) az
]. 2 —.CC ]. —1172
—é.’l?e (&




