CVICENTI 5

Integral racionalni lomené funkce

Integral racionalni lomené funkce:

/%dx,

kde p, q jsou polynomy. Stac¢i umét integrovat ryze lomenou funkci.

Rozklad ryze lomené funkce na soucet parcialnich zlomk

TVRZEN{. Vyjddifme-li jmenovatel q(z) ve tvaru soudinu vyrazi typu (z — c)* a

(% + azx + B)* (kde a? < 44, t. j. diskriminant je zdporny), lze podil % zapsat ve
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tvaru souctu parcidlnich zlomku

x
p(z) _ S,
q(z)
kde do souctu S pfiddme vyrazy typu - Dy il C)2 o l_)’z)k, odpovidajici kazdému
Aix+B Apx+B . v
vyskytu v rozkladu g(z) élenu (x — c)*, a vyrazy typu % tot jfzx +Z)’“’ jez

odpovidaji lentim (z? + azx + B)*.

Integrace parcialnich zlomkt

Vyrazy = ) —=— se snadno integruji podle vzoru mocninné funkce.
Z, parcialnich zlomka II. druhu se zvlasté ¢asto setkame s gfﬁx—wa, coz odpovida

Az+B
2 +oz+p
élen tvaru arctga(bz + ¢) a &len s In(x? + ax + B). Postup integrace je ziejmy z

nasledujicich prikladii.

dvojici komplexné sdruZenjch kofend ndsobnosti 1. P¥i integraci [ d z vznikaji

PRIKLAD 5.1. Vypodtéme




Reseni. Polynom z? — z + 1 m4 zéporny diskriminant a nelze ho v realném oboru rozloZit na souéin.

/ o/ / < v v [e] 2
Jedn4 se o parcilni zlomek. Upravou na soudet &tvercl z2 — x + 1 = 2% — 2:15% + i + % = (x — %) + %

dostaneme

2

2

1 1 1
/:c2—|—x—1d$:/(x 1)2+(\/§)2dw_/t2—|—(\é§)2dt

st=x— % (bude dt = dz). Tento integral je typu [ 562—}# dx a lze ho snadno vypocist substituci
x =as; budedr =ads,*

/ 1 d / 1 q 1/ 1 d 1 ; 1 ; (:L’)
——dx = ads = - s = —arctgs = —arctg | — | .
z? + a? a?(s?+1) a) s2+1 g TSI T MRy

Dostaneme
x=——arctg| —=t| = —arctg| —= |2 — = )
2+x—1 V3 V3 V3 V3 2

Tyto integraly, kde se polynom ve jmenovateli diky zadpornému diskriminantu
upravi na soucet ¢tverct, jsou typu arctg. Podobnym zpiisobem vypocteme, napr.

%,ze uvazovat i takto:

A b i R e e Ea




1 .
f 9z2+1+1 d 2

1 1
/ 5 dxz/ 5 dz
9r° + 1 + 1 (3x—|—%) 4+ 32

atd.

PRIKLAD 5.2. Vypodtéme

18z + 1
5 dz.
92 +x +1
Resen{. Zde v itateli je 18z + 1, co je (9z% + z + 1)'. Proto substitucf 922 + x + 1 = ¢ dostaneme

18z +1 (922 +z + 1) /1 )
dx = de= | —-dt =In|t| =In(9 1).
/9:L'2+zr:—|—1 o / 922+ x+1 o t nft] =In(9z" + 2 +1)

Tyto pfiklady ukazuji dva mozné typy, podle nichZ se integruje [ fkﬁﬁ 3 dz. V
obecném pripadé obdrzime kombinaci téchto dvou.

/ 6x — 5 do
02+ +1
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PRIKLAD 5.3. Vypodtéme




Reseni. Upravime-li vyraz tak, aby v &itateli vzniklo 18z 4+ 1 = (922 + z + 1)":

/ 6z — 5 dle/ 18z — 15 dx=1/18x+1—16dx
922 +x +1 3) 9r2+x+1 3) 9x2+z+1

zl/ 18z +1 dx—1—6 1 Ao

3) 9x?2+zx+1 3) 9r24+zxz+1

dostaneme integraly, které jsme jiz Tesili.

Ax+B
r2+ax+B)k

Integrace [ ( dz s k > 1 je zdlouhavéjsi; vzorce Ize nalézt v literature.

Ulohy

PRIKLAD 5.4. Vypoctéme integral

/ L dzx
x3—6x2+ 11z —6

Regeni. Integrandem je ryze lomend funkce. Koeficienty polynomu ve jmenovateli jsou cels &sla a
tudiz cely kofen lze hledat v mnozZiné {+1, +2, +3, +6} (délitele ¢isla 6). Dosazenim s pomoci Hornerova
schématu nalezneme koteny 1, 2, 3 a tudiZ je ° — 6z° + 11z — 6 = (z — 1)(z — 2)(z — 3). VSecky koFeny




jsou realné a jednoduché, proto pri néjakych A, B, C bude

x B x ! N B N C
—622+1lz2—6 (z—1D(x—-2)(z—-3) z—1 -2 =x-—3

pro vsechna x. Upravou na spole¢ného jmenovatele obdrzime

x :A(:c—2)(x—3)—|—B(:c—1)(x—3)—|—C’(a:—1)(x—2)
(z —1)(z — 2)(xz — 3) (z — 1)(z —2)(z —3) '

Toto plati pro kazdé x z defini¢niho oboru zlomku na levé strané pravé tehdy, kdyz

r=Alx—2)(z—-3)+ Bz —1)(z—-3)+C(z —1)(z —2)

pro vSechna z. Dosazenim za z hodnot 1, 2, 3 (anebo pfirovnanim koeficienti u jednotlivych mocnin —

ponékud pracnéjsi) dostaneme
1=2A, 2=-B, 3=2C,

odkud A = % B=-2C= Pak bude

/ dgj_l/dx_Z/dx_F%/dx

—6x2+11:1:—6 S 2) z—1 t—2 2) -3
_E/d(a:—l)_Q/d(:z:—2)+§/d(x—3)
2] z-1 rt—2 2J) z-3
1

:§1n|a:—1|—21n|:1:—2|—|-gln|w—3|-|—K




pro x v intervalech, neobsahujicich ¢isla 1, 2, 3 (K znadi libovolnou konstantu).

PRIKLAD 5.5. Vypoctéme integral

/ 3r + 1 iz
x2—x+1




1

ReSeni. Integrandem je ryze lomens funkce. Polynom z? — z + 1 = (x — —)2 + % ma zaporny

2
diskriminant, jedn4 se o parcialni zlomek II. typu. Upravou obdrzime

3z +1 3 [ 2z+3 3 [2r—1+1+2
/ T d:zz—/ 3 dx:—/ S dx
x2—r+1 2) 22—xz+1 2 2 —zx+1

—§/ -] da:-|—§/ L4y
2) 22—z +1 2) 22—z +1

3 [(@2—az+1) 5 1
=—/(x2 Tr )dx-l——/ —dg

d(r =1
:gln(azz—x-l—l)—kgf (= —3) dx

DO

5 1 T
_ - 2 _ e et
= —In(z :1:-|—1)—|—2 ﬁarctg<£>
2 2
5 2T
= " In(z® —z+ 1) + —arct (— + K,
( ) N AW

(5.1)




pro a # 0 (dokaZte ho!). O

PRIKLAD 5.6. Vypoctéme integral

o 1
/ T°—x+ da.

3 —x2—zx+1

ReSeni. Jelikoz 2® — 22 —x+1=a2%(x — 1) — ( — 1) = (x + 1) (z — 1)?, s n&akymi A, A;, A,

bude
2$2—$+1 A Al A2

a:3—a:2—a:—|—1::c—|-1+x—1+(:1:—1)2'

Pak pro vSechna x musi platit

20 —x+1=Ax -1+ Az +1)(z — 1) + As(z + 1).




Dosazenim z = 1, x = —1 obdrzime 24, =2, 4A =4, t.j. Ay =1, A = 1. Prirovnanim koeficientli u
z? dostaneme 1+ A; = 2, t. j. A; = 1. Pak bude

/ 272 —x + 1 do — dz +/ dz +/ dz _/ 22 —x + 1 s
pP—z2—z+1 T+l z—1 (z—12 J 23—a2—z+1
:1n|a:+1|+ln|w—1|+/(x—2)_2dx

1
=ln|x2—1|—xf+K,

kde K je libovolna konstanta. ]

PRIKLAD 5.7. Vypoltéme

/ x?+4xr —1
dz.
xt — 3 4+ 42?2 — 4x

Reseni. Ve jmenovateli 2* — 23 +42? — 4z = 2(2® — 22+ 42 —4) = 2(2®(z — 1) + 4(x — 1)) =
z(x — 1)(x? + 4) a proto s njakymi A, B, C, D bude

x2+4r—1 x2+4r —1 A B Czx+ D

x4—x3—|—4x2—4xzx(m—l)(x2—|—4) 7 o—1" 2 +4
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Potrebujeme tedy, aby pro vSechna x bylo

2’ +4x — 1= Az — 1)(z* +4) + Bz(z* + 4) + (Cz + D)z(z — 1).

Dosazenim bodt 0 a 1 dostaneme —1 = —4A, 4 = 5B odkud A = i, B = %. Prirovnanim koeficient u
23 dostaneme 0 = A—I—B—I—C’ C = —A B = —3— % = —%. U z? koeficienty jsou 1 = —A+ D — C,
odkul D=A+C+1=3—-2+1= Pak
/ a:2—|—4:1:—1 /dx / 21w—4d$
zt — 13 + 422 — r—1 x2+4
1 21r — 4
—ln|:c|—|——ln|x—1| 0/ xf+4 dz.
V [&F = — dz vyclenime v Citateli derivaci jmenovatele (22 4 4)' = 2z
21z — 4 T — o 21 f2x—5; 21 [ 2z 21 [ &
dz =21 A== 2Lz d ——/ 2L_q
/:1:24-4 v /x2+4 T x? + 4 o | 214" T o ) 2yt

21 [ (22 + 4 dz 21 1 z
2/ 2+4 7 /:1;2—|—4 5 e +4) - garctg (5
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Prvni z integrélt je tabulkovy aZ na substituci ° + a®> = u: [ 5o d(z® +4) = [Ldu = Infu| =
In(z? + a?), v druhém jsme vyuzili (5.1). Pak dostaneme

z? 4+ 4z — 1 1 4 21 1 T
dz = -1 “In|z — 1] — == In(z? + 4) + — arct (-) K,
/:L‘4—:L‘3—|—4:c2—4x =gzl +ghnlz —1] = gpin(z"+4) + fparcte (5 ) +

kde K je libovolné konstanta. ]

PRIKLAD 5.8. Vypoctéme

1
dz.
/x5—a:4—x+1 v

Resenf. 25—zt —z+1=s'(z-1)—(z—-1)=(-)E'-1)=(z-DE*-1)(2®+1) =
(z+1)(z — 1)%(z*+ 1),
1 1 A B B Cx+D

$5—$4—$+1—($—1)2(3}'+1>($2+1):$+1+$—1+(x—1)2+ 2 +1"°

Po vyndsobeni jmenovatelem (z + 1)(z — 1)%(z? + 1) zjistime, Ze pro vechna z musf platit

(z2—2z+1)(z2+1) zt—1 (z2-1)(z—1)=23—z%—2+1

7 N r ) 7 )

Al — 142>+ 1) +B; (x + 1)(z — 1)(@* + 1) +Ba(z + 1)(z° + 1) + (Cz + D) (z + 1)(z — 1)?)

I
=
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Prix =1budedBy; =1, By = i. Priz =0bude A—B1+By+D =1,
irovname-li koeficienty rtiznych mocnin, po vypoctu dostaneme

Priz=—1bude8A =1, A=
D—-—B=1—-A- B:%P
B = — 8,0 D %

P< ool

Pak bude
1 B 1 T+l 3 N 1 N 1
P—rt—z+1 (z—12%z+1)(2?+1) 42?+4 8(z—1) 8z+8 4(z-—1)>
a
/ 1 In(z?+1) arctgz In|z + 1] 1 3In|xz — 1|
dz = + + - — :
z—xt—zr+1 8 4 8 4(x—1) 8

PRIKLAD 5.9. Vypoctéme

/ 1
dz
174+32172+2

Reseni. I kdyZ mé polynom ve jmenovateli celé koeficienty, je zbytetné u néj hledat racionaln{ kofeny,
jeliko? je zfejmé, Ze x* + 3z2 + 2 > 0 pro libovolné z a tudiZ tento polynom 4. stupné reilné koteny
nema. M4 tedy dva pary komplexné sdruzenych kofeni a jeho rozklad na soucin korenovych Ciniteli v
realném oboru je soucinem dvou kvadratickych polynomii se zapornymi diskriminanty:

ot 4+ 322 + 2 = (22 + uz + B1) (2 + oz + Bo)
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s néjakymi oy, ao, B1, Bo, jejichz hodnoty lze urcit prirovnanim koeficient u jednotlivych mocnin.

V daném piipadé je ziejmé, Ze musi byt a1 = ay = 0 a |B1| + |B2| # 0, pondvadZ v opacném
pripadé vznika na levé strané ¢len s x. Navic si mlizeme vSimnout, Ze je to polynom bikvadraticky:
ot + 322+ 2= (22)2 + 322 +2 =12+ 3t + 2 s t = z2. Kofeny polynomu > + 3t + 2 jsou —1 a —2 a
tudiz 2 + 3t + 2 = (t + 1)(¢ + 2). Proto z* + 3z% + 2 = (2% + 1)(z? + 2). Ryze lomeny vyraz m
potom je souctem dvou parcidlnich zlomku II. typu

1 _A1£U+Bl+A2£E—|-BQ
t+322+2 2241 z24+2

Po prevedeni na spolecného jmenovatele dostaneme, Ze pro vsechna x musi platit
(A1 + By) (2 +2) + (Asz + Bo)(z® +1) = 1.

Mimo jiné, pfi £ = 0 je 2B; + By = 1. Pfirovnanim koeficientd u z, 2> a =3 dostaneme 2A4; + A3 =0,
Bl +B2 = O, Al +A2 = (0. Pak Al = A2 = 0, Bl = ]., BQ = —1 a tudiz dle (51)

/ ! dzx / L dz / ! dx = arctgz + L arct v + K
= — = ar —=ar — =
z*+ 312+ 2 x?+1 x2 + 2 5 V2 5 V2 ’

kde K je libovoln4 konstanta. ]

5
x

dzx.

/x4—|—1x
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PRIKLAD 5.10. Vypoctéme




v

Reseni. Integrandem je neryze lomend funkce. Délenim obdrzime

a tudiz =

2 1 2%
/a:‘l—l—ldx /xdm—/w4 __élmdx_

Zde

z° zt+1
S

— X

— p X
z4+1 T z 4417

$2

—?—ﬁarctg( %) + K.

po substituc 22 = ¢ je [ € i o My poge [ 4L = arctgt = arctg(z?).

(22)2+1 t2+1

PRIKLAD 5.11. Vypoctéme

@dx
VIt

15




Reseni. Vyraz s radikdlem je tentyZ v Citateli a jmenovateli. Pro ,umocnéni“ lze zkusit substituci
z = t2. Bude dz = 2tdt,

—1 t—1 22—t 2+t—o t
VT dx=2/ uu=2/' dt=2/ + cu=2/ﬁt—g/ dt
VT -+ t+1t2 2+t 2+t >+t

1 1
=2z —4In(v/z +1) + K.

Zde, jako obvykle, v neryze lomeném vyraze vyclenime polynomidlni ¢ast (v tomto pripadé i bez
explicitniho déleni polynomti) a pak integrujeme jednotlivé parcidlni zlomky. ]

PRIKLAD 5.12. Vypoltéme
4z
e*r —1
d [ ]
/68x+1 v

Reseni. Polome e** = t. Bude dt = 4e**dz = 4tdx, dz = 4% dt

et — 1 1 t—1
de=> | ————dt
/eSx+1 v 4/t(t2+1)
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Rozklad na parcialni zlomky:
t—1 A Bt+C

2+ ¢t B+l
Musf platit A(#*+ 1) + (Bt + C)t =t — 1. P¥i t = 0 bude A = —1. Koeficienty u ¢, ¢ jsou A+ B = 0,

C=1atudiz B=1,
1 [ 2t 1
— —Inlt|+-= dt dt
n||+2/t2+1 +/t2—|—1

/ t—1
t(t2+1)
1
—In|t| + = ln(t2 + 1) +arctgt = —Ine* + 3 In(e® + 1) + arctg e**

dt

1
=4z + ln(eSI + 1) + arctg e*.

Pak dostaneme

v 1 1 1
/ ZS”C ] de = -2+ gln(esm +1)+ Zarctg e*.
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