CVICENI 6

gral racionalni lomené funkce a nékteré podobné integ

Integraly typu [ R(cosz,sinz)dx
Integraly, v nichz je integrand lomenou funkci ¢lent cos x a sin x:

/R(cos z,sinz)dz, (6.1)

kde R(u,v) je racionilné lomend podle u a v, Ize s vyuzitim tzv. univerzalni trigono-

metrické substituce

t= tgg (6.2)

vzdy prevést na integral racionalni lomené funkce anebo v uréitych pripadech i vypocist
s pomoci elementarnich tprav integrandu.
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Univerzalni trigonometrickéd substituce

Vzorce pro vykonani univerzalni trigonometrické substituce:

1—¢ . ot 2
T W= e de =y dt (63

COST =

Specialni pripady

UZiti univerzalni substituce (6.2) je zpravidla spojeno s pracnéj$im vypocétem a,
proto je vhodné se napred zamyslet, zda neni mozné integral vypocist snadnéji. Casto
je uzitecna nasledujici rada.

UVAHA 6.1. Jeli integral ve tvaru (6.1), kde R je racionalnf lomens funkce dvou
argumentli, majici jednu z vlastnosti:

R(—u,v) = —=R(u,v), R(u,—v) =—R(u,v), R(—u,—v) = R(u,v) (6.4)
pro vSechna (u,v), pak lze pro integraci vyuzit jedné ze substituci ¢t = sinz, t = cosx
resp. t = tgx.

Substituce, doporucend ivahou 6.1, mtze byt v praxi vhodnéjSi nez univerzalni
trigonometricka substituce.



PRIKLAD 6.2. Vypoltéme

1

S111 T

'

Reseni 6.2.1. Po tpraveé lze vyuzit substituce cosx = t:

.1 Az — .1 s%na:dx:/s.inx dxz/ sin x do

sin sin zsin z sin? 1 — cos2 x

1 1 1
‘/md@”)—/ta_ldt—é 5 “/—dt

1 t—1 1 —1
—ln|t—1|——ln|t—|—1| § |—1=§1n bl ‘

cost+ 1|
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Reseni 6.2.2. Po tpravé lze vyuzit substituce tg 3 = ¢, dt = da:

2 cos2 z

1
1 1 1 R 11 1
,—dx=—/_—dx=—/c°”dx=— da

sin x 2 ) singcos? 2 ) sing 2 ) tg5cos?
COS
7

1 x
— [ —d(tg3) =mnjt =1 t—‘.




PRIKLAD 6.3. Vypoltéme

1
—dux.
sinx + 1
Reseni. Dle vzorce tg?z + 1 = CO:% bude
1 1 : s
/_—dg;:/ — = dx:/ 208'21 d.CE=/ xcos72x dz
sinz + 1 2singcoss +1 2tg§+m 2tgs +tg°s +1

Pak tg5 =1, dt = —zdz,

5T
2 cos 0l

/ o3 dx—2/ ! d:c—/ = a(te3)
2tg L +tg?L+1 2tg L +tg2L +12c0s?2 ~ ) tg?f+2tgl+1 &9

1 1 1
=2 dt =2 dt =2 d(t + 2
/t2+2t+1 /(t+2)2 /(t+2)2 t+2)
2 2

Tt+2  tgi+2




PRIKLAD 6.4. Vypodétéme

/ ].
dzx.
2sinx —cosx + 3

'

ReSeni. Polozme ¢t = tg 7; dle (6.3) bude

1 1
do = =2 dt
/QSinx—cosx—l—B v /2 2t _1—t2_|_3t2+1 /4t—1+t2—|-3(t2+1)

142 1+¢2

1
=2
/4t—1+t2+3t2+1 /zt +2t+2
1 1 1 1
=—/ > dt=—/ > d(t+)
2 erg) i 2 ) N

1 1
= 52 arctg 2 (t + 5) = arctg <2tg§ + 1) :

PRIKLAD 6.5. Vypodétéme

sin £ + cos
dzx.

cosx + 1




ResSeni 6.5.1. Elementarni ipravou obdrzime

sinx + cosx sin T COS I
/ dx=/—dx+/—dx
cosx + 1 cosx +1 cosx + 1

/ —_
:_/(cos:c—l—l) dx+/cosx—l—1 1dx

cosx + 1 cosx + 1

1
=—1n(1—|—cosx)—|—/dx—/—dx.
cosz + 1

x = cos 2z, bude cos 2z + 1 = 2cos® z a tudiZ

1 1 1 T x
- dx-= dz = d(—)zt z
/cosx—l—l v /QCOS2 v /Cos2£ 2 59

/SH;:S:_T_OTB de =z —In(l+cosz) — tgg.

JeZto cos? x — sin?

Pak dostaneme

Reseni 6.5.2. Polozime-li tg 3 = t, bude

o 1—t2

/sina:+cosxdx:/1+t22t+1+tz 2 dt=2/ 2t +1—¢2 .
cosz + 1 e+l 1 2t +2+ D)2 +1)

2—2t—1
_ 9
/ G e+ 00




coz vyzaduje rozkladu na nékolik ¢asteénych zlomki. Preferujeme tedy predeslé reseni. ]

PRIKLAD 6.6. Vypoctéme integral

/ cos? z sin® zd z.

ReSen{ 6.6.1. VyuZiti univerzaln{ substituce ¢ = tg £ dle vzorci (6.3) vede na integrél

1 — 2\ 2 3 2 3 1 — 2\2
/cos2xsin3xdx=/ t 8t 2 dt:16/t ( tg dt
1+8) 1+)°t+1 (1+41¢2)

/V/ . / Z / VeV i . v v / Z /Z 7/ . ZO /_V/ /
Dostavame tedy integral neryze lomené funkce, pficemz i po vyclenéni ryze lomené ¢asti zlustava tloha
vypocetné narocnou jakozto integrace parcialniho zlomku s vysokym stupném jmenovatele bez redlnych
kofenti. Zkusme proto radéji najit jinou cestu.

ReSeni 6.6.2. Dany integral m4 tvar (6.1) s R(u,v) = u?v®. Funkce R je lich4 podle v a tudiZ dle

uvahy 6.1 pouzijme substituci ¢ = cosz. Dostaneme dt = —sinz dx, sinxdxr = —dt,
—dt
/cos2wsin3xda: = /COSQ$SiI12£IJSiIl£IId$ = —/t2 (1 —t2) dt = /t4dt— /tzdt
1 1 1 1
= t° — 3= Zcos’z — = cos®
5 3 5o T3




coz je vyrazné jednodussi nez prislusné integrace v feseni 6.6.1.

PRIKLAD 6.7. Vypoltéme

/ sin® z cos® z d z.

Regeni. Integrand obsahuje lichou mocninu vyrazu cos z. Substituce sinz = t, dt = cosz dz,
/Sin2 rcos’zdx = /sim2 z(1 —sin*z)*coszdz = / sin? z(1 — sin® z)? d(sin z)

=/t2(t—t2)2dt=/t2(1—2t2+t4)dt=/(t2—2t4+t6)dt

1 2 1 1 2 1
= g153—575 +?t7: gsin3x—gsin5x—l—?sin7x.

PRIKLAD 6.8. Vypoltéme

/tg4xdx.




N v ’ in4 V., e v / ’ . ’
ReSen{. Integrand tg* z = 22:L se neméni pii soutasném nahrazeni cos  a sinz vyrazy — cos a

—sinz. Polome tgz = t. Bude dt = ——dz = (1 +tg?z)dz = (1 +*)dz, dz = L5 dt,

COSZZL’ 1-|-—t2
4 t4
t dz = dt
[retwda= [0
t 2 +1
S — 2 —1
— 2
t2+1
1

Obvyklym zptisobem pak dostaneme [ tg*rdx = %tg?’ z—tgr+z.

PRIKLAD 6.9. Vypoltéme

62:1:
——dx.
/63‘”4—1 g




Reseni. Polozime-li e = t, bude dt = e*dz, dz = %dt,

Rozklad na c¢astecné zlomky bude ve tvaru

a tudiz

/ 4 /—t2 L / t dt
x: —_ == o
e’ +1 3+ 1t tt+ )2 —t+1)

2 _ A, B Ct+D Y
@] — t T 141 T @1 PO Vypoctu

t2 t+1 1

tt+)(t2—-t+1) 32—t+1) 3(t+1)

t2 1 t+1 1 1
dt== [ 7————dt— = | ——dt.
/Q@+D@W—t+n &/ﬁ—¢+1 &/t+1
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(6.5)




Integrace ¢astecného zlomku II. typu dava
t+1 1 2t 4 2 1 [2t—1+3
———dt=z [ 5————dt== | 0———dt¢
/t2—t+1 2/t2—t+1 2/t2—t+1
1 [(2—t+1) 3 1
= — dt+ = [ ———dt
2/ t2—t+1 +2/t2—t+1

3 1
=—ln(t2—t—|—1)—|——/ s——dt
IR

In(# —t—|—1)—|—§7arctg (; (t—%))

2t — 1
In(#2 —t+1 +\/§arct (—)
( ) 2\ "7

N[ —

N = DN =

Po dosazeni do (6.5) dostaneme

£ 1 1 2t —1\ 1
dt =-In(t® —t+1) + —arctg ( —— ) —=In|t +1
/t(t+1)(t2—t—|—1) 6I1( + )-i-\/garcg( \/g) 3n| + |

1 1 2¢’ — 1 1
— gln(e% —ew—l—l)—l——arctg( ¢ ) — =In(e* 4+ 1).
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