CVICENI 7

graly, jez se prevadi na integral racionalni lomené fur

Integraly typu [ R(cosz,sinz)dx

Integraly, v nichz je integrand lomenou funkci ¢lent cos x a sin x:
/R(cos z,sinx) dx, (7.1)

kde R(u,v) je racionilné lomend podle u a v, Ize s vyuzitim tzv. univerzalni trigono-

metrické substituce

t=tg g (7.2)

vzdy prevést na integral racionalni lomené funkce.
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Univerzalni trigonometrickéd substituce

Vzorce pro vykonani univerzalni trigonometrické substituce:

11—t 2t 2
T ST = 4= g dt (7:3)

COST =

Specialni pripady

Uziti univerzalni substituce (7.2) je zpravidla spojeno s pracnéj$im vypocétem a,
proto je vhodné se napred zamyslet, zda nenf mozné integral vypodist snadnéji. Casto
je uzite¢na néasledujici rada.

UVAHA 7.1. Jeli integral ve tvaru (7.1), kde R je racionaln{ lomen4 funkce dvou
argumentli, majici jednu z vlastnosti:

R(—u,v) = —R(u,v), R(u,—v) = —R(u,v), R(—u,—v) = R(u,v) (7.4)
pro vSechna (u,v), pak lze pro integraci vyuzit jedné ze substituci t = sinx, ¢t = cosx
resp. t = tgx.

Substituce, doporucend dvahou 7.1, mize byt v praxi vhodnéjSi nez univerzalni
trigonometricka substituce.



PRIKLAD 7.2. Vypodtéme

/ sin® z cos® z d z.

ResSeni. Substituce sinx = ¢, dt = cosz dz,
/SiHQ rcos’zdx = /Sim2 z(1 —sin*z)*coszdz = /Sin2 z(1 — sin® z)? d(sin z)

=/t2(t—t2)2dt=/t2(1—2t2+t4)dt=/(t2—2t4+t6)dt

1 2 1 1 2 1
= §t3 — 5t5+7t7 = gsin?’a:— gsin5ac—|—?sin7x.

Integrialy typu fR(:c, "{/‘fyi—if) dz, kde R je racionalni

lomena funkce

Integraly tohoto druhu Ize prevést na integral racionalni lomené funkce zavedenim
nové promeénné ¢t s pomoci substituce

tm_ozx—l-ﬁ
YT +06
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(7.5)




q1 Q2
ox+f az+p .
73;_|_5) ) (’)/$+5 9 ...,kde qdqi, 42, . .. ]JSOU Ia-

cionéln{ ¢isla, 1ze rovnéz vyuzit substituce (7.5), v niZ zvolime za m spolecny jmenovatel
zlomkt ¢q, @9, .. ..

Specidlnim p¥ipadem je integral tvaru [ R (x, vox + 5) dz, kde lze polozit ax +
B =t".

PRIKLAD 7.3. Vypodtéme f1+x§;1g%'

Je-li v integrandu nékolik vyrazi typu (

Reseni. Polozme z + 1 = t°. Pak bude dz = 5t*dt, 2 = t° — 1,

/ rdz s (t5—1)t4dt
1+ vz +1 t+1 ’

coZ je integral neryze lomené funkce. Délenim polynomt t° — t* a ¢ + 1 dostavame

t9_t4 8 7 6 5 4 3 2 2
=Pt + -+ 22 -2+ 2 —
t41 t+1

a tudiz

/%ﬁ—lﬂai_¢9 B8 7 0 ¢ 23

o L L L 2o o+
t+1 0 8 T eTs 273 + nt+1|
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Pro obdrZeni vysledku posledni vyraz vynasobime péti a zpétné dosadime t = (x +
1)5. O

PRIKLAD 7.4. Vypodtéme

Reseni. Polozme z = t®. Bude dz = 6¢° dt,

VT / s / t° /6 4, 42 / 1
dz = ——t°dt = dt = t’—t"+t*—1)d 6 dt
/\3/5+1 7 =6 t2+1 0 t2+1 61 - Jdz + 2+1 7




protoze

8 2
t 241
— 18 — 6 5 —tt 412 -1
— ¢
t0 +¢*
t4
_t4_t2
— 2
2+ 1
1
Vychéazi
7 5
NZ7 6x6 66 1 1
/%_'_ldw: -~ —|—2\/_—6w6—|—6arctg<w6>. ]

PRIKLAD 7.5. Vypoltéme

/2x—|—5 i
6z + 1 .




v

Reseni 7.5.1. Substituce 6z +1=1t, 6dz =dt, dx = %dt; 2x = %(t — 1),

2w+5 lt-1)+51 1 [t+14 1 7/ B
“dt = — dt = 3 d¢ t73dt
\3/76x+ It 6 18 i 18 +9
_1 t’g‘dt+7/t Yde— L. §t§+z 3.3
18 9 18 5 9 2
1 5 72 1 7 2
= —13 + —{3 = 13 1)3.
20t Tt 30(6w+ ) +6(6x+ )

Reseni 7.5.2 (doporuéené). Zavedeme-li proménnou s vztahem 6z + 1 = s, bude 6dz = 3s%d s,
dz = 3s%ds, 2z = 3(s* — 1),

22 + 5 s°—1)+351 1 1
PO gz 3° 1) —s ds——/(83—|—14)8ds=—/(84—|—14s)ds
V6 + 1 S 2 6 6

1/1, 1 7 2
= 7s° | = —=(6x +1)3 6z + 1)3.
6(5 -I—s) 30(:1;+)+6(a:+)

PRIKLAD 7.6. Vypoltéme

/\/E({;E+1)dx'




v

Reseni. Substituce z = 5, dz = 6t° dt,

1 1 #2 2+1-1
dz = —6t5dt=6/ dt—6/—dt
/x/f?(%ﬂ) v /t3(t2+1) 2+1 2 +1

1
= /(1_t2+1) dt =6t — 6arctgt = 6 (v/z — arctg v/z) .

PRIKLAD 7.7. Vypoltéme

!/ 1 1+xd
H T.
l1+2zV1—=z

'

_ 2
ReSeni. Substituce 4 /122 = ¢, £ =% 2 = §2+i’ 142 = t%il, dz = (t2+1) dt,
/ /l—l—:c /t2+1 4t 1
x P— . prm—
l+zV1—x 2t2 (t2+1)? t?+1
1
= 2arctg R

_x.
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Integrily [ R(e“®,e*?®,...,e*"*)dxz, kde R je raciondlni
lomena funkce

Integraly tvaru

/ R(e*)dzx

Ize vypocist zavedenim nové proménné ¢t = e**. Podobnym zptisobem lze upravit
integral tvaru

a1x a9 anT
/R(e 12 Y% .., e dx,

v némz R je racionalni lomenéa funkce n proménnych a o, as, ..., o, jsou cela cisla,
polozime-li t = e*. Jsou-li a1, o, ..., a, soudélnd, je vhodné polozit t = e**, kde «
je nejvétsi spolecny délitel téchto Cisel.

PRIKLAD 7.8. Vypodtéme

e + 3
dz.
/63‘”4—6 g



~

Reseni. PoloZzime-lit = e

% + 3 1 [t*+31 1 [ t*+3 1 2t — 1
dz = = dt==: dt=- [ (1-3 dt
/63-’”—1—6 v 3/t+6t 3/t(t+6) 3/( t(t—I—G)) !

32 (neboli, coZ je totéz, T = %ln t), bude dz = % dt a tudiz

v 2 —_ p— \ 4 v / . —_
protoze tg:gt =1+ t?; +%§ Rozkladem (t +6) na castecné zlomky je t‘g +£1)) = —%% + %‘2%6 a proto
Il tQ,f +é dt = %ln |t| + 1—63 In |t + 6|. Po vypodtu a dosazeni t = €>* dostaneme

e +3 1 1 13 1 3 13
dz=-t+-Inlt|— =Inlt+6 e3® — ZIn(e** +6).
/e3x+9:L' 3—|—2n|| 61r1|—|—| 3¢ —|—2x 611(6 -|—)

Vypocétéme nékteré urcité integraly podobnych typt. Pripomenme si véty o integraci

s pomoci nové proménné.

VETA 7.9. M4-li funkce ¢ na (a, b) spojitou derivaci, pro kazdou spojitou funkei

f plati
b ¢(b)

| te@)¢@ds= [ faat (7.6
a $(a)
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Vztah (7.6) znamend, Ze v piipadé integralu fab f(od(x))d (x) dx se jedna, vlastné,

o integrl [ f(t)dt v mezich ¢(a) a #(b). Novou proménnou ¢ tedy zavadime vztahem
t = ¢(x).

Metodu substituce obc¢as pouzivame v alternativni podobé, a sice tak, ze se vzorec
(7.6) precte ,,v opacném sméru‘.

VETA 7.10. Necht [, 5] a [a, b] jsou uzaviené intervaly a funkee 9 : [a, B] — [a, D]

je takova, Ze ¥(a) = a, ¥(B) = b. Ma-li funkece ¥ na [, 5] spojitou derivaci, pak pro
kazdou spojitou funkci f plati

b B
/a f(z)dz = / F()(s) ds. (77

V tomto piipadé novou proménnou s zavadime implicitné s pomoci vztahu 9 (s) = x.

Pozndmka 7.11 (o praktickém vyuZiti metody substitucni). V praxi
zavedeni nové proménné v urcitém integralu provadime tak, ze — po ovéreni splnéni
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predpokladii — do integrandu a diferencidlu dosazujeme t = ¢(x) resp. = 9(s) a
oboje vyjadrujeme s pomoci nové proménné. Déale vypoctem hodnot, odpovidajicich
koncovym bodim piivodniho integrac¢niho intervalu, zjistime meze, ve kterych se méni
nova proménna. Obdrzime pak novy integral, jehoz hodnota je shodna s hodnotou
puvodniho integralu (pfiCemz neni potfeba zpétné substituce).

PRIKLAD 7.12. Vypodtéme

X.
0 1-|-\/5
Reseni. vz =tz =13, de=2tdt;c=0=>t=0,z=4=>t=2

4 2 2 . 2 2
/ ! dx=/ thdtzzf trl=1 =9 /dt—/ L
o 1++/x o 1+t o t+1 0 0o t+1

=2(2—[In(t+1)];) =4 —2In3.
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PRIKLAD 7.13. Vypodtéme

rolxy

/ sin® zd z.
0

Reseni. V integrandu je lich4 mocnina vyrazu sin x. Je vhodné zavést novou proménnou vztahem
cosxz =t,dt = —sinzdxz; meze budow: z =0=t=1,1=5=1=0;

™

0l % 0 1 9
/ sin3acdx:/ (1—c082w)sinxda:=—/ (1—t2)dt:/ (1—t2)dt=§.
0 0 1 0

PRIKLAD 7.14. Vypoltéme

ve 1
/ dz.
1 x4/1— (Inx)?
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Reseni. Je zfejmé, Ze zde je vhodné polozit Inz = ¢, pak bude dt = %dx; meze budou: z =1 =
t=0,z=1e=>t=

)

DN

/\/E ! dz /% ! dt =[a cs'nt]% acs'm1 arcsin 0 = —
= = [arcsin ]2 = arcsin — — arcsin 0 = —.
1 z4/1— (Inz)? 0o V1—1t2 ’ 2 6
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