CVICENTI 8

Geometrické aplikace integralu urcitého

RIKLAD 8.1. Vypoétéme obsah plochy S dtvaru ohrani¢eného grafem funkce
= 23 — 622 4+ 112 — 6, osou z a piimkami z = 0, x = 3.

P
f(z)

ReSeni. Plati f(z) = (z — 1)(z — 2)(z — 3). Graf této funkce je znizornén
na obrazku 8.1. Funkce na [0, 3] stiida znaménko v bodech 1, 2 a 3, pfiCemz 3 je
jiz krajni bod intervalu. Funkce je kladné na intervalu (1,2) a zaporné na (0,1) a
(2, 3). PoZadovany obsah je sou¢tem obsahti tfech barevné vyznadenych obrazci. Pro
1 <z < 2je f(xr) > 0, obsah plochy odpovidajicitho obrazce je roven f12 f(x)dz.
Pro0 <z <1a2<z<3je f(r) <0 a tudiz obsahy odpovidajicich obrazcii jsou
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fol |f(z)|dz = fol(—f(x)) dz, f23 |f(x)|dz = f2 (z))dz. Proto je obsah plochy

__/Olf(x)dw+/1 f(a:)dx—/z flz)de = —

Pro vypocet je vhodné zapsat integral neurcity

/f d:c——zc — 213 —I—%x2—6x.
Pak bude S = — [F(z)]; + [F(2)]; — [F(z)s = —F(1) + F(0)+ F(2) — F(1) — F(3) +
F(2)=—-2F(1)+2F(2) — F(3). Staci tedy jen vypocist F'(1), F(2), F(3). O

PRIKLAD 8.2. Vypoctéme obsah plochy S ttvaru ohrani¢eného grafem funkce
f(z) = /z a piimkami y = 3, z = 4.

Reseni. Sestrojme graf (obrazek 8.2). Pifmka y = % protind kiivku y = y/x v bodé i. Obsah plochy

bude 4 1 2 4 1 2 1 1 1 27
3 4

= ——)d :_[2} - — = — — ) —-—=(4-=-=) = —.
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OBRAZEK 8.1

PRIKLAD 8.3. Vypoctéme obsah plochy S uzavfeného geometrického utvaru,
ohraniGeného grafy funkef f(z) = (z — 1)%, g(z) = £ + 1 v intervalu (-1, 3).

Reseni. Po nartnuti schematického grafu (viz obrazek 8.3) zjistime, Ze se potiebny
utvar urcéuje koreny rovnice

(=17 =5 +1 8.1)
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OBRAZEK 8.2

nebo, coz je totéz, .
T’ — 5% = 0. (8.2)

Koreny rovnice (8.2) jsou 0 a g V intervalu (0, g) lezi graf funkce g nad grafem funkce
f. Proto obsah jimi ohrani¢ené plochy je
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OBRAZEK 8.3. Plocha ohranidend grafy f(z) = (z — 1)%, g(z) = 3z + 1.

PRIKLAD 8.4. Vypoctéme obsah plochy S ttvaru ohrani¢eného grafy y = sin z,
y =cosz a piimkou y =0pfi 0 <z < 3.

ReSeni. Sestrojme graf (obrazek 8.4). Kiivky y = sinz, y = cosz se v daném intervalu protinaji v
jeho stfedu (t. j. pii = §). Dle soumérnosti obsah plochy bode

™

S=2/02Isinxdx=—[cosx]§=—(%—1)=2(1—%)=2—\/§.

PRIKLAD 8.5. Vypodtéme objem rotacnfho télesa vzniklého otddenim grafu
y = 4z — 2%, y = z podle vodorovné osy.
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OBRAZEK 8.4

Reseni. Body priniku kfivek y =4z — 22, y =z jsouz =0, z = 3;

3 3 3 108
V=7r/((4:c—a:2))dx—7r/ CIizdw:ﬂ'/(15$2—8$3+$4)d$=?ﬂ'.
0 0 0
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PRIKLAD 8.6. Vypoctéme délky oblouku kfivky o rovnici y = In(sin z), odpovi-
dajiciho hodnotam § < z < 7.

sin x

7 7 1 7 1 3 1
[ = \/1—|—cotg2xda:= ,—dx=/ sinxdx=/ ———sinzdz.

Reseni. Pro f(z) =In (sinz) je f/(z) = = cosx = cotg z. Proto délka oblouku kfivky je

x r sing r sin’z r 1—cos’x
3 3 3 3
V poslednim integralu je vhodné zavést novou proménnou vztahem cosx = t; pak dt = —sinxdz.
Dolni a horni meze pro ¢ budou cos 3 = % a cos 5 = 0. Dostaneme
s 0 1
2 1 _ 1 2 1
———sinzdz = — 5 dt = 5 dt.
=~ 1—cos*x 1 1—1 0 1—1
3 3
Rozkladem vyrazu —= na Gasteéné zlomky je —15 = 1 (L + L) a tudiz
1—t2 1-t2 = 2 \1-t ' 14¢

1 1
1 i/ 1 1 1 L1 1+¢]2 1
| = dt=-[-In[l—t|+In|l+¢)2 == |1 — ~In3.
2/0 (1—t+1+t) o Il =t L+l 2[“1—t]0 2"




