CVICENI 9

Nevlastni integraly

PRIKLAD 9.1. VySetfeme konvergenci nésledujictho integralu (pfipadné vy-
poctéme jeho hodnotu):
+00
x
dzx.
0 .’,U4 +1

S v / / Yl / v . b
Reseni. Jedna se o nevlastni integral I. druhu. Uvazujme fo wjil

po substituci 2 = ¢ pro novou proménnou t dostaneme meze 0, b* a bude

/ba:d 1/”:1; )1/621dt
Tr =z
0o Th+1 2 Jo x4+1 2 )y t?2+1

= % [arctg t]g = (arctg(b2) — O) %arctg(b2).
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Vodorovnd primka y = 5 je asymptotou funkce z — arctgx ve sméru +o0 a tudiz

b
x 1 7
I dz = lim =arctg(h®) = —
i [ e = i et -
Integral f0+o° x%i—l dz tedy konverguje a méa hodnotu 7. []

PRIKLAD 9.2. VySetfeme konvergenci nésledujictho integrélu (pfipadné vy-
poctéme jeho hodnotu):

+00 T

—dx
0o V241

Reseni. Jedn4 se o nevlastni integral I. druhu. UvaZujme integral fob

T
Val+l
v ném novou proménnou ¢ = z2 + 1. Bude dt = 2zdz, xdx = %dt. Meze pro t budou 1 a b + 1.

Dostaneme
b2+1

b T b2-|-1 1 \/_
—dt_ =vb+1-1
/0 Vai+1 / ]1
JelikoZ limp_y4 0o V02 + 1 = 400, je

+00 b
x x
———dz = lim / ————dx = +00.
0

0o Vz2+1 b=too Jo V2 + 1




Integral tedy diverguje. ]

PRIKLAD 9.3. VySetfeme konvergenci nésledujictho integralu (pfipadné vy-
poctéme jeho hodnotu):
+00
/ sinzxdz.
0

Reseni. Jedn4 se o nevlastn{ integral I. druhu. Pro libovolné b > 0 je
b
/ sinzdzr = — [cosa:]g = —cosb+ 1.
0

Limita limp_, 1 o cos b neexistuje a tudiz neexistuje ani limp_, 1 o fob sinx dz. Integral f0+oo sinx dx tedy
nekonverguje. ]

PRIKLAD 9.4. VySetfeme konvergenci nésledujictho integralu (pfipadné vy-

dx.




Reseni. Jedn4 se o nevlastni integral I. druhu. Tento integrél konverguje, konverguji-li f L_dz,

z2+9
+
[ 2+gdar:prlnejakemc pakbybylofOO 2+9dx—f 2+9 x—l—f 2+9dx
UvaZujme f 2 —d f 2 —d

/ R S U . dz— lim - [ " ‘”] oLy a2 T
xTr = 11m Tr = 1M — |arcC = — 1M arcC — —.
o T2+9 b—+oo Jy x2+ 32 b—+o0 3 & 310 3 b+ & 3 6

Pak dle soumérnosti (integrujeme sudou funkei)

0 400
1 1 T
dz = dz = —.
/_00332—|—9 v /0 2219 0 6

+00
Dostaneme [ % de=%+%=

|

PRIKLAD 9.5. VySetfeme konvergenci nésledujictho integralu (pfipadné vy-
poctéme jeho hodnotu):

1
dzx
/% 3 — 4x




Reseni. Funkce z — je neomezend v okoli bodu %. Jedna se o nevlastni integral II. druhu. Na

1
V3—4x
vSech intervalech [% + ¢, 1], kde € je malé kladné ¢islo, je tato funkce spojita a tudiz existuji integraly
f $+e B3z 1/3 Iz dz. 1
Pro libovolné malé € > 0 uvazujme | 34e m dx. Po substituci t = 3 — 42, dt = —4dx dostaneme

dz = —i dt a dolni a hornf meze pro novou proménnou: 3 — 4(1 g)=—4ca3—4=—1. Bude

1 -1 -1
1 1 1 1 | 1 5,471 o} 4
——d =1 —dt——— t_5dt=——-—[t5] = —— <1— 4 5).
%—i—s \5/3—4.1' ! —4e \/_ 4/—4&: 4 4 —4de 16 (8)

. v . é
Jelikoz lim._,g, €5 = 0, dostaneme

5
lim

1
———dz=——.
Ho+/%+€m YT 716

de = -2, ]

Integral tedy konverguje a plati [ ; 16

1
1 V3—4z

PRIKLAD 9.6. VySetfeme konvergenci nésledujictho integralu (pfipadné vy-
poctéme jeho hodnotu):

/de
0 V1— 2




Reseni. Funkce z — \/ﬁ je neomezend v okoli bodu 1, jedn4 se o nevlastni integral II. druhu.

T

Uvazujme fob N dz, kde b < 1, a vykonejme substituci 1 — 2% = ¢, dt = —%a: dz; meze pro ¢t budou
lal—b%

b 1 1= 4 1-b? Y /i 1—p2
dz = —- —dt=—/ dvt=— |Vt =1—+v1-0%
/0\/1—:1:2 2 /1 Vit 1 [ L

Pak snadno dostavame

Loz b
/ dz = lim dz=1- lim v/1-02 =1,
0

1 — x2 b—1— 0 1 — x2 b—1—

X

V1—z2

tedy integral fol dz konverguje. O

PRIKLAD 9.7. VySetfeme konvergenci nésledujiciho integralu (pfipadné vy-
poctéme jeho hodnotu):

/0 \/(11_—%>3d33.




1

v (1-2)?

, .. 1—
Pro malé & > 0 uvazujme [,

Reseni. Funkce z — je neomezend v okoli bodu 1, jedné se o nevlastni integral II. druhu.

1
(1—z)3 dz

_ /01_6(1 o) td(l— ) =2 [(1 _ x)—%] T (5‘% _ 1) .

0

1—¢ 1

o Vi

Aviak limeo1 = = oo, integrél |

1

V (1-z)?

dx tedy diverguje. O]

PRIKLAD 9.8. VySetfeme konvergenci nésledujiciho integralu (pfipadné vy-
poctéme jeho hodnotu):
1
e 1
/ s—d.
0o rln“x

je neomezené v okoli bodu 0, jedné se o nevlastni integral II. druhu. Pro

1
zln?z
malé € > 0 uvazujme fj xli% dz a zavedme v ném novou proménnou ¢ = Inz. Bude dt = z71dz,

1'— _1. Dostaneme

ResSeni. Funkce z —

meze pro t budou In€ a lne™

1 — -1
e 1 11 1 _ 1
/ _ dx=/ Sdt= -2 =[]l =1-—.
e rIn“x me 2 e ne Ine




1
Piie — 0+ jelne — —o0 a tudiz lim. o4 ﬁ = 0. Integral tedy konverguje a plati foe L dx=1 0O

zln?z

PRIKLAD 9.9. VySetfeme konvergenci nésledujictho integralu (pfipadné vy-
poctéme jeho hodnotu):
1
1
/ —dz.
I xln®x

je neomezend v okoli bodu 1, jedna se o nevlastni integral II. druhu.

[\

1

zlndz 1
7 v —& J v v

Pro malé ¢ > 0 uvaZujme [ ! mdx a zavedme v ném novou proménnou t = Inx. Bude

Reseni. Funkce z —

dt =z~ 'dz, meze pro ¢t budouln3 =Inl1—In2=—1In2 aln (1 — &). Dostaneme

1—e In(1—¢) In(1—e¢)
]. 1 -3 ]. —9 ]n(l—g) ]. 1
/ 3 da:=/ _3dt:/ thdt=—; [t 1, = — .\
1 zln’zx —mm2 ¢ —1n2 2 In“2  In*(1—¢)

2

Pfi ¢ — 0+ bude In(1 — €) — 0, pfiCemZ In(1 — &) < 0, nebot pro malé kladné € je In(1 — ¢)

zaporné vzhledem k tomu, ze 1 — e < 1. Proto lim._,o4+ ﬁ = —oo (viz obrazek ??) a tudiz
lim5_>0+ @ = +00.
Integrél [ ! x1§3x dz tedy diverguje. O




PRIKLAD 9.10. VySetfeme konvergenci nésledujiciho integralu (pfipadné vy-
poctéme jeho hodnotu):
0
/ xe “dz.
—O0

Reseni. Jedna se o nevlastni integral I. druhu. Pro a < 0 uvaZujme fao rxe *dx a integrujme po
¢éastech:

0 0 v . 0
- ~\ — — —
/ ze *dx = e dr = — |ze ”"]a—l—/ e tdx
a a a

=ae * — [e‘“’]g =ae *—1+e*=(a+1)e*—1.

Pfi a — —o0o bude e~ — 400, (a + 1)e™® — —oo (pfi zéporném a s velkym |a| je e™® = el?l a ndsobi
se zdpornym Cislem a + 1, pfidemZ —a = |a| — +00). Dostévdme lim,—, o [, ze~* dz = —o0. Integral

ff)oo xe " dx tedy diverguje. 0

PRIKLAD 9.11. VySetfeme konvergenci nésledujiciho integralu (pfipadné vy-
poctéme jeho hodnotu):




Reseni. Funkce x — x—12 je neomezend v okoli bodu 0, jenz lezi uvnitt integracéniho intervalu. Jedna
se o nevlastni integral II. druhu, jehoi hodnotu chépeme ve Smyslu rovnosti

konverguji-li integraly na pravé strané. Pro libovolné 0 < € < 1

111 1 [ 1 17°°¢ 1
JESTE L ETERY o VR !
tE 9 -1 X t—l 3

a tudiz
o1 <1
—d:c— hm/ — dz = +o0, / —dz = lim/ — dz = +o0.
e—0+ 1z e—=0+ /1 @
Integral f_ll —~ dz tedy diverguje. ]

Poznamka 9.12. Pokusime-li se v prikladé 9.11 uzit Newton-Leibnizova vzorce
bezprostfedné, obdrzime zcela chybny vysledek

1 1
1 1
/ —2dx—— [—] :—2,

10




jenz nedévé smysl ani z hlediska geometrického (integrandem je kladna funkce, hodnota
integralu tedy méa udévat velikost plochy pod grafem). Zdrojem chyby je neopravnéné
vyuzit{ Newton-Leibnizova vzorce (v integrandu je funkce v bodé 0 neomezend).

PRIKLAD 9.13. VySetfeme konvergenci nésledujiciho integralu (pfipadné vy-
poctéme jeho hodnotu):
1
/ xlnrdz.
0

Reseni. Funkce z — zInz je neomezens v okoli bodu 0, jedn4 se o integral nevlastn{ II. druhu. Pro
libovolné 0 < € < 1 je

I 1 1
— 1 1 1 1 1
/ ?1nxdx=—[:c2lnx]l——/ xQ—dxz——e2lna——/ xdzx
. 2 e 2J). =« 2 2 J.
1, 1. o1 1, 1 5
=3¢ lns—z[x]sz—és lns—z(l—e).
Potrebujeme tedy vysetrit, jak se obdrzeny vyraz chova pii € — 0+4. Uvazujme napted limitu

lim._,o; €lne. Dle I’'Hopitalova pravidla je

9.1)

0-00 _ ~ .. Ine , % ,
lim elne = lim — = lim - =— lime=0
e—0+ e—0+ Z e—0+ —= e—0+

g

11




a tudfZ i lim._,o; €2Ine = 0. Pak dle (9.1)

! 1
lim / rlnxdxr = —-,
0 4

e—0+

tedy integral konverguje. ]
PRIKLAD 9.14. VySetfeme konvergenci nésledujiciho integralu (pfipadné vy-

poétéme jehO hOdﬂOtU):
dZL'.
0 1172 — 4:33 + 3
1 1

Reseni. Integraéni interval obsahuje bod 1, v jehoZ okolf je funkce z > po pe Sl e 3
neomezena. Jedna se o integral nevlastni II. druhu, jenz chapeme ve smyslu rovnosti

2 1 ! 1 2 1
dr = d d
/0 24z 13 /0 2 —4r+3 x+/1 22 _dp 130

konverguji-li integraly na pravé strand. Rozlozme m na éastecné zlomky: m = % + %,
Az —3)+ B(x —1) =1, A= —3, B = ;. Dostdvime

1 1 1
dz=-In|lz—3—-In|z —1
/:1:2—4:1:—|—3 r=ghlz =3[ -3z —1|

12




a tudiz vzhledem k pfitomnosti vyrazu In |x — 1| budou integraly divergovat. Vskutku,

1
L L 1 L 1 1 1 1 . 1—
/0 = _4x+3daz = 5[1n|:1:—3|]0 — é[ln|m— 1o = i[ln|$—3|]o — 561_1>r(1;1+[1n|x_ 1))
_1p2 b
—2113 25—1>r(€l+ e =700
Z podobnych divodi diverguje rovné? integrél [ L —da. -

PRIKLAD 9.15. VySetfeme konvergenci nésledujiciho integralu (pfipadné vy-

poctéme jeho hodnotu):
/+OO 1 dx
roo T2 42242

Reseni. Jedn4 se o nevlastni integral I. druhu. Tento integral chapeme ve smyslu rovnosti

+00 c “+00
/ ! dx—/ ! d:l:+/ ! dx
o 242427 ) a2+ 2042 . T24+2r+2

s néjakym c, existuji-li integraly na pravé strané.

13




.. L b b . ,
Uvazujme napt. [, m——dz = [ | m dz pro libovolné b > 0:

b b
1 1
/1 x2+2x+2dx :/ d(z + 1) = [arctg (z + 1)]b_1 = arctg (b+ 1)

- 1 (z+1)?+1
a tudiz . b
1 1 _
dz = 1i dr = 1 top— ™

Podobné predeslému

- 1 - 1
/ dx = / ( d(z +1) = [arctg (z + 1), = arctga

242 +2 r+1)2+1
a tudiz
/_1 ! dz = lim /_1 ! dz = lim arctg( a,)—ﬂ
o X242 +2 7 asteo ), x24224+2 7 e & 2
Pak bude [* X 1 —dz=3+F=m. [

PRIKLAD 9.16. VySetfeme konvergenci nésledujiciho integralu (pfipadné vy-

poctéme jeho hodnotu):
+00 1
—dx.
I

14




Reseni. Uvazujme podobné pitkladu 9.15. Pro libovolné b > 0 je

b 1 b 1 N b 1 N b
) e e 4T ) @ 90T ) g e e
T

= arctg e’ — arctg e = arctg e’ — arctg 1 = arctg e’ — 1

a tudiz

T m
er +e* b—+00 42 4 4

Jelikoz lim,_,_, arctg e® = 0, bude®

00
1
/ ——dz = lim arctgeb—zzz
0

0 0
1 1
/ ———dz = lim / ———dz = lim [arctge®]) T lim arctg e’ = %

o €Tt e a——00 e+ e T a——00 @4 S0

+00
Pak dostaneme [~ ew+1e—w de=%+%=1.

1
et4e 7T

/aof(x)dxz—/_Zf(—x)dxz—/_Zf(x)dx:/o_af(x)dx

15

“Mohli bychom také vyuzit soumérnosti grafu sudé funkce f(z) = dz: substituce z = —t, dz = — dt dava

atd.




