PREDNASKA 1
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Neurcity integral

§ 1.1. Primitivni funkce a integral neurcity

Méjme funkci f definovanou a spojitou na néjakém intervalu (a, b). Pojmy primitivni
funkce a integralu neurcitého slouzi pro zodpovézeni otazky: derivaci ceho je vjraz f(x)?

DEFINICE 1.1. Primitivni funkce k funkci f na intervalu (a, b) je takova funkce F', Ze
pro kazdé z z (a,b) plati F'(z) = f(z).

Napf. funkce F(z) = 32® je primitivnf funkef k f(z) = 522, nebot F'(z) = 2 - 322 =
52% = f(z). Navic vSechny primitivn{ funkce pro f(z) = 5z* maji tvar F(z) = 22® + C,
kde C je libovolné konstanta (toto plati i obecné).

DEFINICE 1.2. Vyraz

/f(a:) de = F(z)+C, z € (a,b), (1.1)

kde F' je funkce primitivni k f a C' je libovolna konstanta, se nazyva integrdlem neurcitym
funkce f.

Poznamka 1.3. Jinak se da Fici, Ze integralem neurcitym dané funkce je jakakoliv
jeji primitivni funkce, anebo souhrn vsech primitivnich funkci. Integral neuréity se tedy
definuje jednoznacné az na ,aditivni konstantu“. Pojmy primitivni funkce a integralu
neurcitého jsou vesmés shodné.

Symbol [ je oznacovan jako integracni znak, funkce f se nazyva integrandem a formalni
symbol ,,dz“ slouzi k oznaceni proménné, podle niz dany vyraz integrujeme. Zapis ¢teme
takto: ,integral z f(z) podle z“.

Neur¢ity integral (1.1) zodpovida otdzku: jak vypadaji vsecky mozné viyrazy, které po
zderivovdni vzhledem k proménné x se promeéni na f(x)? Plati tedy, Ze

(/ f(=z) dw)’ = f(z), (/ F'(z) dac) = F(z) +C, (1.2)

kde C je libovolna konstanta. Operace derivovani a nalezeni integralu neurcitého jsou v
tomto smyslu navzajem inverzni. Konstanta C' se nazyva integracni konstantou.

VETA 1.4 (o existenci primitivni funkce). Ke kazdé funkci spojité na intervalu (a, b)
existuje na tomto intervalu funkce primitivni a tudiz ma funkce integral neurcity.

Poznamka 1.5. Nehledé na to, ze ,,dz“ v zapisu integralu je pouze formalni symbol,
jenz znadi proménnou, podle niZ se integruje, v praxi je pohodlné (a z hlediska vypoctu
také vhodné) tlumodit vyraz ,,f(z) dz*“ jako ,f(x) - dz* (,,f(x) krat dz*). PiSeme tedy
napf. f%dx=f%.



§ 1.2. Vlastnosti integralu neurcitého

Zakladnimi vlastnostmi integralu neurcitého jsou relace (1.2). Vzhledem k § 1.1 a
vlastnostem derivace plati vlastnost linearity integralu: pro libovolné spojité funkce fi, fo
a konstanty A\, Ay je

/(Alfl(x) + A2 fo(z)) dz = Al/fl(x) dz + Az/f2($) de.

Mimo jiné, konstantu lze vzdy vytknout pfed znak integralu a integral souctu (rozdilu)
dvou vyrazi je souctem (rozdilem) pfislusnych integrala.

Pozndmka 1.6 (dilezité varovani). Neexistuji smysluplné vzorce, které by
vyjadiovaly [ f(z)g(z) dz nebo [ L&) dz pres [ f(z) dz a [ g(z) dz!

9(z)

§ 1.3. Vypocet integralu neurcitého

,» Vypoctem“ integralu neurcitého se rozumi jeho vyjadfeni s vyuzitim koneéné mnoha
elementarnich funkci pomoci algebraickych operaci a operace slozeni. Napf¥. [(z? +
5¢3%) dz = 2—3 + 2e% + C (vysledkem je linedrni kombinace funkei mocninné a expo-
nencidlni); [ ze** dz = %eﬂ”z + C (sloZeni funkci exponencidlni a kvadratické), kde C je
libovolna konstanta. Kontrola zderivovanim: (% +32e% + C’), = 322 4 2e%3 = 22 + 5€*;
(e””2)l = 2ze”".

Derivace konkrétnich funkci vZdy vypocitame podle znamych pravidel derivovani, t. j.
vysledek je svym zplsobem garantovan a k jeho dosazZeni staci jen znat zékladni vlastnosti
derivace a tabulku derivaci elementarnich funkci. V pripadé integrace je situace odliSna:
miiZe se totiz stat, Ze neurcity integral néjaké funkce zasadné ,nelze vypocitat“. Toto
znamena, ze existuji elementarni funkce, jejichz primitivni funkce jiz mezi elementarni
funkce nepatii. Je tomu tak napf. pro f(z) = e~ f(x) = sin(z?) apod.; jsou to funkce,
pro néz nelze integral [ f(z) dz Zaddnym zpltisobem vyjadfit pres funkce elementérni (t. j.
mocninné, exponencidlni, trigonometrické, polynomiélni, raciondlni lomené).

Pozndmka 1.7. Skuteénost, Ze se néjaky integral nevyjadiuje ve funkcich elementar-
nich, svéd¢éi pouze o tom, Ze se s nim pracuje obtiznéji. Je sice Zadouci integral vyjadrit v
elementarnich funkcich, jsou vSak dilezité integraly, pro které to mozné neni. Napriklad,
funkce erf z = % Iy e~ dt je diileZita v teorii pravdépodobnosti (tzv. chybova funkce),

funkce C,(z) = [§ cos (qz?) dz a S,(z) = [y sin (gz?) dz jsou tzv. integrdly Fresnelovy,
jichz se uziva ve fyzice apod.

Poznamka 1.8. Na rozdil od derivaci, pro integral plati, Ze:
(1) ne kazdy integral neur€ity ,lze vypocitat;
(2) i pokud dany integral neuréity vypocitat lze, je potfeba nalézt zpusob jak to
udélat. Obecné platnd metoda pro vypocet libovolnich integrilu neexistuje.

Pro integral, jez explicitné vypocitat 1ze, mizeme ocekavat nasledujici ptipady:
(1) vzorec pro integral je zndm bezprostfedné z tabulek;
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(2) po vhodné tipravé lze obdrZet integral, shodny s nékterym z tabulkovych nebo
jemu podobny;

(3) na integral lze (bezprostfedné nebo po tpravé) aplikovat jednu z integra¢nich
metod (integrace s pomoci nové proménné nebo po ¢astech).

§ 1.3.1. Tabulky zakladnich integrald

Prectenim tabulky znamych derivaci elementarnich funkci v opaéném sméru ptirozené
vzniks, uZiteéns tabulka zdkladnich integrald (viz tabulka 1.1).!

znt! dz
/x”dx:n+l (n#—1) /?:1n|x| (1.4)
/e“’ dz =e€” /az dz = lza (a #1) (1.5)
/cosx dr =sinzx /sinx dz = —cosz (1.6)
dx dx
_ _ 1.
/ 1+ 22 arctg /cos%c te s (L.7)

TABULKA 1.1. Integraly nékterych elementarnich funkei.

Vskutku, méme (z™) = mz™ ! a pak pro m # 0 plati ™1 = (zg)l = (%)/, t. j.

F(z) = £~ je primitivni funkef k f(z) = #™'. Déle plati (¢*)’ = €”, (sinz) = cosz,
(cosz)' = —sinz, (arctgz)’ = ; +1m2 atd. Podobnym zptsobem lze odvodit integraly fady
dalsich znamych funkeci. Jiné casto vyuzivané vzorce pro integraly nalezneme v tabulce

vvvvv

/\/ﬁ dzzarcsin%—i-C (1.8)
/\/% dz=ln|x+@|+0 (1.9)
/ﬁdwziarc‘cg%-l—c (1.10)
/ﬁdx=iln jfihc (1.11)

TABULKA 1.2. Dalsi éasto vyuzivané integraly.

1Pro lepsi prehlednost v této tabulce vynechévame libovolnou aditivni konstantu, kterd tam, samo-
ziejmé, vzdycky patri.

Druhy vzorec v (1.4) chdpeme jako pfehlednou, avSak netplné pfesnou podobu vzorce (1.3), vyja-
dfujiciho integral [ %. I kdyz tento vzorec v takovéto zkracené podobé zcela bézné potkdvame, jeho
matematicky presnym znénim je

(1.3)

/@_ In(—z)+C; proz <0,
z  |lnz+C, pro xz > 0,

kde C; a C; jsou libovolné konstanty. Integracni konstanty zde tedy mohou byt rizné na levé a pravé
poloose. Duvodem je fakt, Ze In |z| neni v bodé x = 0 definovan a tak se definiéni obor této funkce déli na
dv& &asti: (—o00,0) a (0, +00), na nich% se vyraz 1 integruje zvIast.
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,» Tabulkové“ integraly v uvedené podobé zpravidla nepotkdme a u konkretnich integrala
je potfeba vymyslet vhodné dpravy.

PRIKLAD 1.9. Vypoétéme integral

/ cos? ; dz.

Reseni. Tento integral v tabulkdch bezprostfedné nenalezneme. Vypod&itdme ho viak

velice snadno pomoci vzorce pro cosinus dvojitého uhlu, jenZ ndm umozni mocninu snizit:
z 1 z 1 z 1
/c082§ dz = 5/(1+cosm) dz = §+§/d(sinx) = §+§Sinx—|—C’.

PRIKLAD 1.10. Vypodtéme

1
—5——— dz.
/ sin? z cos?
Reseni. JelikoZ plati sin? z + cos? z = 1, vzhledem k linearité integralu bude

1 sin? z 4 cos? 1 1
SN~ xr Cos“ & Sin” xr Cos“ T COs“ X sin® xr

Podle tabulky integrald [ —>— dz =tgz, [ ﬁ dz = — ctgz a tudiz

cos? x

1
sSin” x cos“ T

§ 1.3.2. Dva obecnéjsi vzorce

Uvedme dvé ¢asto vyuzivand tvrzeni, jejichz diikaz lze provést bezprostfednim zderi-
vovanim.

TVRZEN{ (o integralu funkce s linedrné pozménénym argumentem). Je-li zndmo, ¢emu
se rovnd [ f(x) dz = F(z), pfi libovolnych «, § (o # 0) bude

/f(ax+ﬂ) dz = éF(aw+ﬁ). (1.12)
Tohoto tvrzeni se uziva zvlasté casto. Uvedme typicky priklad.
PRIKLAD 1.11. [€™ dz = e* + C.
PRIKLAD 1.12. [cos(3z — 8) dz = 3 cos(3z — 8) + C.
TVRZEN{ (o integrdlu logaritmické derivace). M4-li funkce f spojitou derivaci na

néjakém intervalu I, pfiemz f(x) # 0 pro vSechna z € I, pak

@
/f(w) dz = In|f(z)| + C, (1.13)

kde C je libovolna konstanta.
PRIKLAD 1.13. Vypoctéme

1
/ dx.
rzlnz
Reseni. Pro kladné z je
1 P Inz)’
/ dr = Z_dz = (Inz) dz =In(lnz) + C
xlnx Inx Inx



