PREDNASKA 2

Zakladni metody vypoctu neurcitého integralu

§ 2.1. Metoda integrace po ¢astech (per partes)

Metoda integrace po ¢astech miize byt vhodna v pripadech, kdyz je integrand ve tvaru
sou¢inu dvou vyrazi, z nichZ jeden je zaddouci zderivovat a druhy dovedeme integrovat.:

§ 2.1.1. Princip integrace po Castech

VETA 2.1 (o integraci po ¢astech). Pro diferencovatelné funkce u a v plati

/u(w)v’(m) dz = u(z)v(z) — /v(z)u’(m) dz. (2.1)

Dikaz. Méjme dvé diferencovatelné funkce u a v. Pak dle pravidla derivovani sou¢inu
je (wv)" = uv' + v'v, odkud uv' = (uv)’ — vu' a proto

/u(ac)'v'(x) dz = /(u(x)v(x))' dz — /'v(x)u'(x) dz. (2.2)
Jelikoz plati
[w@)(@)) do = u(z)o(z)
(integracni konstantu zde lze ignorovat), z (2.2) integraci obdrzime (2.1). O

Pozndmka 2.2. Vyuzijeme-li pojmu diferencidlu, mizeme zapsat vztah (2.1) v
podobé

/ u(z) dv(z) = u(z)v(z) — / v(z) du(z), (2.3)
ktera je obvykle pohodlnéjsi k zapamatovani.

Zptsobu vypoctu integrall, jenz se zakladd na vzorcich (2.1), (2.2), se fika inte-
grace po cdstech neboli per partes. Vyuziti této metody je vhodné, jestlize bude integral
Jvu(z)u/'(x) dz jednodussi nez [u(x)v'(x) dz (t. j. zderivovani u pfi souasném zintegrovani
v' zpét na v situaci v néjakém smyslu zlepSuje).

§ 2.1.2. Jednoduché priklady integrace po c¢astech

PRIKLAD 2.3. Vypoétéme integral [z cosx dz s pomoci integrace per partes.

Reseni. Oba dva initele = a cosx se dobie derivuji a integruji, aviak pro ten prvni
je ' = 1. Zvolme tedy ve vzorci (2.1) u(z) = z; pak musi byt v'(z) = cosz, odkud

1Je to, v podstaté, jeding funkéni ndhrazka chyb&jiciho pravidla integrace soudinu.
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dostaneme v(z) = [v'(z) de = [cosz dx = sinzx a tudiz dle (2.1)

/
’
u v u v u v

/?-cosx dx = ?-sinx—/?-sinx dr = zsinz — [ sinzx dz.
Integral [sinx dz je tabulkovy ([sinz dz = —cosz) a proto

/xcosx dx:xsinx—/sinx dr = zsinz + cosz + C,

kde C' je libovolna konstanta. O

Pozndmka 2.4 (o sprdvné volbé ¢lent). Pro dspéSnou integraci po ¢astech
je tfeba v (2.1) rozumné zvolit u a v’. PoloZime-li, nap¥. v [z cosz dz z pfikladu 2.3
u(z) = cosz, v'(z) = &, bude v'(z) = —sinz, v(z) = [z dz = 32* a dostaneme

1 1
/xcosm dxr = §x2cosx+§/x251nz dz,

coZ je vysledek nevyhovujici, jelikoZ ukol vypodtu integralu [ z2sinz dz neni nikterak
snadnéjsi nez piivodni zadani. Nevhodna volba clenti tedy zptisobi, Ze pri integraci po
Castech k zjednoduseni pivodniho integrdlu nedochézi (je zfejmé, Ze by v tomto pfipadé
bylo vhodné ¢len x pravé derivovat, nikoliv integrovat).

Metody integrace po ¢astech lze, samoziejmé, vyuzit i opakované.
PRIKLAD 2.5. Vypo&téme [ z%e® dz.

Res$eni. Vzhledem ke zkuSenosti s pitkladem 2.3 budeme derivovat z? (zjednodusi se)
a integrovat e” (umime to provést). Metodu integrace po ¢astech zde pouzijeme dvakrat:

u=z2, v'=e® =
, - - u=zx, v =€
u' =2z, v=fe dz=e w'=1, v=e®

U

:
/xQe“’ dz = 2%€® — 2/ze”" dz = 2%e® — 2 <3ve“E - /e“c da:)
= 22" — 2 (ve” — €%) + C = (z? — 22+ 2)e” + C.
Integracni konstantu stac¢i pridat az na konci. O

V nékterych pripadech integrace po ¢astech nevede pfimo na konecény vysledek, avSak
po jejim opakovaném vyuziti obdrzime vztah, jenz lze chapat jako rovnici pro urceni
hodnoty integralu.

PRIKLAD 2.6. VypoGtéme integraly
I(z) = /e"” cosz dz, J(z)= /e’” sinz dz. (2.4)

Reseni. JelikoZ (e®)’ = e® a derivace sinu a kosinu jsou, a# na znaménko, znovu
kosinus nebo sinus, ocekavame, ze metodou per partes jeden z téchto integralu prevedeme
na ten druhy a naopak, pficemz v daném pripadé neni dilezité, ktery z téchto c¢lent
budeme derivovat. Vykoname-li toto dvakrat, dostaneme zase integral ptivodni a tudiz i
vztah pro urceni jeho hodnoty. Uvazujme napt. J(z) a provedme per partes s u(x) = sin z,
dv(z) = €® dz; pak bude du(z) = cosz dz, v(z) = [e* dz = €” a tudiz

u dv u v v du

S (2.5)

J(x) :/sin:cez dx:sinx:a?—/ewcosx dz = e"sinx — I(z).
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Vykondme-li podobné tpravy s I(z), obdrzime

dv u v du
u

v
—— ~ ~o
I(z) =/cosxe“c dac=e””cos:1:—/e“c (—sinz) dx=e“cosx+/ezsinx dz,

coz znamend, ze I(x) = e* cosx + J(x). Odvodili jsme tedy, Ze pro uvazované integraly
plati vztahy
I(z) =e"cosz + J(z), J(z)=e€"sinx — I(x),

odkud dostaneme I(z) — J(z) = e*cosz + J(z), I(z) + J(z) = e*sinx a tudiz je
I(z) = %ew(sinx +cosz)+C, J(z)= %e‘”(sinx —cosz)+C.

Pridali jsme na konci integrac¢ni konstantu, jelikoz integral neuréity mé zahrnovat vSecky
primitivni funkce.

Poznamenejme, Ze, zajimé-li nds pouze jeden z integrald (2.4), napf. J(x), staci v (2.5)
provést integraci po Castech jesté jednou, ¢imz ziskdme rovnici pro uréeni J(x). O

§ 2.1.3. BéZné typy integrala, jez lze vypocitat integraci po
castech

Metodu per partes je vhodné pouzit zejména pro nésledujici ¢asto se vyskytujici typy
integrali:

Integraly [p(z)cos(az) dz, [p(z)sin(az) dz a [p(x)e*® dx

Integrand je ve tvaru soudinu polynomu p(z) a funkee, jejiz integral lze snadno vypodcitat.
Derivujeme pak ten polynom (u = p(z)), v novém integrandu obdrzime polynom nizsiho
stupné (per partes aplikujeme nékolikrat, aZ se polynom zderivuje na konstantu). Modelem
je priklad 2.3.

Integréily [e® cos(bz) dz, [e**sin(bx) dx

Zde oba dva Cinitele 1ze zcela jednoduse integrovat i derivovat. Jelikoz (sinz)’ = cosz,
(cosz) = —sinz, vychdzi, Ze lze [e® cos(bzx) dx vyjadrit pres [e®® sin(bz) dx a naopak.
PouZijeme-li per partes dvakrat (ve stejném sméru, abychom se nevrétili na zacétek!),
obdrZime vztah, jenZ lze povaZzovat za rovnici pro uréeni daného integralu (ptiklad 2.6).

Integraly typa [ p(z)(lnz)™ dz, [ p(z)(arctg z)™ dz, [ p(x)(arcctg z)™ dzx

Integraly tohoto typu, kde m je pfirozené ¢islo a p(z) je polynom, lze vypocist integraci
po Castech (derivujeme ¢len s Inx, arctg x, arcctg x). Spoleénym u téchto integralu je to,
Ze derivace In z, arctg x, arcctg x jsou racionalni vyrazy, kdezto integralem polynomu je
opét polynom. Je-li m > 1, integraci po ¢astech provedeme vickrat.

Podobné lze vypoditat [ p(z)(arcsinz)™ dz, [ p(x)(arccos z)™ dz.

PRIKLAD 2.7. Vypoétéme [ arcsinz dz.

Reseni. Integraci po ¢astech obdrzime

’
v u

~~ /— A
1-arcsinzdz =7 arcsm:c — i dx = garcsinx — —
—z2

d(1 —z%) 2)
Vi-z%
= zarcsinz + 3 /(1 —2%)72 d(1 —2?).
Jelikoz s 1 — z? = s, —2x dz = ds je
/(1 - x2)_% d(1—2%) = /s_% ds =257 =2 (1 - z2)% , (2.6)
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dostaneme
/arcsinz dz = zarcsinz + V1 — z2.
PRIKLAD 2.8. Vypoctéme [(arcsinz)? dz.
Regeni. Podobné piikladu 2.7

’U/ u

’ 2 - * 2arcsing .
1. (arcsin z)? dz = 7 (arcsin z)? / arcsma: . (2.7)
1— xz
Ve vysledku opét integrujme po ¢astech s u = arcsinz, v/ = (t. j. tak, aby byl
\/1 x2

zderivovan zase €len s arcsin x); dle (2.6) bude v = [ \/— dz = [ \/;—2 d(1 —z?) =
2v/1 — 22 (s implicitn{ substituci 1 — 2% = s) a tudiz

v’ u’

v v
—e u u —e|

———arcsinz dz = 2V1 —xzarcsinx—/2\/1—z2— dz
/\/1—3172 1
= 24v/1 — z2arcsinz — 2zx.

Dosazenim do (2.7) dostaneme

/(arcsin )% dz = z (arcsin ) + 2v/1 — z2 arcsin z — 2z.

§ 2.2. Metoda integrace s pomoci nové proménné (substituce)

Metoda integrace s pomoci nové proménné, jak rika jeji nazev, je zaloZena na zavedeni
nové integraéni proménné, napft. ¢, misto ptivodni proménné x prostiednictvim urcéitého
vztahu typu = ¢(t) anebo t = 9(x) (tzv. substituce). Aplikujeme-li tuto substituci
v n&jakém integralu [ g(z) dz, po vylouceni pivodni proménné z z integrandu g(z) a
diferencidlu dz dostaneme jiny integral podle nové proménné. Substituci lze hodnotit jako
uspésnou, dostaneme-li ve vysledku integral v néjakém smyslu jednodussi nebo vhodnéjsi
pro dalsi Gpravy (je-li mozné substituci provést). Po vypoctu pomocného integrélu podle
nové promeénné je potieba se vratit k proménné pivodni.

§ 2.2.1. Princip integrace s pomoci nové proménné

Derivujeme-li sloZzeny vyraz tvaru F(¢$(t)), dle Fetézového pravidla méme

—F(8(t)) = F'(6(t)) (1)

Integraci tohoto vztahu (za pfedpokladu spojitosti funkei f, ¢ a ¢') bezprostiedné dosta-
vame
[ 16®) #(t) at = Fle®) +C, (2.8)

kde f = F’. JelikoZz F je funkci primitivni pro f, plati F(z) = [ f(z) dz a tudiZ lze vztah
(2.8) zapsat ve tvaru

[ £ ¢ dt= [ f@) da. (2.9

kde v integralu na pravé strané po jeho vypoctu za x dosadime z = ¢(t). Pfipomeneme-li
si pojem diferencidlu, mizeme tuto skuteénost vyjadrit ndzornéjsim vzorcem

| £6(0) ao®) = [ f(x) da, (2.10)



jenz je ekvivalentni s (2.9).

Diferencidlem funkce f v bodé z je vyraz
df(z) = f'(z) dz. (2.11)
Z hlediska vypoc¢ti je zde pohodlné tlumodéit vyraz ,,f'(z) dz“ jako ,,f'(x)- dz“. Pfipomind
to také historické oznacdeni derivace: f'(x) = %(f), z néhoz (2.11) obdrzime formalnim
vynasobenim diferencidlem nezavisle proménné dz. Z diferencidly se pracuje, v podstaté,
stejné jako s odpovidajicimi derivacemi.

Shrnutim uvedenych tvah obdrzime takovou vétu.

VETA 2.9 (o integraci s pomoci substituce). Budte f funkce spojitd na intervalu (a, b)
a ¢ funkce definovand na intervalu («, 5) a majici v kazdém jeho bodé derivaci, pfiCemz
¢(t) € (a,b) pro vSechna t € («, 5). Potom pro kazdé t € (a, §) plati uvedené vyse rovnice
(2.9), (2.10), dosadime-li na jejich pravych strandch po vypoctu integralu z = ¢(t).

Toto znamend, Ze pokud mé integrand tvar f(¢(t)) ¢'(t) s n&jakou diferencovatelnou
funkci ¢, pak je vysledek jednoduse integralem z f s dosazenym misto argumentu vyrazem
¢(t). Staci tedy odvodit integral z f.

Na vzorcich (2.9), (2.10) je zaloZena tzv. substituc¢ni metoda vypoctu integralu. Vztah
x = ¢(t) vyjadfuje zavedeni nové proménné ¢, coz objastiuje ndzev metody.

PRIKLAD 2.10. Vypodétéme [ cos3tsint dt.

Reseni. JelikoZ sint je derivaci vjrazu — cost, lze napsat

cos®tsint = cos®t (— cost)’ = — cos®t (cost)’,
coz mé tvar f(¢(t)) ¢'(t) s ¢(t) = cost a f(s) = —s>. Proto dle vzorce (2.9) je

1
/cos3tsint dt = —/cos3t(cost)' dt = —/53 ds = —184-}-0,

kde s = cost a C je libovolna konstanta. Integral je tedy vypocitan a zbyva se jen vratit
k pivodni proménné t, t. j. v ziskaném vysledku za s dosadit cost:

1
/cos3tsint dt = ~1 costt + C.

Téhoz vysledku dosdhneme s vyuZitim vzorce (2.10): poloZime-li cost = s, bude
ds = d(cost) = —sint dt a tudiZ sint dt = — ds a [cos®tsint dt = — [ cos®t d(cost) =
— [ 8% ds, coZ vede na ji¥ odvozeny vzorec. O

§ 2.2.2. Zpisoby vyuziti metody substituce

Metody substituce, zaloZené na rovnicich (2.9), (2.10), lze uzit dvojim zptisobem v
zavislosti na tom, ctéme-li rovnici zleva, doprava nebo opacné.

1. zptsob

Méme-li vypodist integral, jenz se podafilo upravit na tvar [ f(¢(t)) ¢'(t) dt nebo,
coz je totéz, [ f(o(t)) do(t), pak ho s pomoci substituce ¢(t) = = pfevedeme na integral
[ f(z) dz, v némz pak po vypocétu zpétné dosadime x = ¢(t). Je-li mozné [ f(x) dx
vypocitat, bude iloha integrace vyfesSena.

Uspéch tohoto postupu se urduje tim, zda se podaii vyraz pod znakem integralu
vyjadfit ve tvaru f(¢(t)) d¢(t) nalezenim vhodné funkce ¢. Je to obecné nesnadny ukol,
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vyzadujici urcité zkuSenosti. V nékterych pripadech je volba substituce zcela ziejméa
(typickym je ptiklad 2.10), v jinych hleddni vhodné substituce vyZzaduje usili.

2. zpusob

Méme-li vypocist integral [ f(z) dz, miZeme se pokusit najit vhodnou substituci
xz = ¢(t) tak, aby vysledny integral podle nové proménné [ f(¢(t)) d¢(t) byl v nécem
vyhodnéjsi nez ten vychozi. Jestlize novy integral dokazeme vypodist, ve vysledku bude
potfeba vykonat zpétnou substituci (vratit se k pivodni proménné z).

Posledni krok se zpétnou substituci v sobé ukryva uréitou jemnost: ve vysledném
integralu totiZ musime vSude vyjadrit ¢ pres z, coz neni vzdy mozné, jelikoz vykonana
substituce méa tvar x = ¢(t). Pro tento pfipad véta 2.9 vyZaduje upfesnéni formou
dodatec¢né podminky, kterd pozadovanou vlastnost zarudi.

VETA 2.11. Pfedpokladejme, Ze ¢ ve v&té 2.9 zobrazuje (a, 8) na (a, b).? Pak Ize integral
[ f(z) dz vypocist s pomoci vzorci (2.9), (2.10), kde vlevo proménnou ¢ vyjadiime pies
x podle rovnice ¢(t) = z.

Poznédmka 2.12. Dodatecna podminka véty 2.11 je jisté splnéna, je-li ¢ monotonné
rostouci nebo klesajici (pak bude zpétné vyjadfeni ¢ pfes z jednoznaéné: t = ¢~ (x);
obecné tomu tak byt nemusi). Tento pfipad se v praxi vyskytuje nejéastéji.

Pozndmka 2.13 (o provedeni substituce v praxi). V praxi substituci v integralu

/ f(z) dz

provadime tak, Ze po zavedeni nové proménné vztahem typu z = ¢(t) (anebo t =
¥ (z)) puvodni proménnou z v integrandu vyjaddiime pfes novou proménnou t. Zaroven
vyjadiime diferencidl dx pres dt: je-li z = ¢(t), bude dz = ¢/(¢) dt; pro substituci typu
t = ¢ (z) zapiSeme dt = ¢'(x) dz, kde v ¢'(x) rovnéz vyjaddiime x pfes ¢t (v tomto kroku v
konkretnich pripadech miize byt vyhodnéjsi postupovat trochu jinak; pozorné se podivejte
na piiklad 2.15). Oboji pak formalné dosadime do [ f(z) dz. Po vypoctu se ma provést
substituce zpétna.

Samotna volba substituce je otdzkou zkusenosti a v nemalé mife rovnéz intuice. Pro
vhodnost substituce z = ¢(¢t) miZe hovofit pfitomnost v integralu vyrazu ¢'(t) d¢ nebo
podobnych clent.

PRIKLAD 2.14. Vypod¢téme integral [(5z — 2)*° dz.
Reseni. Polozime-li 5z — 2 = t, dostaneme dt = d(5z — 2) = 5 dz, dz = £ dt a proto

/(5x—2)30dx=/t301dt= 1/tf”‘)dt=1-E+C=i(&'>ac—2)‘°’1+c.
5 5 5 31 155
Poznamenejme, Ze uziti substituce ndm usettilo znacné 1sili, jez bychom museli
vynalozit pfi vypocétu tohoto integralu roznasobenim zavorky a pak integraci a tpravou
jednotlivych ¢leni pfisluSného polynomu stupné 30:
31

/ (52 — 2)% dz = / (5% 2% 4 ...) do = 931322574615478515625 - 5;)—1 ¥

2Toto znamens, 7e (a,b) je prdvé mnozinou viech hodnot ¢(t) pro t € (a, 8), t. j. pro kazdy bod
z € (a,b) plati x = ¢(t) s néjakym t € (o, B). Takové zobrazeni se nazyvaji surjekce.
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atd. O
PRIKLAD 2.15. Vypodtéme integral

)
/:ce 32% .

Reseni. Je ziejmé, 7e d(z2?) = 2z dr, d(—32%) = —3-2rxdr = —6x dz, odkud
z dz = —5 d(—3z?). Pak bude®

/6_3“’230 dz = /6_3”“'2 (—é) d(—3z%) = —é /ze"3””2 d(—3z?%) = —%6_3”’:2 +C.

Poznamenejme, ze zde bylo z praktického hlediska vhodné pro vylouéeni proménné x
vyjadfit rovnou vyraz x dz, nikoliv zvlast z a dz. Jinak bychom museli vyjadrit = pres ¢:

22 =it =+ —i f‘/ —t a pouzit tento vztah pro vypocet diferencidlu dz:

1 1
dz = :I:% d(v=t) = j:% (\/—_t) dt = 177(—1) dt,

kde znaménko v + bereme stejné jako ve vzorci pro x. Pak bude

a:da:-:l:\/_\/_<\/_2\/1_>(—l)dt:—édt,

coz jsme jiz dfive odvodili mnohem rychleji. Tento vypocet je vSak zcela zbytec¢ny, nebof
jsme pottebovali vyjddieni pouze pro vyraz z dz (jiné ¢leny v integrélu totiZ nejsou). O

§ 2.2.3. Pfiklady
PRIKLAD 2.16. Vypoctete

/ (arcsin x)3 dz
V1 —2? '

~

Reseni. Vyraz upravme takto:

(arcsin )’
 C—

arcsin x)3 ) 1
/(]-sz) dz = /(&I‘CSIH.’L‘)3 ﬁ d.’L'+

Nabizi se myslenka polozit ¢ = arcsin x, pak bude dt = \/11_7 dz a tudiz

3
/ (arism 35) /t3 dt = 4754 +C == (arcsm )t +C.
V1-—2z2?

PRIKLAD 2.17. Vypodtéme

1
/—m dx

Reseni. Pripomenme si goniometricky vzorec

1+tg’s = ——. (2.12)
COS“ X
3Provadime-li odpovidajici substituci explicitng, vychézi t = —3z2, dt = —62 dz, z dz = —% dt,
—3x2 __1 t __1 t —_1 —32°
/e rdx = 6/6 dt = 66 +C = 66 + C.



Zavedme novou proménnou ¢ vztahem z = tg¢. Bude dz = d(tgt) = L dt, /(1 + 22)° =

2N 1
(1+tg°t)? = ol = i a dostaneme
cos“t)2
1 5, 1 )
/—dzz/cos t dtz/costdtzsmt.
/(1-|—a:2)3 cos?t

Nyni potfebujeme vykonat zpétnou substituci a se vratit k pivodni proménné. Vyjadieme

tedy sint pfes x s pomoci vzorce (2.12): 1-|—+g2t =cos?t =1 —sin?¢,
1 tg?t 2

sin?t =1— 57 = & 5 = ad .

1+tg®t 14+tg*t 1+ a2

Ve vysledku obdrzime

/;dsz—i—C
@ +22)? Vita?



