PREDNASKA 4

Integral racionalni lomené funkce a integraly, jeZ se na néj prevadi

s v 7

Z neryze lomené funkce 1ze délenim polynomi vyclenit polynomidlni ¢ast, ve zbytku pak
obdrZime funkci ryze lomenou. Vypocet integralu ryze lomené funkce 1ze prevést na integraci
parcidlnich zlomki, dokdZeme-li rozlozit jmenovatel na souéin kofenovych Cinitell; pak 1ze
povaZovat tlohu integrace za vyreSenou. Je tedy potieba umét integrovat jednotlivé parcidlni
zlomky.

§ 4.1. Integrace parcialnich zlomku
Parcidlni zlomky 1. druhu

Integrace parcialnich zlomk 1. druhu ﬁ je jednoducha:

/ A v Aln|x —c| prok = 1;
(x—o)f 7 JAf(x—c)Fdx —c) = A (x —)'* prok > L.

Parcidlni zlomky 2. druhu

U parcidlnich zlomka 2. druhu %, VVVVVV

ovSem také je vZdy moznd. V praxi zvlasté Casto potkdvdme rozklady na parcidlni zlomky,

TPV N o o A Ax+B
skldadajici se z ¢lenti typu Goof A P iartB

Pripad k = 1

Ax+B
x24ax+p’
a? < 4B a polynom proto lze pfevést na tvar souctu &tvercli. Standardnimi dpravami dostaneme?

2 4ax+ B =x+E*+12

kde je § = o, n = |/ — 2, a integrdl zapfSeme ve tvaru
/ Ax + B Ax+ B
—_——dXx = e —
x2+ax+p (x +86)+n?

Ve jmenovateli je polynom kvadraticky a v Citateli — polynom linedrni. Upravme tedy lomeny
vyraz tak, aby v Citateli vznikla derivace jmenovatele ((x +&)2 + 172)/ =2(x+§&) =2x +a:
Ax+B A 2x+2%  A2xt+a+H -«

(X +E2+1 2@+ +1P 2 (x>

ly opacném piipadé bychom dovedli tento polynom déle rozloZit na soucin redlnych kofenovych Cinitelt a tim
tlohu zredukovat na piedchozi piipad parcidlnich zlomk 1. druhu.
1

2x2~|—ax+,3:x2~|—2-x-%a+,3=x2~|—2-x-%oz+%a2+ﬂ—%a2=(x—ioc)2+,3—%a2.
1

Jedna se o parcidlni zlomek kde je diskriminant polynomu x2 4 ax + 8 zaporny:'




Pii integraci dostaneme soucet dvou integrald

Ax + B A 2x +«o A (2B dx
ﬁdxzz ﬁdx—i'a 7_“ v L2 20
(x+8)>+n (x +8)>+n (x+8)>+n

pfi¢emz oboji dovedeme vypocitat:

2 2y’
2x +a dx:/((x+é) + 1) ax = In ((x + £ + 1)

(x +&)% +n? (x +8)2+n?
a
/ dx _ dix +§) _ larctgx +&
(x +§)2 +n? (x+8&2+n* 7 n

Integrél [ % dx tedy je linearni kombinaci ¢lent s logaritmem jmenovatele a arcus

tangens posunutého argumentu.
Piipad k > 1

v pﬁ’padé, kdyz k > 1, je vyPoéet integralu | wﬁz—ifﬂ)k ......
komplikované vypocty se takovymi pripady zabyvat nebudeme; vzorce vsak lze dle potfeby
nalézt v literatuie).

Vy¢lenime-li v Ax + B derivaci (x2 + ax + B)' = 2x + «, miiZeme integral

2x + o

d
(> +ax+pF

vypocdist substituci x2 + ax + B = ¢. Pi tipravé viak vznika také integral tvaru

Ik(X) = / mdx

Pro tyto integraly lze odvodit rekurentni formuli, vyjadtfujici /i (x) pres Ix—1(x).

PRIKLAD 4.1. Odvod’me vzorec pro

1
————dx.
[(xz—l-az)2 g

N , . « 2 1
Refeni. Integraci po &astech v [ 21a2 dx dostaneme

u u
v’

1 1~ . > 2 —
/mdx:/m-ldx:mx—/(_2X(x+a))de

X +2/ x? q X, x2+a2—a2d
_— —_— i = — —_—adXx
X2 _I_a2 (x2 +a2)2 .X2 _I_a2 (X2 _|_a2)2

- +2f Ly 22f L g
- x2 4+ g2 x2 4+ g2 X a (x2+a2)2 Xs

u

odkud

/ 1 dx — 1 X +f 1 dx) — 1 X +1 t(X)
(x2 + a?)? YT\ a2 2ta2 ) T 22 \32+a2 T a e \d))
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Priklady
PRIKLAD 4.2. Vypoctéme integral
/3x3+x2—9x—3
x2+x+1

X.

Reseni. D¢leni polynomi

3x3 +x2 —9x —3[xZ4+x+1
—3x3—3x% —3x 3x =2

—2x%2—12x =3
2x2 +2x+2
—10x —1
dava
3x34+x2—-9x -3 10x + 1
=3x-2—-
x24+x+1 x24+x+4+1
Pak bude 5 5
3 —9x -3 10 1
/ i al dx=/(3x—2)dx—/ X dx
x2+x+1 x24+x+1
3 10 1
:—x2—2x—/x—+dx
2 x24+x+1

Polynom x? + x + 1 ma zdporny diskriminant a se pievad{ na souet étvercti: x? + x + 1 =
x2+2x3 + 3+ 2 = (x4 3)* + 3. Derivaci x? + x + 1 je (x> + x + 1)’ = 2x + 1, proto
posledni integral upravme takto:

10x + 1 2x + 1 2x+1—1+1
/x—+dx 5/—5dx=5/ 5 dx
x2+x+1 x24+x+1 x2+x+1

2x + 1 -4
x24+x+1 x24+x+1
d(x2 1 1
:5/()6—1-—x—l—)_4/—dx
x24+x4+1 x24+x+1

1
:51n(x2+x+1)—4/ﬁdx
(x+3)2+3%

PI‘OfdebUde

[orpee=t o apelrd) = (G 0+ 3)
———= a4X = X — | =—F=arcig| —(= (X - .
e Dy () VAR

VyuZili jsme vzorce
/ 1 d 1 ) (X)
————dx = —arctg(— ),
x2 + a? a S a

jenz se dokaze velice snadno: fxz;wzdx ==/ (x)lz 1dx =1 d(%) (substituce
)24

X =, dx = adr). =

a

Obsahuje-li rozklad jmenovatele na soucin vice kvadratickych polynomt se zdpornym
diskriminantem (coZ znamend, Ze ma ndsobné komplexni kofeny), je rozklad na parcidlni

//////

ukdzku uved’'me jeden piiklad, na kterém ziskdme i obecnou predstavu o téchto integrédlech.
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PRIKLAD 4.3. Vypoctéme integral

/‘ dx
x4 4+1

Reseni. Vyraz v integrandu je ryze lomeny, ve jmenovateli je polynom sudého stupné
x* + 1, jenZ redlné kofeny nemd. Jeho rozklad na soucin v redlném oboru tedy je

X1 = (P arx + Br) (4 axx + B2)

kde kvadratické polynomy v zdvorkdch maji zdporné diskriminanty. Pfirovnanim koeficientl u
x3, x° dostaneme oy + a5 = 0, 818> = 1. Koeficienty u x2 jsou B + B2 +a a, = 0. Nakonec,
pfirovname-li koeficienty u x!, dostaneme a8, + a28; = 0. JelikoZ an, = —1, B18, = 1,
musi byt 1 = B, = 1. Pak a% = 2B, = 2. Zvolme a; = V2, pak bude o, = —/2 atudiz

x4—|—1:(x2—|—\/§x—|—1>(x2—\/§x—|—l).

Rozkladem daného lomeného vyrazu na parcidlni zlomky tedy bude
1 Aix + By Ax + B,
x4+ 1 :xz—i—ﬁx-l—l x2—/2x+1
Pro viechna x musi platit (A;x + By) (x2 — V2x + 1) + (Aox + Bo) (32 + V2x + 1) = 1.

Pfirovnanim koeficienti u x3, x° dostaneme A; + A, = 0, By + B, = 1, t.j. A, = —Aj,
B, = 1 — B,. Rovnicemi koeficientl u x2, x! jsou

Bi+ By + V2(Ay— A1) =0, Ay + As + V2(B, + B1) =0, 4.1)
coZ po dosazeni predchoziho ddvd By = B, = % Z prvni rovnice v (4.1) pak bude A; = ﬁi’
A, = —7 a tudiz

1 1
d 1 X +1 1 —Lx+1
/—4 x _lf_~ dr+2 [ 277 gy 4.2)
xt+1 0 2) x24 V2x 41 2) x2—V2x+1

2
Pro polynomy ve jmenovatelich standardni dpravou obdrzime x2 £ +/2x 4+ 1 = (x + \%) + %

Pokracujeme pak integraci parcidlnich zlomkd:

R / 2x42v2 ] /2x+f+f
x2 4+ /2x + 1 2V2 ) x24+V2x +1 272 ) x2 4+ V2x + 1

X-l—«/_x-l-l) 1 dx
/ dx+—/
2\/_ X2+ 42x + 1 2) x2+V2x+1
dx

1
2\/zln(x +\/_x+1)+2/(x+%>2+(1)2

V2

In (x2 +V2x + 1) + %arctg (xx/z+ 1)

1
V2
a podobné

—Lx+1 1 1
ﬁ—dx :——ln(xz—ﬁx—l—l) —I——arctg(x\/z—l).
—V2x +1 22 V2
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Dosazenim do (4.2) obdrZzime

dx 1 X2+ x4/2+1 1 1
= In + arct x\/§+1 + —— arct xvV2-1).
/x4+1 42 x2—xV2+1 2V2 g( ) 22 g( )

§ 4.2. Integraly typu [ R(cosx,sinx), kde R jeracionalni lomena funkce

Integraly, v nichZ integrand je lomenou funkci ¢lent cos x a sin x:
/R(cos x,sinx) dx, 4.3)

lze vZdy prfevést na integrdl raciondlni lomené funkce anebo — v urcitych ptfipadech — i
bezprostiedné vypocist s pomoci vhodnych tprav integrandu. Za¢néme u piikladi.

§ 4.2.1. Motivacni priklady

PRIKLAD 4.4. Vypocltéme

1
——dx.
sin x
ResSeni.

1 1
1 1 cos2 & cos2 &
[ siw9e= [ mgesyes = metor=[ T 40)
sin x 2sin 5 cos 5 2tg 5 tg 2
1 X 1 X
- d(t —):/—dtzl z:l(t —(.
/tgg g2 t njr] n gz

PRIKLAD 4.5. Vypoctéme
1
/ L a4
sinx + 1

Reseni. Dle vzorcd sin2x = 2 sin x cos X, tgzx +1= cosl2x bude
1 1 cos2 X
[P S N -
sinx + 1 2sm50085+1 2tg5+m

_ / cos? & dx
o x 2X
2tg5 +tg* 5 + 1
v oo / 1
atd. (opét vyuzijeme (tg%) = e T)"
Zobecnénim téchto uvah je univerzalni trigonometricka substituce.

§ 4.2.2. Univerzalni trigonometricka substituce

Pro integraly tvaru (4.3), kde R je raciondlni lomenou funkci podle kazdého z argumentt,
lze vyuZzit univerzdlni trigonometrické substituce
— g 44
r=tg > 4.4)
kde ¢ znaci novou proménnou. Hodnoty ¢ vezméme v mezich -7 <t < 7.
Pro vykondni v integrélu (4.3) substituce (4.4) musime ziskat vyjadfeni sin x, cos x pfes ¢ a
dx pies dt. JelikoZ (4.4) je ekvivalentni s rovnosti x = 2arctgt, pro diferencidly plati vztah®

3Tenty? vztah lze obdrZet i pfimo z (4.4): dt = dtg ¥ = —rsdr=3(1+t5)dx =3 (1+1%)dx.
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_ 2
dx = t2+1

2X _gin2 X 2 x in X X x

cos” 5 sin’ 7 1 —tg”5 . 2sin 5 cos 5 B tg 3
cosx = = x T x sinx = - 2 =2 >
cosz X +sm x 1+tg cos? 7 + sin 1+ tg* 7

integral tak prevedeme na 1ntegral raciondlni lomené funkce, a to pomoci nasleduj icich vzorcd.

Vzorce pro vykondni univerzalni trigonometrické substituce ¢ = tg 3:

1 —¢? 2t 2d¢
cosx = ——, sinx = ——, dx = . 4.5
T Y T YTt =
Z (4.5) ihned plyne, Ze tgx = = t2’ ctgx = 12 — » t. J. po zavedeni nové proménné ¢

substituci (4.4) prevedeme vSecky vyskyty trlgonometrlckych funkci v integrandu na raciondlni
lomené vyrazy proménné ¢, pricemZ podobny vyraz vznikne i po prepoctu diferencidlu. Po
vypoctu upraveného integralu pouZijeme (4.4) a vratime se k ptivodni proménné x.

/‘ sinx — 1
—dx.
cosx + 2

Reseni. PouZijeme-li substituci (4.4), podle vzorct (4.5) obdrzime

PRIKLAD 4.6. Vypocltéme

/sinx—ldx_ ne—l 2 dt_2/ 20— (1+1%) 1

cosx +2 ) 1=2 +1 1—12+2(1—|—12)t2+1
B 2/t2—2t—|—1 / 2+l
N 3+12 12—1—1 (12 + 1)(12 + 3)

V integrandu je ryze lomena funkce, jiz mizeme ddle rozlozit na soucet prislusnych parcidlnich
zlomk:

—2t+1  At+B Ct+D (Ar+B)(1*+3)+ (Ct+ D)(t*+1)
2+ D@2 +3)  2+1 12+3 (12 + 1)(t2 + 3) '
Potiebujeme tedy, aby pro libovolné ¢ platilo
(At + B)Yt* +3) + (Ct + D)(t* + 1) =1t> =2t + 1.
Piirovnanim koeficientti u 1, 1, #2 a t3 obdrzime podminky*
3B+D =1, 34+C=-2, B+D=1, A+C =0,
odkud vypocitime A = —1, B =0,C = —1, D = 1. Pak

2 -2t +1 dr — 2/ —t dr 2/t+1dt
12+ D)2 +3) 12 +1 12+ 3

2t 2t dt
= dr — dt =2 | ——.
t2+1 243 243
2 v
Méme f t2+3 = %arctg(}) f t22Jtr1 dt = d(:z—jrrll) =2+ 1), [ t22—il-3 dt = In(? + 3), a7
na aditivni konstantu, jiz k vysledku pfiddme pozdéji. Potom

-2t +1
2+ )% +3)

dt =In(t> + 1) —In(t*> + 3) — % arctg (%)

*Prvni podminku, jeZ odpovidd koeficientiim u 79, Ize vZdy odvodit také dosazenim hodnoty ¢ = 0.
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l12+1 2 t(t) 46)

=In——— ——arctg| — | . .
O Y R W

Ted’ jiz zbyva jenom dosadit do (4.6) vyjadieni ¢ pres x ze substituce (4.4) a pridat integraéni

konstantu. Ve vysledku dostaneme:’

/sinx—ld | tg’s + 1 2 . 1 o LK 438)
————dx=In—=—— — —arctg | —=tg—= , :
cosx + 2 tg?s+3 V3 g J3 £

kde K je integracni konstanta. U

SCasto se stavd, Ze vysledky integrace pri pouZziti ponékud odli$nych dprav se zdanlive lisi. Napf. v§imneme-li
oy 2 ) _ 1 »
si,Zedle 4.4 t* +1=1tg*5 + 1= T obdrzime

1
tgzg—i-l_ w23 1

X

n =1In =1In =ln1—1n(1 200s2—)=—1ncosx 2

tg?5 +3 —Cosix +2 14 2cos? 5 * 2 ( +2)
3

a proto lze vysledek integrace (4.8) prepsat do tvaru

/Sinx_ld In(cosx +2) — ——arctg [ ——ta X ) + K 4.7)
—— 34X = —In(CoS X — —— arc — — . .
cosx + 2 V3 & ﬁgZ



