PREDNASKA 8

Nekonecné Ciselné rady

§ 8.1. Motivacni ivahy

Zacnéme dvéma znamymi piiklady, u nichZ se setkdme se soucty o nekonecCnem poctu
s¢itanci.
PRIKLAD 8.1. Zenonova aporie o Achillovi a Zelvé, z nichz prvni bézi 10-krat rychleji a
na zacétku je o 100 metrd pozadu, vede na nekonecny soucet
1

1 1
100+10+1+ —4+—+—+---. 8.1
+ 10 + +10+102+103+ (8.1)

Paradox tedy — jenZ paradoxem byt pfestane, dokdZeme-li, Ze hodnota souctu je kone¢nd —
spociva v tom, Ze Achilles zZelvu pravdépodobné nikdy nedohoni, nebot’ suma v (8.1) obsahuje
nekonecné mnoho kladnych s¢itanc.

PRIKLAD 8.2. Soucet obsahli barevnych trojihelniki na obrazku 8.1 by mél byt roven

1 1 1 1
l+-4+=+=+=+=2 8.2
totntatat (8.2)

jakoZto polovina obsahu Ctverce o strané s délkou 2.

Vzorce (8.1), (8.2) predstavuji aritmetické soucty s nekone¢nym poctem clenti, pfi¢emz
vyznam rovnice (8.2) je zfejmy z obrazku 8.1. Neni vSak zcela jasné, v jakém presné smyslu
bychom méli takové soucty chédpat a do jaké miry Ize na né€ rozsitit obvyklé techniky prace se
soucty kone¢nymi.
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OBRAZEK 8.1

S¢itance v (8.1), (8.2) maji tvar ¢lenil geometrické posloupnosti a jejich soucet se nazyva
fadou geometrickou.



DEFINICE 8.3. Geometrickou fadou se nazyva nekonecny soucet tvaru
ao +qao +q*ap+ ..., (8.3)

kde g je kvocientem rady.

n—1

Pro fadu geometrickou (8.3), polozime-li s, = ag + qao + --- + q¢" " aop, pti g # 1 plati
Znamy vzorec
1—qg"
Sn = do : (8.4)
l—gq
Je pak prirozené nekonecny soucet (8.3) chdpat jako limitni hodnotu Cisel s, pfi n rostoucim nad
vSechny meze. JelikoZ pii |g| < 1jelim,— 100 ¢" = 0,z (8.4) je zfejmé, Ze limy— 400 S = 1aTOq'
Mimo jiné, pfi ap = 1, ¢ = 5 bude lim—, 1005, = 111 = 2, coZ odpovidd vztahu (8.2) z
prikladu 8.2.
Pole uvedenych tvah Ize zavést obecnou definici pojmu souctu nekonecné posloupnosti

Cisel, nezavislou na jejim konkretnim tvaru.

[N]

§ 8.2. Pojem Ciselné rady a zakladni tvrzeni
Budiz a4, a,, ... nekonecnd posloupnost Cisel.

DEFINICE 8.4. Formalni soucet nekonec¢né mnoha Cisel

400
a1+a2+a3+..-zzan (8.5)
n=1
se nazyva nekonecnou ¢iselnou fadou. Hodnota a, je obecnym ¢lenem fady. Vyrazy
Sp =ap+ax+---+ap, (8.6)
kden = 1,2,..., se nazyvaji caste¢né soucty rady (8.5).

Existuje-li vlastni limita lim, _, . » 5, = s, fikdme, Ze tdto fada konverguje a jejim souctem
je Cislo s. Je-li limita lim,_, 5, nevlastni, fikame, Ze fada diverguje. Nakonec v pripadé,
kdyz lim,,_, 1 » $, neexistuje, se fikd, Ze fada soucet nema (anebo osciluje).

N s

Nejjednodussim piikladem, v némz lze uvedené pojmy zcela snadno popsat, je fada geomet-
ricka.

PRIKLAD 8.5. Geometricka fada Z;ﬁ% q" konverguje jen tehdy, kdyz |¢| < 1.

Vysvétleni. Pfi|g| < 1 jelim,— 400 ¢" = 0 a tudiZ dle vzorce (8.4) > oo, ¢" = ﬁ. Pri
g > 1jelimy,_100g" = +o0 aproto Y oo q" = +oo. Piig = 1je taktéz Y oo ;1 = +o0.
Nakonec, je-li ¢ < —1, limita lim,_, 4 o, ¢" neexistuje' a tudiz > o2 0 q" soulet nemd. Podobné&
pfig = —1. U

Tedy napt. fady (8.1), (8.2) konverguji, fada 1 + 1 + 1 + ... diverguje, fada 1 — 1 +
1 — ... souCet nemd. Poznamenejme, Ze analyza konvergence fady geometrické jakoZto rady
nejjednodussi, v podstaté, spociva ve vypoctu jejiho souctu; v jinych pripadech je to moZné
zcela vyjimecné a tudiz vySetfovani konvergence obecné vyZzaduje urcité specidlni techniky.

v . ~ 1 1 . © 1 g .
PRIKLAD 8.6. Radal 4+ =+ -5 +--- = Y et 5 diverguje.
IStadf si v§imnou, jak se chovaji sudé a liché mocniny: pfi |g| > 1, ¢ < 0 je g2 = |¢|*™ — +oo,
2m+1 _

q —|q|*"*! - —o0 prom — +o0.



Vysvétleni. JelikoZ x — +/x je funkce rostouci, pro ¢4ste¢né soulty s, = 1 + \/LE -+

---+«/%7plat1’

- 1 P 1 1 S

Ky R oo —_— =N — = n

= Un Jn Jn

a tudiz hodnota s, roste nad viechny meze pfi n — +o0. Rada tedy diverguje. U

DEFINICE 8.7. Radaay; + an42 + ... se nazyva zbytkem fady o2 | a, po jejim
N -m ¢lenu.

VETA 8.8. Pro libovolnou fadu > o | a, plati:
(1) fada )_,- | a, konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje fada Y~ v ., d» s n&jakym
N > 1;
(2) fada )", a, konverguje pravé tehdy, kdyZ limy 100 Y ey 41 dn = 0.
o oo e v . v [e.e] o0
Dikaz. Stacisiuvédomit,Ze ) )~y 1dn = D ,_; dn — SN. O
Pozndmka 8.9. Z vySe uvedeného je ziejmé, Ze odebrani nebo pridani k zacatku fady
konecné mnoha Clent jeji konvergenci nikterak neovlivni.
Lze ocekavat, ze v piipadé konvergence fady by se méli jeji Cleny neustdle zmenSovat, nebot’
jinak bychom k souctu pricitali .

VETA 8.10 (nutnd podminka konvergence). Je-li fada Y ., a, konvergentni, pak
nutné musi byt
lim a, =0. (8.7)

n—-+oo

Dikaz. Budiz Y .7, a, konvergentni. Pak dle definice 8.4 pro posloupnost ¢dstecnych
souctl bude lim,,_,, 5, = 5, kde —00 < s < 00. Je zfejmé, Ze rovnéZz lim,_, o, S,—1 = §. AvSak
Sp — Sp—1 = ap a tudiz musi platit (8.7). O

Podminka (8.7) je pouze nutnd, nikoliv viak postalujici pro konvergenci fady Y .- | an (je

splnéna napf. u divergentni fady > - \/Lﬁ; viz priklad 8.6).

VETA 8.11. Konverguji-li > > | an, Y vy b, pak konverguje i fada Y oo (a, + Bby),
kde «, B jsou libovolné konstanty.

Posledni tvrzeni plyne bezprostfedné z definice 8.4.
§ 8.3. Ciselné fady s kladnymi ¢leny

Radu Y>> | an budeme nazyvat fadou s kladnymi leny, jsou-li viecky ay, az, . .. kladna
&isla.?

VETA 8.12. Rada s kladnymi &leny > > | an vzdy md soulet, pficem? jeji soudet je

kone¢ny prave kdyz je odpovidajici posloupnost CasteCnych souctd sy, §5, ... shora omezena.
Dukaz. Je-li vzdy a, > 0, bude posloupnost ¢astecnych souctl sy, s,, ... neklesajici.
Tvrzeni pak plyne z véty o existenci limity monotonni posloupnosti Cisel. U

O konvergenci fady geometrické, jak jsme vidéli, 1ze rozhodnou velice snadno. Nyni uved’ me
dva ptiklady jednoduchych ftad, jejichZ konvergence Ci divergence jiZ zfejma neni (ddle k
vySetfeni téchto fad ziskdme pohodInéjsi prostredky).

PRIKLAD 8.13. Rada 0, oD Konverguje.

%Pro pohodli budeme obcas uZivat tohoto ndzvu i obecnéji, kdyZ jsou pouze nezdpornd.
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na &asteéné zlomky je ——— = 1 —

Vysvétleni. Rozkladem lomeného vyrazu At D — 7 n

1
n(n+1)
a tudiZ pro &dstené souty s, = > ¢ _; roegp Platd

1 1 1

+

111
T —1- .
Sn RS nt 1

=limy00 8y = 1 —1lim, o ﬁ = 1, tedy fada konverguje k

Pak dostdvame Y -2

=1 n(n+1)
hodnoté 1. U
DEFINICE 8.14. Harmonickou fadou se nazyva fada
fl—l+l—l—l+ (8.8)
2. = sttt .

TVRZENI 8.15. Harmonicka fada (8.8) diverguje.

Dukaz. ZapiSme nekonecny soucet (8.8) ve tvaru

frr (s )t (et t (bt )+
2 °\3 74 5 8 9 16) T

kde poslednim s&itancem v zévorkéch je vzdy 1 5 22 atd. Tedy

= 1

Z—ZCO+61+02+...,

n=1 n
kdeco =1,c1 = % Ccr = % + % obecné vyraz v zdvorkach s poslednim s¢itancem zik je

: + ! + -+ !
Cl = ce —

k=141  2k-142 2k
V kazdém cj nejmenél’m séitancem je pravé ten posledni ;k a celkem je scitanct 2k=1 Proto ¢, >
% + % = % c3 > 8 —I— + + 8 = 2 a obecné ¢ > 2k~1 zlk = .Tudl’i neni posloupnost ¢astecnych
souCtli s, = 1 + 2 4+ 4 Z shora omezena a fada Zn=1 -, tedy diverguje podle véty 8.12. O

§ 8.3.1. Srovnavaci véty
Bud'te Y >, an, > ne; bn Tady s kladnymi Eleny.

VETA 8.16 (I. srovnavaci véta). Je-lia, < b, pro vSechna n > nq, zaCinaje n¢jakym
no, pak z konvergence fady Y .-, b, plyne konvergence > .., a, a z divergence Y .., dy
plyne divergence Y 2 | by

Ve vét€ 8.16 se fada Y - | b, nazyvd majorantou pro » -, d, a y .., dn je pak mino-
rantou pro Y oo, by

Dikaz. Je-li > o2, by = B < +00, vzhledem ke kladnosti ¢lenti fady Y ., a, posloup-
nost jejich ¢aste¢nych soudtli A, = Y y_, ak, n > 1, je monotonné& rostouci a omezena shora

&islem B. Pak podle véty o limit€ monotonn{ posloupnosti existuje lim, oo An = Y e Ak <
+00. Na druhou stranu, je-li Z;o=1 an = +00, pak z nerovnice Y ,_, bx > Zk:l ar,n > 1,
plyne, Ze i limy— 400 Y p—y bk = +00, t.j. > o7 | b, rovnéZ diverguje. O

PRIKLAD 8.17. Plati nasledujici:
(1) Rada ;2 | & konverguje.

(2) Rada 3°%° | «/W diverguje.




Dukaz Rada oo 2n(n 0
>, 2, nebot’ pro vSechnan > 1 je
1 1 1

B
n?2 nn~_ nn-—1)

konverguje (viz priklad 8.13) a tudiz dle véty 8.16 konverguje i

Pro fadu ) o7, J’ﬁ minorantou je divergentm’ fada harmonickd, nebot’ pro vSechna n je
— (,11 — > J:T ~. Pak podle véty 8.16 Y7 | m diverguije. O O
VETA 8.18 (II. srovnavaci véta). Existuje-li limita
a
lim = = A, (8.9)
n—-+oo bn
pak:

(1) pii A < +oo z konvergence fady Y .-, b, plyne konvergence Z;o:l n;
(2) pii A > 0z divergence fady > .-, a, plyne konvergence Y oo, by;
Je-liv(8.9)0 < A < 400, pak fady > ro by a ) oo, an konverguji nebo dlvergujl zéroven.

V (1) je tedy mozny piipad A = 0 av (2) pak A = +o00.

Dikaz. Bud’ A v (8.9) konecné kladné ¢islo. Zvolme libovolné malé Cislo & > 0. Dle defi-
nice limity se najde n¢ takové, Ze pron > ny je 3 “i <A+etja, < (A+¢)b,. Konverguje-li
> > bu, dle véty 8.11 konverguje i Y oo, (A + 8) b,. Pak dle srovndvaci véty 8.16 konverguje
rovnéz Y 07 dan.

V piipadé, kdyz Y2 | b, diverguje a A > 0, plati

b, 1

lim — = —
n—+o00 d, A

a tudiZ musi divergovati Y .-, a, (jinak podle hofejsiho musi konvergovat > oo | by). U

Poznamka 8.19 (o tom, Ze je kladnost ¢lend podstatnd). Pii A = 1 vztah (8.9)
znamena asymptotickou ekvivalenci téchto dvou posloupnosti: a,, ~ b, piin — +o00. Je proto
prirozené ocekavat, Ze fady, jejichZ Cleny se v 400 chovaji stejné, maji rovnéz stejné vlastnosti
konvergence. Tuto skute¢nost praveé vyjadfuje uvedend véta. Poznamenejme vsak, Ze je tvrzeni
véty 8.18 dokdzano pro fady s kladnymi Cleny a v pfipadé¢ fady s ¢leny proménného znaménka,
obecné feceno, neplati.

S pomoci srovndvaci véty 8. 18 Ize snadno odvodit, mimo jiné, vysledky pfikladu 8.17,

jelikoz nLZ : m -1, ﬁ ~ — 1 pfin — +oo. Tato véta je velmi vhodnd i v jinych
podobnych piipadech, a to zejména kdyz bezprostredni vyuZiti I. srovnavaci véty 8.16 je méné

pohodIné.
PRIKLAD 8.20. Plati nésledujl’ci:

(1) RadaZn 1«/>+~/W+«/7
(2) Y2 In(1 + =) konverguje.

Vysvétleni. Staci vyuzit srovnavaci véty 8.18.

diverguje.

1 _ 1 . )
Vi b, = 3 Takovato volba b, v (8.9) je

ziejmd, jelikoZ se jmenovatel v a, skldda jen z mocninnych vyrazi a 3 3 je nejvyssi z mocnin;
tedy v (8.9) ihned ocekdvame A = 1. Vskutku,

1. Pro fadu (1) polozme a, =

an ni . 1
lim — = lim — - - = lim 1 - =1,
n—>+o0 bn n—+00 2 —+ (n + 1)§ +nz n—>+00 p=g + (I’l + 1)371_1 +1
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Cn+1\E . NG

= lim «lm —= lm {(I4+—-) - lim —/ =0

n

jakoZto limita soucinu dvou veli¢in majicich kone¢né limity. Podle véty 8.18 fada konverguje.
2. Jelikoz je zndmo, Ze lim;_,¢ ln(H’) =1, mimo jiné, bude lim,—« In (1 + nlz) : 12 =1.

Vezmeme-li tedy a, = In(1+ nlz), b, = -5, bude limita (8.9) rovna 1. Rada Y n2 | %
konverguje (ptiklad 8.17) a tudiz podle véty 8. 18 konverguje iy -, In (1 + 5 )

VETA 8.21 (III. srovnavaci véta). Pripust'me, Ze pii néjakém ng pro vSechna n > ng
plati

S

a

n+1 < n+1 .
an bn

Pak z konvergence Y oo, b, plyne konvergence Y o2 | a, a z divergence Y .- | a, plyne diver-

gence Y o, by

Dikaz. Hodnoty kone¢nych souctd > 00 | an, > n; b, nemaji vliv na konvergenci odpo-
vidajicich fad a tudiZ Ize bez ijmy na obecnosti prfedpokladat, ze (8.10) plati jiz zacinaje no = 1.

(8.10)

Pak pfi libovolném n bude “f < 2?, Z; < Z—; . a“”l <3 ”1, pricemz na obou strandch
n— n—
nerovnic jsou kladna ¢isla. Vyndsobime-li je navzdjem, dostaneme platnou nerovnici
aya  ap—1 ay biby by b
a tudiz lze aplikovat vétu 8.16. U

PRIKLAD 8. 2 2. Plati nésledujl’ci'

(1) >0 1f+«/7 diverguje: f+x/ﬁ \/7 véta 8.16 a priklad 8.6;

(2) Y0, Y konverguje. ;nf : zin = /n, pfiCemz lim, o, /n = 1; véta 8.18.

§ 8.3.2. Zakladni kriteria konvergence
BudiZ > o, a, fada s kladnymi Cleny.
VETA 8.23 (odmocninové kriterium (Cauchy)). Existuje-li limita

lim /a, = (8.11)

n—+o00
pak:
(1) pii A < 1tada ) .-, a, konverguje;
(2) pfi A > 1 fada Zn=1 a, diverguje.

Diikaz. Bud A hodnota limity v (8.11), pficemz A < 1. Pak se najde néjaké ¢ > 0 tak, aby
bylo A 4+ ¢ < 1. Dle definice limity posloupnosti pro dostatecné velkd n > n, bude

A—e< Ya, <A+e¢ (8.12)
atudiz a, < (A + ¢)". Pak Y -, a, konverguje dle srovndvaci véty 8.16, nebot’ konverguje
geometrickd fada ) o | (A + &)".

Je-li A > 1, vzhledem k (8.12) pro n > ny bude
an > (A —e), (8.13)
6



pficemz A — ¢ > 1, je-li ¢ dostate¢n¢ malé. Pak lze opét vyuzit srovnavaci véty 8.16 anebo
poznamenat, Ze vzhledem k (8.13) neni splnéna nutnd podminka konvergence (véta 8.10). [J

VETA 8.24 (podilové kriterium (d’Alembert)). Existuje-li limita

lim 221 ) (8.14)

n—>+oo dy

pak:
(1) pii A < 1fada ) -, a, konverguje;
(2) piiA > 1fada ) 2, a, diverguje.
Dikaz. Sta¢i uvazovat podobné ditkkazu véty 8.23: plati-li (8.14) s 0 < A < 1, dle definice

limity posloupnosti pfi dostate¢né malém ¢ > 0 bude A + ¢ < 1, pfiCemz, zaCinaje néjakym N,,
pro vSechna n > N, bude

N (8.15)
ap

Jelikoz a, > 0, z (8.15) plyne, Ze

i1 <A+ 8an <A +8’an1 < <A+8)"a
a tudi? lze s pomoci véty 8.16 fadu ) .- a, srovnat s konvergentni fadou geometrickou
Yol oA+ &)™ Je-li A > 1, v (8.15) vezmeme ¢ tak, aby bylo stdle A — & > 1 a vyuZijeme
tentokrat levé Casti nerovnice:

aAn+1 = (), _3)an = ()t _g)zan—l = = ()t _g)nal-
Z tohoto odhadu je zfejmé, Ze a, nemize konvergovat k 0 pii n — +o00, nutnd podminka

konvergence tedy splnéna neni a fada ) .-, a, pak diverguje dle véty 8.10. U

U dukazi vét 8.23, 8.24 si miZeme vSimnout, Ze 1ze odmocninové a podilové kriteria
formulovat v pon€kud obecnéjsi podobé.

VETA 8.25 (odmocninové kriterium). Bud’ Y o2, a, fada s kladnymi Eleny. Existuji-
li A < 1angtakové, ze
Yay, <A (8.16)
pro vSechna n > no, pak Y .-, a, konverguje. Je-li 2/a,, > 1 pro vSechna dostatecné& velkd n,
pak Y _°7 | a, diverguje.
VETA 8.26 (podilové kriterium). Bud’ Y .7 | a, fada s kladnymi ¢leny. Existuji-li
A < 1 ang takové, Ze

dntl 8.17)

an
pro vSechna n > no, pak Y oo, a, konverguje. Je-li % > 1 pro vSechna dostate¢né velka n,
pak Y o7 | a, diverguje.

Tyto véty jsou obecnéjsi nez formulované vyse véty 8.23, 8.24, nebot’ odhady (8.16), (8.17)
mohou platit i v pfipadech, kdyZ limity (8.11), (8.14) neexistuji.

Pozndmka 8.27 (o nerozhodném pfipadé Cauchyho a d’Alembertova kriterif).
Pii A = 1 odmocninové ani podilové kriterium na otazku o konvergenci fady Zadnou odpovéd’
nedavaji, v takovych piipadech musime hledat jiny zptsob, jak o konvergenci ¢i divergenci
rozhodnout.

VETA 8.28 (integrdlni kriterium (Cauchy—McLaurin)). Je-liv Z;‘;l a, obecny
Clen ve tvaru a, = f(n), kde f je spojitd, kladna a klesajici funkce na [1, co), pak pro konver-
genci fady Y o2 | a, je nutné a postalujici, aby konvergoval nevlastni integrél || 1+°° f(x)dx.

7



Idea dikazu. Bud'te s, = Y p_; f(n), n > 1, &4stené soulty fady > oo, f(n). UvaZujme
kfivocary lichobéznik, omezeny kiivkou y = f(x) pfi x > 1 a vodorovnou osou. Vypocéteme-li obsah
jeho plochy pfi 1 < x < n + 1, dostaneme hodnotu n+1 f(x)dx, pricemz

n+1
/1 F(x)dx < Z F k) = sp, (8.18)
k=1

jelikoz vpravo je soucet obsahii obdélniki o §ifce 1 a vyskach f(1), f(2), ..., f(n), jejichz levé dolni
vrcholy jsou na vodorovné ose v bodech 1, 2, ..., n.

Vezmeme-li obdélniky o Sifce 1 a vyskach f(2), f(3), ..., f(n+ 1), jejichZ levé dolni vrcholy jsou na
vodorovné ose v bodech 1, 2, ..., n, a seCteme-li jejich obsahy, dostaneme Z"H fk) =sp+1— (1),
pricemz z geometrického V}’/znamu téchto hodnot je patrné, Ze

n+1
a1 — f(1) < /1 () dx. (8.19)

Konverguje-li | 1+°° f(x)dx, z (8.19) plyne, Ze rostouci posloupnost {s,, : n > 1} je shora omezena
a tudiz existuje limy— 400 Sn < +00. Naopak, konverguje-li fada Y o2 | f(n), pak vzhledem k (8.18)
musi rovnéz konvergovat integral | 1+°° f(x)dx. O

DUSLEDEK 8.29. Zobecnénd harmonické fada
o0
1
— (8.20)
na
n=1

konverguje pravé pii o > 1.

Dikaz. Staci pouzit vétu 8.28 s f(x) = x~%. Integral floo x~%dx konverguje pravé v
pripade, kdyZz o > 1. U

Zobecnéné harmonické fady z dasledku 8.29 lze Casto vyuzit jako vzoru pfi srovnani s
jinymi fadami.
PRIKLAD 8.30. Plati:
(1) fada ) o2, m konverguje;
(2) fada ) 2, - ’{/ﬁ diverguje.

Vysvétleni. Staci tyto fady srovnat s zobecnénou harmonickou fadou (8.20). Jelikoz

3 3 . _ _ n o n_ _ _
2n° —n —3 ~ 2n” piin — 400, chovdse a, = 53— vV +00 s‘[ejnejakom—m2 by,

pricemz dle dﬁsledku 8. 29 Zoo_ Lz < +o00. Pak lim,,_, 4 % = 1 a lze pouzit vétu 8.18.3

Pro Z —17; ’1f je ’1f 1 = ’1f — 1, n — 400. Staci tedy pouzit srovndvaci vétu 8.18 a
O

divergenci harmonické rady Zn 15

Poznamenejme, Ze odmocninové a podilové kriteria ve své podstaté srovnavaji danou fadu
s nejjednodussi fadou geometrickou, jez konverguje (nebo diverguje) rychle. Existuje rovnéz
fada dalSich podminek konvergence jemnéj$iho charakteru, jejich diikaz a vyuziti jsou ovSem
sloZitéjsi.

3Poznamenejme, Ze vyuziti srovnavaci véty 8.16 by zde bylo méné pohodlné a vice zavislé na charakteru
vyrazu v souctu; napt. pii n > 3 Ize napsat odhady

n n n 1 1 1

< = = < =
2n3—n—-3 " 2n3—n—-n 2n3-2n 2m%-2) 2% -n) 2n(n-1)




§ 8.4. Rady ¢lenti proménného znaménka

Vysetiovani konvergence fad > . | a,, kde znaménko hodnoty a, nenf stdlé, je mnohem
slozit€j$i. My se omezime jen jednodus$imi tvrzenimi.

§ 8.4.1. Nékteré obecné véty

VETA 8.31. Prokonvergencifady ) - | a, je nutné a zdrovei postalujici, aby k libovoln&
malému ¢ > 0 existovalo N, takové, Ze pro libovolné m > 1

lany1 + anpr + -+ animl| <o, (8.21)

jakmile je n > N,.

Diikaz. Podle zndmé véty je existence limity posloupnosti ¢dstenych soultd s, = Y p_; ax,

n=1,2,...,ekvivalentni s Bolzano—Cauchyovou podminkou:“ ke kazdému malému & > 0 se najde N,
takové, Ze pro v8echnan > Ng, m > Ng je |sy — S| < &. Vezmeme-lim > N, ve tvarum = n + m’,
kde m’ > 1, dostaneme nerovnost (8.21). O

VETA 8.32. Konverguje-li fada > oo, |a,|, pak konverguje i Y -2 | an.

Diikaz. Jestlize konverguje fada ) oo |ax|, pak je pro ni splnénd podminka véty 8.32, pficemz
misto nerovnice (8.21) je
lant1] + lant1| + - + lanym| <&
AvSak |an+1 + ant+1 + - + antm| < |lan+1| + lan+1| + -+ + |@n+m| a tudiZ je podminka véty 8.32
splnéna i pro Y v 1 an. O
V souvislosti s vétou 8.32 prirozené vznikd pojem absolutni konvergence rady.
DEFINICE 8.33. Rada} 22, a, konverguje absolutng, jestlize konverguje > 00, |ay|.

JelikoZ je v Yoo, |an| vZdy |a,| > 0, 1ze absolutni konvergenci vySetfovat s pomoci vét o
konvergenci fad s kladnymi Cleny.

DEFINICE 8.34. Pferovnanim fady ) 2, a, rozumé&jme fadu tvaru Y o2 | dg). kde ¢ je

néjakd permutace na N (t. j. bijekce ¢ : N — N ).

VETA 8.35 (o pferovnédni absolutné konvergentni fady). Konverguje-li > ;2 a absolutng,
pak pfi libovolné permutaci ¢ : N — N je > 72, ag(n) rovnéz absolutné konvergentni a plati

00 00
Z an = Z a¢(n).
n=1 n=1

§ 8.4.2. Rady alternujici
Diilezitym specidlnim pfipadem obecné fady Y oo | a, je fada alternujic{
Co—C1+cCcr—...,

4Ciselna posloupnost {x, : n > 1} splituje Bolzano—Cauchyovu podminku, jestlize ke kazdému libovoln& malému
kladnému ¢ Ize najit N, takové, Ze pro vSechna n, m > N, plati |x,, — x| < €.




kde ¢y, c1, C2, ... jsou kladna Cisla.

VETA 8.36 (Leibnizovo kriterium). Alternujici fada Z:OZO(—I)”C,,, kde ¢y, c1, 2,
... je klesajici posloupnost kladnych ciSel s lim,_, o, ¢, = 0, konverguje.

PRIKLAD 8.37. Rady .00 | 1 yree (12!

n

konverguji, pficemZ druh4 z nich kon-
verguje absolutné.

Vysvétleni. Jelikoz je {% in > 1} klesajici posloupnosti s limitou rovnou 0, Ize vyuzit
véty 8.36. Této fada konverguje neabsolutng, nebot’ harmonickd fada Y -, % diverguje.
V pifpadé Y 7, (—;3;{1 fada z absolutnich hodnot ¢lend md tvar Y oo, #ﬁ =Y, ni% a
tudiz konverguje podle dasledku 8.29. U
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