PREDNASKA 9

Funkéni rady

Dale uvazujeme funkce jedné redlné proménné a omezime se jen zdkladnimi pojmy. Podrob-
néji rozebereme dileZity specidlni piipad fady mocninné.

§ 9.1. Obecné pojmy

Funk¢ni fadou se rozumi nekonecny soucet

+o0
f1+f2+...:an, 9.1)
n=1
kde fi, f2, ... jsou funkce jedné redlné proménné. Vypocteme-li hodnoty téchto funkci v bodé
X, dostaneme ¢iselnou fadu
+o0
L1 + L)+ = fuln), 9.2)
n=1

jez pro toto dané x muze konvergovat Ci nikoliv.

DEFINICE 9.1. Oborem konvergence funk¢ni fady (9.1) se rozumi mnoZina vSech
bodd x € R, v nichZ konverguje Ciselnd fada ;:' 21 fu(x).

Vztah (9.2) tedy urcuje funkci f : M — R. Otazkou vsak je, pfesn¢ na jaké mnoziné¢ M je
tato funkce definovana a jaké jsou jeji vlastnosti, zejména zda je f na M spojita Ci diferencova-
telnd, jsou-li takovymi vSecky fi, f2, .... Pouhd konvergence fady (9.2) v jednotlivych bodech
X € M tyto vlastnosti, obecné feceno, nezarucuje (viz piiklad 9.6); tato implikace vyZaduje
jiného — silngj§tho — druhu konvergence.

Pro fady funk¢ni rozliSujeme mezi bodovou a stejnomérnou konvergenci.

DEFINICE 9.2 (bodova konvergence fady). Bodovou konvergenci funkéni fady
Z:j} fn se rozumi konvergence jednotlivych ¢iselnych fad Z: 21 fu(x) pro konkretni body x,
t. j. konvergence posloupnosti s, (x) = Y ;_, fk(x), n > 1, pfi pevné zvolené hodnoté x.

Pojem konvergence stejnomérné, jenz je specificky prave pro fady funkéni, znamend stej-
nomeérnou konvergenci posloupnosti ¢asteénych souctu.

§ 9.1.1. Stejnomérna konvergence posloupnosti funkci

DEFINICE 9.3 (stejnomérnd konvergence posloupnosti). BudiZ uy, u,, ...
posloupnost funkci, definovanych na néjakém intervalu /, a M bud’ néjakd podmnozina /.
Reknéme, Ze tato posloupnost konverguje k n&jaké funkci u stejnomérné na M, jestlize k
libovolné malému ¢ Ize vZdy najit N, tak, a by pro libovolnd n > N, a x € M platilo

[un(x) —u(x)| <e. (9.3)
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V takovém piipade piSeme u, = u pron — 400 a fikdme, Ze limita lim,_, o 1, (x)
existuje stejnomérné na mnoziné M.

S vyuZitim pojmu nejmensi horni meze lze vlastnost u,, = u formulovat takto:

lim sup |u,(x) —u(x)| =0.
n—>+00 v

Pozndmka 9.4 (o rozdilu mezi bodovou a stejnomérnou konvergenci). Ze stej-
nomérné konvergence u,, = u, samoziejmé, plyne bodova konvergence u, — u, ovSem opacné
tvrzeni neplati. Rozdil mezi dvéma pojmy ihned pozndme, zapiSeme-li definici konvergence
bodové: to, Ze u, (x) — u(x) pro x € M bodové, znamen4, Ze pro libovolné x € M k libovolné
malému ¢ > 0 existuje dostatecné velké N, takové, ze pro n > N, plati (9.3). Tedy rliznym
bodiim x mohou odpovidat rtizné hodnoty N, a neni zaruceno, Ze lze N, zvolit jednotnym
zpusobem na celé mnoziné M .

Vzhledem k poznamce 9.4 muze byt u, = u pouze kdyZ u, — u bodové a tudiz pri
ovérovani stejnomérnosti limity vZdy zaéneme zjiSténim limity bodové.

PRIKLAD 9.5. Posloupnost funkei u,(x) = cos (;—‘), n > 1, konverguje k u(x) = 1 stejnomérné
na [—m, 7).

Vysvétleni. Pro libovolné x plati lim,_, 4 cos (;—‘) = cos(0) = I, t.j.na M = [-7m, 7]
posloupnost bodovée konverguje ke konstantni funkci u(x) = 1. Zkusme ovérit, zda tito konvergence je
stejnomérna ve smyslu definice 9.3. S pomoci vzorce 1 — cos o = 2 sin? % dostaneme

‘cos (i) — 1) = 2sin? (i) . 9.4)
n 2n
Zvolme libovolné malé ¢ > 0. Aby platilo
jcos (=) — 1| <. 9.5)
2n
vzhledem k (9.4) sta&i, aby bylo sin® (£) < £, tedy }sin (%)‘ < \/E , coZ bude zaruceno pii % <
arcsin \/g, t.j.
|x|
n>-——. 9.6)

2 arcsin \/g

Potfebujeme zvolit N, tak, aby pro n > N, vzdy platilo (9.5), a to navic nezavisle na hodnoté x. Nejveétsi
hodnotou |x| pro — < x < & je m a tudiZ nerovnice (9.6) jisté€ bude platit pro vSechna x € [—m, 7] a

libovolné n > N, poloZime-li
Ne=—"+1. ©.7)

2 arcsin \/g

JelikoZ hodnota (9.7) nezdvisi na x, timto byla dokdzana stejnomérné konvergence u, = 1. (]

PRIKLAD 9.6. Posloupnost funkci u,(x) = x”, x € [0, 1], n > 1, bodové konverguje k funkci

0 pro0<x <1,

u(x) = % 9.8)

1 prox =1.
Konvergence neni na [0, 1] stejnomérna.

Vysvétleni. Je ziejmé, Ze pii 0 < x < 1 je limy— o0 Uy (x) = limy 500 X® = 0au, (1) = 1 pro
vSechna n, tedy u, — u bodové. (9.3)
x" pro0 <x <1

9.9
[x* —1] prox = 1. ©9

|1 (x) —u(x)| = {
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Z grafu (arovnéZz i vzorce (9.9)) je zfejmé, Ze nejmensi horni mez téchto velicin je 1: supg<, <; |[Un(x) —

u(x)| = 1 a tudizZ neni konvergence stejnomérna. o
Poznamenejme, Ze, i kdyZ viecky funkce u, jsou na [0, 1] spojité, souttem fady > o ; Uy je nespojitd

funkce (9.8). O

§ 9.1.2. Stejnomérna konvergence funkéni rady

v_ s v

DEFINICE 9.7 (stejnomérnd konvergence fady). Funk¢ni fada Z:{:i fn konver-
guje stejnomérné na mnoziné M, jestlize na M stejnomérné konverguje posloupnost jejich
¢astecnych souctd.

DEFINICE 9.8 (majoranty funkc¢ni fady). Plati-li pro vSechnax € M an > 1

| fn (X) | S an,
fikdme, Ze fada s kladnymi ¢leny > oo, a, je majorantou pro funkéni fadu Y oo | fy.

VETA 9.9 (Weierstrassovo kriterium). Funkéni fada, pro niZ na dané mnoziné
existuje konvergentni majoranta, konverguje na této mnoZziné stejnomérne.

PRIKLAD 9.10. Rada > "mi# konverguje stejnomérné pro —oo < x < 0.

z

Vysvétleni. Pfi —oo < x < oo, n > 1 plati %(2’”)
n

< 3%, piicemz ) o2 | L < +oo.
Rada pak konverguje stejnom&rné podle véty 9.9. U

V ptipade stejnomérné konvergence lze dokéazat, Ze soucet fady spojitych (resp. diferencova-
telnych) funkci bude rovnéz funkci spojitou (diferencovatelnou). Budiz [a, b] né€jaky interval.

VETA 9.11 (o spojitosti souctu). Bud’ Zzozl fn funkéni fada, kde vSecky f1, f2, ...
jsou na [a, b] spojité. Konverguje-li Y o2 | f, na [a, b] stejnomérné, pak jeji soudet je rovnéz
spojitou funkci na [a, b].

Bez predpokladu stejnomérné konvergence zarucit spojitost souctu nekone¢né¢ mnoha funkci

obecné nelze (viz priklad 9.6).

VETA 9.12 (o diferencovatelnosti souctu). Bud’ ZZO=1 [ funkeni fada, kde vecky
f1, fa, ... maji na [a, b] spojitou derivaci, pfi¢emz v kazdém bodé& x € [a, b] fada > no | fu(x)
konverguje a fada Y oo, f, konverguje na [a, b] stejnomémé. Pak je soudet f = > > fn
funkci diferencovatelnou na [a, b] a v kazdém bodé x € [a, b] plati

)= ).
n=1

Pozndmka 9.13. Toto tvrzeni 1ze dokdzat v obecnéjSim tvaru: ve vété 9.12 staci predpo-
kladat, ze vSecky fi, f, ... majina [a, b] kone¢nou derivaci a fada > ., f,(x) konverguje
alespon v jednom bodé x € [a, b].

§ 9.2. Mocninné rady
DEFINICE 9.14. Mocninnou fadou se nazyva funkéni fada

o0
ch(x—xo)" =co+ c1(x —x0) + c2(x —x0)> + ...,

n=0
kde ¢y, c3, ... je nekonecnd posloupnost Cisel. Bod x( se nazyvé stfedem fady.
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Po substituci x — xo = ¢ bez Ujmy na obecnosti 1ze uvazovat pouze pripad xo = 0:

E CnX™ =co+c1x + cox?+ ...

§ 9.2.1. Konvergence mocninné rady

VETA 9.15 (Abel). Konverguje-li fada Y oo c,x" pfi x = a (a # 0), pak rovnéz
konverguje pro vSechna x s |x| < a.

DUSLEDEK 9.16. Diverguje-li Y o, c,x" pfi x = a, pak diverguje i pro vSechna x s
|x| > a.

VETA 9.17 (0 poloméru konvergence). Pro mocninnou fady Y 7, ¢,x" se stfedem
v 0 vzdy existuje R (0 < R < +400) takové, Ze:

(1) pro vSechna x € (—R, R) fada konverguje absolutné;
(2) pri |x| > R fada diverguje.
Je-li R = 400, oborem konvergence je (—oo, 00); pro R = 0 konverguje fada jen ve svém
stredu (oborem konvergence je tedy mnoZina jednoprvkova).

Cislo R ve vété se nazyvd polomérem konvergence mocninné rady.
Poznamka 9.18. Pfi |x| = R muze fada konvergovat neabsolutné, popt. divergovat.

VETA 9.19 (o stejnomérné konvergenci mocninné fady). Bud’ R polomér kon-
vergence mocninné fady Y o2 o ¢, x". Pak:

(1) v kazdém uzavieném intervalu [—r, r], kde 0 < r < R, konverguje fada Zf;o Ccp X"
stejnomérne;

(2) diverguje-li fada Y o, c,x" pfi x = R, pak jeji konvergence na [0, R) nenf stejno-
mérnd (podobné v bodé —R).

Z véty 9.19 (1) vzhledem k Weierstrassove vété 9.9 plyne, Ze souCet mocninné rady uvnitf
intervalu konvergence vZdy predstavuje spojitou funkci. Spojitost v bodech R, —R pak zélezi na
tom, zda v tomto bodé fada konverguje.'

PRIKLAD 9.20. Vysetfeme konvergenci fady Y o2, nznx”.
Reseni. PouZijme podilové kriterium pro fadu z absolutnich hodnot 352 x|
1 ||n+1n2"_ n m_}m
(n + 1)2n+1 |x|* n4+12 2

|x|" tedy konverguje pii |x| < 2 a diverguje pfi |x| > 2. V
x™ konverguje absolutné.

pfin — +oo. Rada 3 °° onzn
intervalu (—2,2) fada > o2

n 0 nzn
Pfi x = 2je Y ,2, = x" fadou harmonickou: Y ;2 —-2" = Y ' 1 a tudiZ diverguje.
Pii x = —2 je to fada alternujici Y o, n2”( npm2t = >, (_;) , jez konverguje podle
Leibnizova kriteria. O

S pomoci podobnych uvah lze dokézat nasledujici uziteCné vzorce pro ureni poloméru
konvergence.

1V bodech R, —R mluvime o spojitosti zleva resp. zprava.
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VETA 9.21. Bud' R polomér konvergence mocninné fady Y -, ¢,x". Existuje-li

Cn+1
Cn

lim = A,
n—>0o0

pak & = A.

VETA 9.22. Bud R polomér konvergence mocninné fady Y oo, ¢,x". Existuje-li

lim {/|c,| = A
n—>oo
1 _
pak x = A.
§ 9.2.2. Taylorova rada
Pfipomenme si vétu o Taylorové vzorci.

VETA 9.23 (Taylortiv vzorec). Bud f funkce, jeZ ma v bod¢€ xq spojité derivace do
fadu n vcetné. Pak pro x v okoli bodu xj je

f( 0) J"(x0)
2!

(n)
7o) = fex) + T ¢ L g LT (),

kde pro zbytkovy Clen r,,(x) plati

_ralx)
lim = 0. (9.10)
5% (x — Xo)"

VETA 9.24 (Lagrangetv tvar zbytku Taylorova vzorce). Pro libovolné x v okoli
X plati

f(n+1)(g)
(n+ 1)!

kde £ je jisty bod, nachdzejici se mezi xg a x.

rp(x) = (x — x0)"HL, 9.11)

Mocninn4 fada

(o) " (x0) ™ (x0)
700 = fexo) + 0 gy 4 L g LD ey
je Taylorovou fadou pro funkci f. Specidlnimi pfipady jsou rozvoje
x_ 1 x? x"
= +x+2—!+---+—'—|—...,
xZ X4 2n
COSX:1—2—!+4—!— +( )(2 )'
3 xs x2n—1
=x—— !
sinx = x 3l + — o + (—1) (2 _1)'
x2 3
In(1 + x) =x——+——---+(—1)”‘1—+...
2 3 n

(posledni pro x € (—1, 1]).



§ 9.2.3. Operace s mocninnymi radami

VETA 9.25. Mocninnou fadu uvnitf jejtho intervalu konvergence 1ze ¢len po ¢lenu derivo-
vat: je-li, Y oo o cpX™ = f(x) pii x| < R, plati

f(x) = chnx”_l.
n=1



