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§2

Integral neurcity

§ 2.1. Primitivni funkce a integral neurcity

M¢jme funkci f definovanou a spojitou na néjakém intervalu (a, b). Pojmy primitivni
funkce a integralu neurcitého slouZzi pro zodpovézeni otazky: derivaci ¢eho je vyraz f(x)?

DEFINICE 2.1. Primitivni funkce k funkci f na intervalu (a, b) je takova funkce F, Ze pro
kazdé x z (a, b) plati F'(x) = f(x).

Napf. funkce F(x) = 3x? je primitivni funkei k f(x) = 5x2, nebot F'(x) = 3 -3x* =
5x% = f(x). Navic viechny primitivni funkce pro f(x) = 5x? maji tvar F(x) = 3x* + C,
kde C je libovolna konstanta (toto plati i obecné).

DEFINICE 2.2. Vyraz

/f(x) dx = F(x)+C, x € (a,b), (2.1)

kde F je funkce primitivni k f a C je libovolna konstanta, se nazyva integrdlem neurcitym
funkce f.

Poznamka 2.3. Jinak se da fici, Ze integrdlem neurCitym dané funkce je jakédkoliv jeji
primitivni funkce, anebo souhrn vSech primitivnich funkci. Integral neurcity se tedy definuje
jednoznacné az na ,,aditivni konstantu*. Pojmy primitivni funkce a integralu neurcit€ho jsou
vesmés shodné.

Symbol [ je oznaCovan jako integradni znak, funkce f se nazyva integrandem a formalni
symbol ,,dx * slouzi k oznaCeni proménné, podle niZ dany vyraz integrujeme. Zapis cteme takto:
mintegrdl z f(x) podle x .

Neurcity integrél (2.1) zodpovidd otazku: jak vypadaji vSecky mozné vyrazy, které po zderi-
vovdni vzhledem k proménné x se proméni na f(x)? Plati tedy, ze

(/ f(x) dx) = f(x), (/ F'(x) dx) =Fx)+C, (2.2)

kde C je libovolna konstanta. Operace derivovani a nalezeni integrdlu neurcitého jsou v tomto
smyslu navzdjem inverzni. Konstanta C se nazyva integracni konstantou.

VETA 2.4 (o existenci primitivni funkce). Ke kazdé funkci spojité na intervalu (a, b) existuje
na tomto intervalu funkce primitivni a tudiZ m4 funkce integral neurcity.

uziva zejména z diivodu historickych (jasnéjsi to je v piipadé integralu urcitého, kde vystupuji
urcité soucty prirastkl funkce, vynasobené prirtistkem argumentu; § 3.2).
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Toto oznaceni v§ak ma svij smysl a poskytuje uréitou vyhodu. Nehledé€ na to, Ze ,,dx*“ v
zdpisu integrélu je pouze formdlni symbol, jenZ zna¢i proménnou, podle niZ se integruje, v praxi
je pohodIné (a z hlediska vypoctu také vhodné) tlumodit vyraz ,, f(x) dx* jako ,, f(x) - dx*
(,.f(x) krat dx*). PiSeme tedy napf. [+ dx = [ 4.

Vsude déle v této kapitole plati

Umluva 2.6 (o vynechéni integraéni konstanty). JelikoZ integra¢ni konstanta k
vysledkim integrace vzdy automaticky patii, bez Gjmy na piesnosti ji ob¢as budeme pro zkraceni
zapisu vynechdvat.

§ 2.2. Vlastnosti integralu neurcitého

Zékladnimi vlastnostmi integrdlu neurcitého jsou relace (2.2). Vzhledem k § 3.1 a vlastnos-
tem derivace plati vlastnost linearity integralu: pro libovolné spojité funkce f7, f» a konstanty
A1, Az je

/ 1 fi() + Aa o)) dx = Ay / A1) dx + A, / () dx.

Mimo jiné, konstantu Ize vZdy vytknout pred znak integrélu a integrél souctu (rozdilu) dvou
vyrazi je souctem (rozdilem) pfislusnych integrali.

Pozndamka 2.7 (dilezité varovani). Neexistuji smysluplné vzorce, které by vyjadio-
valy [ f(x)g(x) dx nebo [ % dx pfes [ f(x) dx a [ g(x) dx!

§ 2.3. Vypocet integralu neurcitého

»Vypoctem* integrdlu neurcitého se rozumi jeho vyjadieni s vyuZitim konecné mnoha
elementédrnich funkci pomoci algebraickych operaci a operace sloZeni. Napf. [(x?+5e3*) dx =
x—; + §e3x +C (vysledkem je linedrni kombinace funkci mocninné a exponencidlni); [ xe* dx =
%exz + C (slozeni funkci exponencialni a kvadratické), kde C je libovolna konstanta.’

Derivace konkrétnich funkci vZdy vypocitdme podle zndmych pravidel derivovani, to jest
vysledek je svym zplisobem garantovan a k jeho dosaZeni staci jen znat zdkladni vlastnosti
derivace a tabulku derivaci elementarnich funkci. V pripadé integrace je situace odlisnd: mtize
se totiZ stat, Ze neurcity integral néjaké funkce zdsadné ,,nelze vypocitat*. Toto znamen4, Ze
existuji elementarni funkce, jejichZ primitivni funkce jiZ mezi elementarni funkce nepatfi. Je
tomu tak napf. pro f(x) = e, f(x) = sin(x?) apod.; jsou to funkce, pro néz nelze integral
[ f(x) dx Zadnym zplisobem vyjadfit pfes funkce elementdrni (to jest mocninné, exponencidlni,
trigonometrické, polynomialni, racionalni lomené).®

Pozndmka 2.8. Na rozdil od derivaci, pro integral plati, ze:

SKontrola zderivovanim: (% + 3¢ + C) = 33x% 4 3633 = x% 4 5¢3%; (e"z)/ = 2xe*’.

®Skutecnost, Ze se néjaky integral nevyjadfuje ve funkcich elementarnich, nikterak nesvédci o jeho podfadném
vyznamu nebo nepouZitelnosti. Naptiklad, funkce erf x = % f(f e dt je dilezitd v teorii pravdépodobnosti
(tzv. chybovd funkce), funkce Cy4(x) = fOX cos (qxz) dx aS;(x) = fox sin (qxz) dx jsou tzv. integrly Fresnelovy,
jichZ se uziva ve fyzice apod.
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(1) ne kazdy integral neurcity ,,lze vypocitat*;
(2) i pokud dany integral neurcity vypocitat lze, je potfeba nalézt zptsob jak to udélat.
Obecné platnd metoda pro vypocet libovolnych integrdlu neexistuje.

Pro integral, jez explicitné vypocitat Ize, miiZzeme ocekavat nasledujici pripady:
(1) vzorec pro integrél je zndm bezprostfedné z tabulek;
(2) po vhodné tpravé 1ze obdrzet integrél, shodny s nékterym z tabulkovych nebo jemu
podobny;
(3) na integral lze (bezprostfedné nebo po uprave) aplikovat jednu z integracnich metod
(integrace s pomoci nové proménné nebo po Castech; §§ 2.3.2, 2.3.3).

§ 2.3.1. Tabulky zikladnich integralu

PreCtenim tabulky znamych derivaci elementdarnich funkci v opacném sméru prirozené
vznikd uzitecnd tabulka zakladnich integralt (viz tabulka 2. 1).

n+1 d
/x” dy = > (n # —1) D x| 2.4)
n+1 X
/exdx=ex /axdx=a— (a#1) (2.5)
Ina
/cosx dx = sinx /sinx dx = —cosx (2.6)
dx dx
o arctg x ol tg x (2.7)

TABULKA 2.1. Integraly nékterych elementdrnich funkeci.

Vskutku méame (x™) = mx™"! a pak prom # 0 plati x™! = (xm), = (xm) to jest
F(x) = & Je primitivni funkci k f(x) = x™ 1. Ddle plati (¢*) = ex (sinx)’ = cosx,
(cosx)’ = —sinx, (arctgx) = atd. Podobnym zpiisobem se odvodi integraly rady
dalSich znamych funkci.

Jiné Casto vyuzivané vzorce pro integraly nalezneme v tabulce 2.2; jejich odvozeni vSak je
slozitéjsi.

Tyto ,.tabulkové* integraly v uvedené podobé zpravidla nepotkdme a u konkretnich integrala
je potfeba vymyslet vhodné tpravy.

1
1+x2

"Pro lepsi prehlednost v této tabulce vynechdvdme libovolnou aditivni konstantu, kterd tam, samoziejmé,
vzdycky patfi.

Druhy vzorec v (2.4) chdpeme jako prehlednou, avSak netiplné presnou podobu vzorce (2.3), vyjadiujiciho
integrél [ d;". I kdyZ tento vzorec v takovéto zkracené podobé zcela béZné potkdvame, jeho matematicky preciznim

znénim je
dx
X

kde Cy a C; jsou libovolné konstanty. Integracni konstanty zde tedy mohou byt riizné na levé a pravé poloose.
Dtivodem je fakt, Ze In |x| neni v bodé x = 0 definovan a tak se defini¢ni obor této funkce déli na dvé ¢asti, na
nichZ se vyraz 1 integruje zvI43t.

In(—x) +C; prox <0,

(2.3)
Inx + Cy pro x > 0,
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1
/\/ﬁ dx = arcsin% +C (28)
1
———— dr=In|x+ VP £ B|+C (2.9)
/szj:B
1 1 X

1 1 A+x
dx = —1 C 2.11
/Az—x2 * ZAH‘A—x * (e11)

TABULKA 2.2. Dalsi ¢asto vyuzivané integraly.

PRIKLAD 2.9. Integrdl [ cos? 5 dx v tabulkéch bezprostfedné nenalezneme. Vypocitdme
ho vSak velice snadno pomoci vzorce pro cosinus dvojitého uhlu, jenZ nim umoZni mocninu
sniZit:

/ 2xd 1/(1+ )d x+1/d(, ) x+1. L C
cos” —dx = = cosx)dx = = 4+ = sinx) = — 4 —sinx .
2 2 2 2 2 2
§ 2.3.2. Metoda integrace po castech (per partes)

Metoda integrace po ¢astech mize byt vhodna v piipadech, kdyZ je integrand ve tvaru
soucinu dvou vyrazi, z nichZ jeden je Zidouci zderivovat a druhy dovedeme integrovat.®

§ 2.3.2.1. Princip integrace po Cdstech

VETA 2.10 (o integraci po ¢astech). Pro diferencovatelné funkce u a v plati
/u(x)v'(x) dx = u(x)v(x) — / v(x)u'(x) dx. (2.12)

Dikaz. Méme dvé diferencovatelné funkce u a v. Pak dle pravidla derivovani soucinu je
(uv) = uv’ + vu'v, odkud uv’ = (uv)’ — vu’ a proto

/u(x)v/(x) dx = /(u(x)v(x))/ dx — / v(x)u'(x) dx. (2.13)

Podle (2.2) plati’ J(u(x)v(x)) dx = u(x)v(x) a proto z (2.13) integraci obdrzime (2.12). [

Pozndmka 2.11. VyuZijeme-li pojmu diferencidlu, miizeme zapsat vztah (2.12) v podobé

/u(x) dv(x) = u(x)v(x) — / v(x) du(x), (2.14)

Vv,

kterd je obvykle pohodlné;si k zapamatovani.

Zpiisobu vypoctu integrald, jenz se zaklada na vzorcich (2.12), (2.13), se tika integrace po
dstech neboli per partes. Vyuziti této metody je vhodné, jestlize bude integral [ v(x)u’(x) dx
jednodussi nez [ u(x)v’(x) dx (to jest zderivovani u pii souasném zintegrovani v’ zp&t na v
situaci v né¢jakém smyslu zlepsuje).

8Je to, v podstaté, jedind funk¢ni ndhrazka chybéjiciho pravidla integrace soucinu.
“Muzeme zde vzit konstantu integrovani rovnou 0, protoZe se v souctu (2.12) vyskytuje dalsi neurcity integral,
obsahujici integracni konstantu.
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§ 2.3.2.2. Jednoduché ptiklady integrace po Castech
PRIKLAD 2.12. Vypod&téme integrdl [ x cos x dx s pomocf integrace per partes.

Reeni. Oba dva Cinitele x a cos x se dobfe derivuji a integruji, avsak pro ten prvni je
x" = 1. Zvolme tedy ve vzorci (2.12) u(x) = x; pak musi byt v’(x) = cos x, odkud dostaneme
v(x) = [v'(x) dx = [cosx dx = sinx (viz tabulka 2.1) a tudiz dle (2.12)

/

o S — [~ — , ,
x -cosxdx = x -sinx — 1 -sinx dx = xsinx — | sinx dx.
Integral f sin x dx je tabulkovy ( f sinx dx = —cos x aZ na aditivni konstantu; viz (2.6)) a
proto
/xcosx dx = xsinx — / sinx dx = xsinx + cosx + C,
kde C je libovolna konstanta. U

Pozndmka 2.13 (o sprdavné volbé ¢lentl). Pro uspéSnou integraci po ¢astech je tieba
v (2.12) rozumné zvolit u a v'. Polozime-li, napf. v [ x cos x dx z piikladu 2.12 u(x) = cos x,
v/(x) = x,bude u'(x) = —sinx, v(x) = [ x dx = 7x? a dostaneme

1, 1 5 .
xcosxdx=§x cosx—l—i x“sinx dx,

coz je vysledek nevyhovujici, jelikoZ ukol vypoctu integrdlu [ x?sinx dx neni nikterak snad-
né&jsi nez pivodni zadani. Nevhodna volba ¢lent tedy zpusobi, Ze pfi integraci po ¢astech k
zjednoduseni pivodniho integralu nedochazi (je zfejmé, Ze by v tomto piipadé bylo vhodné ¢len
x prave derivovat, nikoliv integrovat).

Metody integrace po Castech lze, samoziejmé, vyuZit i opakované.
PRIKLAD 2.14. Vypoétéme [ x2e* dx.

ReSeni. Vzhledem ke zkusenosti s piikladem 2.12 budeme derivovat x2 (zjednodusi se) a

integrovat e* (umime to provést). Metodu integrace po Castech zde pouZijeme dvakrit:

—x2 /—pX
u=x-, v'=e u=x, v/ =e*

u'=2x, v=_e* dx=e* u'=1, v=e*

: ;
fxzex dx = x%e* — 2/xex dx = x%e* =2 (xex — [ e” dx)

= x%e* —2(xe* —e*) + C = (x* —2x 4+ 2)e* + C.
Integracni konstantu sta¢i pridat aZ na konci. U

V nékterych piipadech integrace po Castech nevede pfimo na konecny vysledek, avSak po
jejim opakovaném vyuZiti obdrZime vztah, jenZ lze chéipat jako rovnici pro uréeni hodnoty
integrélu.

PRIKLAD 2.15. Vypoctéme integraly
I(x) = /excosx dx, J(x) = /ex sinx dx. (2.15)

Redeni. JelikoZ (e*) = e* a derivace sinu a kosinu jsou, aZ na znaménko, znovu kosinus
nebo sinus, ocekdvame, Ze metodou per partes jeden z téchto integrdlu pfevedeme na ten
druhy a naopak, pficemz v daném piipadé neni dililezité, ktery z téchto ¢lenti budeme derivovat.
Vykondme-li toto dvakrat, dostaneme zase integrdl pivodni a tudiZ i vztah pro urceni jeho
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hodnoty. UvaZzujme napr. J(x) a proved’me per partes s u(x) = sinx, dv(x) = e* dx; pak
bude du(x) = cosx dx, v(x) = [e* dx = e* a tudiz

u dv u v v du
J(x) = /sinx e*dx =sinx e* — | e* cosx dx = e*sinx — I(x). (2.16)

Vykondme-li podobné tpravy s I(x), obdrZzime

dv u v du
u v
e _— ‘
I(x) = /cosxex dx = e* cosx— [ e* (—sinx)dx = e*cosx + f e”* sin x dx,

cozZ znamend, ze [(x) = e* cos x + J(x). Odvodili jsme tedy, Ze pro uvazované integraly plati
vztahy

I(x) =e*cosx + J(x), J(x)=e"sinx — I(x),

odkud dostaneme /(x) — J(x) = e* cosx + J(x), I(x) + J(x) = e* sinx a tudiZ je
1 1
I(x) = Eex(sinx +cosx)+C, J(x)= Eex(sinx —cosx) + C.

Pfidali jsme na konci integra¢ni konstantu, jelikoz integrdl neurcity ma zahrnovat vSecky
primitivni funkce.

Poznamenejme, Ze, zajima-li nds pouze jeden z integralt (2.15), napt. J(x), staci v (2.16)
provést integraci po Castech jesté jednou, ¢imz ziskdme rovnici pro urceni J(x). U

§ 2.3.2.3. Bézné typy integrdld, jez lze vypocitat integraci po Castech

Metodu per partes je vhodné pouzit zejména pro ndsledujici Casto se vyskytujici typy
integral:

§ 2.3.2.3.1. Integrdly [ p(x)cos(ax) dx, [ p(x)sin(ax)dxa [ p(x)e®* dx

Integrand je ve tvaru soucinu polynomu p(x) a funkce, jejiZ integral 1ze snadno vypocitat.
Derivujeme pak ten polynom (¥ = p(x)), v novém integrandu obdrZime polynom nizsiho

stupné (per partes aplikujeme nékolikrat, azZ se polynom zderivuje na konstantu). Modelem je
priklad 2.12.

§ 2.3.2.3.2. Integraly [ e?*cos(bx) dx, [ e**sin(bx) dx

Zde oba dva Cinitele 1ze zcela jednoduSe integrovat i derivovat. JelikoZ (sin x)" = cos x,
(cosx)" = —sinx, vychazi, ze 1ze [ e** cos(bx) dx vyjadrit pres [ ¢~ sin(bx) dx a naopak.
Pouzijeme-li per partes dvakrét (ve stejném sméru, abychom se nevritili na zacatek!), obdrzime
vztah, jenZ lze povazovat za rovnici pro uréeni daného integralu (pfiklad 2.15).

§ 2.3.2.3.3. Integrdly soudint typd [ p(x)(Inx)™ dx, [ p(x)(arctgx)™ dx,
[ p(x)(arcctg x)™ dx
Integraly tohoto typu, kde m je prirozené ¢islo a p(x) je polynom, lze vypodist integraci po
castech (derivujeme Clen s In x, arctg x, arcctg x). SpoleCnym u té€chto integralu je to, Ze derivace
In x, arctg x, arcctg x jsou raciondlni vyrazy, kdeZto integrdlem polynomu je opét polynom. Je-1i
m > 1, integraci po Castech provedeme vickrét.
Podobné Ize vypocitat [ p(x)(arcsinx)™ dx [ p(x)(arccos x)™ dx

PRIKLAD 2.16. Vypo&téme [ arcsinx dx.
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ReSeni. Integraci po ¢4stech obdrzime

u’

/

/UT — [,';’ L . 1/d<1—x2)
-arcsin x dx = X arcsin x — X ——————dX = xarcsinx — — —_—
V1—x2 2) Ji—x2

1
= x arcsinx + 3 /(1 — xz)_% d(1 — x?).
Jelikozs 1 —x2? =5, —2x dx = ds je
/(1 —x2)2d(1 —x?) = [s—i ds =252 =2(1-x?)2, (2.17)

dostaneme

/arcsinx dx = xarcsinx + v'1 — x2.

PRIKLAD 2.17. Vypo&téme [ (arcsin x)? dx.

Reseni. Podobné piikladu 2.16

u’

u u —_—

— P __Darcsin x 2.18
/ 1 -(arcsinx)? dx = "x (arcsinx)? —/ X ———— dx. 2.18)
V1 —x?
Ve vysledku opét integrujme po Castech s u = arcsinx, v/ = _f; > (to jest tak, aby byl

zderivovén zase ¢len s arcsinx); dle (2.17) bude v = | % dx = [ ﬁ d(1 —x?) =

24/1 — x2 a tudiz

v/ u’
v v
P — u u

———arcsinx dx :2v1—x2arcsinx—/2vl—xz—dx
/\/1—x2 V1 —x2
= 2+/1 — x%arcsin x — 2x.

Dosazenim do (2.18) dostaneme
/(arcsin x)? dx = x (arcsin x)?® 4+ 2+/1 — x2 arcsin x — 2x.

§ 2.3.3. Metoda integrace s pomoci nové proménné (substituce)

Metoda integrace s pomoci nové proménné, jak 1ikd jeji nazev, je zaloZzena na zavedeni nové
integracni proménné, napt. ¢, misto pivodni promé€nné x prostiednictvim urcitého vztahu typu
x = ¢(t) anebo t = ¥ (x) (tzv. substituce). Aplikujeme-li tuto substituci v néjakém integralu
[ g(x) dx, po vylou€eni piivodni proménné x z integrandu g(x) a diferencidlu dx dostaneme
jiny integrdl podle nové proménné. Substituci 1ze hodnotit jako uspéSnou, dostaneme-li ve

vysledku integrdl v n&jakém smyslu jednodussi nebo vhodngjsi pro dalsf dpravy.'® Po vypoétu
pomocného integralu podle nové proménné je potieba se vratit k proménné ptivodni.

104, samoziejmé, v prvni fadé, je-1i viibec moZné danou substituci korektné provést, to jest jsou-li splnéné
pfislusné podminky.

19



§ 2.3.3.1. Princip integrace s pomoci nové proménné

Derivujeme-li slozeny vyraz tvaru F(¢(t)), dle fetézového pravidla mame

d
3 F@@0) = F@@0)¢' 0.

Integraci tohoto vztahu (za pfedpokladu spojitosti funkci f, ¢ a ¢’) bezprostifedné dostavame

/ﬂMMme=F@MH%L (2.19)

kde f = F’'. Jelikoz F je funkci primitivni pro f, plati F(x) = [ f(x) dx a tudiZ lze vztah
(2.19) zapsat ve tvaru

[fwmwmw=/?umn (2.20)

kde v integrdlu na pravé strané po jeho vypoctu za x dosadime x = ¢(¢). Pfipomeneme-li si
pojem diferencidlu,'' miZzeme tuto skute¢nost vyjadiit nazornéj$fm vzorcem

[ rewnan = [ s ar e2)
jenz je ekvivalentni s (2.20). Shrnutim uvedenych tvah obdrzime takovou vétu.

VETA 2.18 (o integraci s pomoci substituce). Bud’'te f funkce spojitd na intervalu (a, b)
a ¢ funkce definovand na intervalu («, ) a majici v kazdém jeho bodé derivaci, pricemz
¢(t) € (a,b) pro vsechna ¢t € («, B). Potom pro kazdé ¢ € («, B) plati uvedené vyse rovnice
(2.20), (2.22), dosadime-li na jejich pravych stranach po vypoctu integralu x = ¢ ().

Toto znamenad, Ze pokud ma integrand tvar f(¢(z)) ¢'(¢) s néjakou diferencovatelnou funkei
¢, pak je vysledek jednoduse integralem z f* s dosazenym misto argumentu vyrazem ¢ (¢). Staci
tedy odvodit integral z f.

Na vzorcich (2.20), (2.22) je zaloZena tzv. substitucni metoda vypoctu integralu. Vztah
x = ¢(t) vyjadiuje zavedeni nové proménné ¢, coz objasiiuje ndzev metody.

PRIKLAD 2.19. Vypo&téme | cos® ¢ sinz dr.
Redeni. JelikoZ sin? je derivaci vyrazu — cos t, lze napsat
cos®tsint = cos®t (—cost) = —cos>t (cost),
cozmd tvar f(¢(1))@'(t) s ¢(t) = cost a f(s) = —s>. Proto dle vzorce (2.20) je

1
/c0s3lsintdt = —/c0s3l(cost)'dt =—/s3 ds = _ZS4+C’

kde s = cost a C je libovolna konstanta. Integrél je tedy vypocitan a zbyva se jen vratit k
pivodni proménné ¢, to jest v ziskaném vysledku za s dosadit cos ¢:

3, L
cos tsmtdlz—zcos t + C.

Téhoz vysledku dosdhneme s vyuZitim vzorce (2.22): polozime-li cost = s, bude ds =
d(cost) = —sinz dt a tudiZz sintdr = —ds a [cos*tsintdt = — [cos®t d(cost) =
— ['s? ds, coZ vede na jiz odvozeny vzorec. O

Hyak jiz vime z poctu diferencidlniho, diferencidlem funkce f v bodé x je vyraz
df(x) = f'(x)dx. (2.21)
Z hlediska vypoétl je zde pohodlné tlumodit vyraz ,,f’(x) dx“ jako ,,f’(x) - dx . Pfipomina to také historické
oznaleni derivace: f'(x) = %, z néhoZ (2.21) obdrzime formdalnim vyndsobenim diferencidlem nezavisle
proménné dx. Z diferencidly se pracuje, v podstaté, stejné jako s odpovidajicimi derivacemi.
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§ 2.3.3.2. Zpisoby vyuziti metody substituce

Metody substituce, zaloZené na rovnicich (2.20), (2.22), Ize uzit dvojim zplisobem v zavis-
losti na tom, ctéme-li rovnici zleva doprava nebo opacné.

1. zplsob

Mame-li vypo&ist integrdl, jenz se podafilo upravit na tvar [ f(¢ (7)) ¢(¢) dt nebo, coZ je
totéz, [ f(¢ (1)) dg(r), pak ho s pomoci substituce ¢ (1) = x prevedeme na integrdl [ f(x) dx,
v némZ pak po vypoltu zpétné dosadime x = ¢ (). Je-li mozné [ f(x) dx vypocitat, bude
uloha integrace vyreSena.

Uspéch tohoto postupu se urluje tim, zda se podaif vyraz pod znakem integralu vyjadiit ve
tvaru f(¢(z)) d¢(¢) nalezenim vhodné funkce ¢. Je to obecné nesnadny ukol, vyzadujici urcité
zkuSenosti. V nékterych pfipadech je volba substituce zcela zfejma (typickym je priklad 2.19), v
jinych hled4ni vhodné substituce vyZaduje tsili.'?

2. zpusob

Mame-li vypoéist integrdl [ f(x) dx, miiZeme se pokusit najit vhodnou substituci x = ¢ (7)
tak, aby vysledny integrdl podle nové proménné | f(¢ (7)) d¢(¢) byl v né¢em vyhodné&jsi neZ ten
vychozi. JestliZze novy integrdl dokdZeme vypocist, ve vysledku bude potifeba vykonat zpétnou
substituci (vratit se k pivodni proménné x).

Posledni krok se zpé€tnou substituci v sob& ukryva urcitou jemnost: ve vysledném integralu
totiZ musime vSude vyjadfit ¢ pres x, coZ neni vZdy mozné, jelikoZ vykonand substituce ma
tvar x = ¢(¢). Pro tento pfipad véta 3.2 vyzaduje upfesnéni formou dodatecné podminky, kterd
pozadovanou vlastnost zaruéf."?

VETA 2.20. Predpokladejme, Ze ¢ ve vété 3.2 zobrazuje (o, B) na (a, b).'* Pak Ize integral
[ f(x) dx vypocist s pomoci vzorcii (2.20), (2.22), kde vlevo proménnou ¢ vyjadiime pies x
podle rovnice ¢(t) = x.

Poznamka 2.21. Dodate¢nd podminka véty 2.20 je jisté splnéna, je-li ¢ monotonné
rostouci nebo klesajici (pak bude zpé&tné vyjadieni ¢ pfes x jednoznacné: t = ¢~!(x); obecnd
tomu tak byt nemusi). Tento pfipad se v praxi vyskytuje nejcastéji.

Pozndmka 2.22 (o provedeni substituce v praxi). V praxi substituci v integralu

/ f(x)dx

provadime tak, Ze po zavedeni nové proménné vztahem typu x = ¢(¢) (anebo ¢t = Y (x))
puvodni proménnou x v integrandu vyjadiime pfes novou proménnou ¢. Zaroven vyjadiime
diferencidl dx pres dz: je-li x = ¢(¢), bude dx = ¢’(¢) dt; pro substituci typu t = ¥ (x)
zapiSeme df = ¥'(x) dx, kde v ¥'(x) rovnéz vyjadiime x pies ¢ (v tomto kroku v konkretnich

12My se vSak vesmés zaméfime na nékteré typické a Casto se vyskytujici pripady, kde vhodnou substituci

voevs

invenci.

13Podrobnéjéf vysvétleni Ize nalézt v [1], kap. III, § 4.

14Toto znamend, ze (a, b) je prdavé mnoZinou vSech hodnot ¢ (¢) pro ¢ € («, B), to jest pro kazdy bod x € (a, b)
plati x = ¢(¢) s néjakym ¢ € (o, B). Takova zobrazeni se nazyvaji surjekce.
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piipadech miize byt vyhodnéjsi postupovat trochu jinak; pozorné se podivejte na piiklad 2.29).

Oboji pak formalng dosadime do [ f(x) dx. Po vypotu se md provést substituce zp&tna.
Samotnd volba substituce je otdzkou zkuSenosti a v nemalé mife rovnéZ intuice. Pro vhodnost

substituce x = ¢ (¢) muze hovofit pfitomnost v integralu vyrazu ¢’(¢) d¢ nebo podobnych ¢lent.

PRIKLAD 2.23. Vypo&téme integrél [(5x — 2)%° dx.

Reseni. PoloZime-li 5x — 2 = ¢, dostaneme df = d(5x —2) =5dx, dx = % dt a proto

531 155

Poznamenejme, Ze uZiti substituce ndm usSetfilo znacné usili, jeZ bychom museli vynaloZit
pri vypoctu tohoto integralu rozndsobenim zavorky a integraci jednotlivych ¢lent prislusného
polynomu stupné 30: [(5x —2)*®dx = [(5%°-x°° 4+ ...) dx atd. O

§ 2.3.3.2.1. Piipad linedrni substituce

V praxi zvlasté Casto potkdme integrély typu

/f(ax + D) dx,

1 1 1431 1
/(5x—2)3°dx=/t3°§dt=§/t3°dt=———|-C =— (Gx-2°%"+cC.

kde [ f(x) dx = F(x) dovedeme vypoéist.'” Takovyto integral snadno vypodteme s pomoci
linedrni substituce ax + b = ¢t,a dx = dt, dx = :7 de:

1 1 1
/f(ax—i—b)dx = —/f(l)dt =—-F(t)+C =—-F(ax+b)+ C.
a a a
Duivod pro zvoleni této linedrni substituce je zfejmy: diferencidly ptivodni a nové proménnych
se i1 jen konstantnim Cinitelem.

§ 2.3.3.2.2. Pfiklady integrace s pomoci nové proménné
Princip metody substitucni si 1épe vysvétlime, kdyz s jeho vyuzitim vypocteme nékolik
konkretnich integrald.

PRIKLAD 2.24. Vypottéme integrdl [ %, kde a > 0.

Reseni. V béznych tabulkdch (viz napf. tabulka 2.1) vidime vzorec pro jiny, aviak podobny
integral:

/ dx ¢ (2.23)
= arctg x. .
1+ x2 &

Zkusme ptivodni integral upravit tak, aby se dal pouzit vzorec (2.23). Mame:

/ dx _/ dx _1/ dx _1/ dx (2.24)
a* + x? a2(1+j§—§) ] 1+%  at) 14 (2)°

Zaved’'me v (2.24) novou proménnou

X
= —.
a

(2.25)

158 timto se setkdvame témé&F v kazdém b&zném integralu; viz napf. piiklady 2.23, 2.24, 2.28.
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Pak dle (2.21) bude dr = d (ix) = (alx)/ dx = 1 dx, to jest dr = 1 dx, odkud dostaneme
vyjadreni diferencidlu piivodni proménné x pres diferencidl nové proménné ¢:

dx = a dt. (2.26)
Dosadime-li (2.25) a (2.26) do (2.24):

/dx_l dx _I/adt_a dr _1/ dr
a+x2 a) 14 ar) 142 ) 142 al) 141
a

s vyuzitim vztaht (2.23), (2.25) ihned obdrzime vysledek:

/ dx 1/ ! eter +C = tarctgr 1 C 2.27)
- =_ = —arc = — arctg — ) .
a?+x%2 aJ 14+¢t*2 a & a ga

Dokazany vzorec Ize chapat jako zobecnéni vzorce (2.7) z tabulky 2.1. Jednd se o specidlni
pripad linedrni substituce (§ 2.3.3.2.1). U

PRIKLAD 2.25. Vypoétéme | % dx.

Regeni 2.25.1. Citatel x? pfipomina derivaci vyrazu x>, proto lze zkusit t = x3, dr =

3x% dx, x* dx = 3 dr,
2 1 1
/ a dxz—/ dr
3x3+5 3) 3t+5
1

V poslednim integralu poloZime 3t + 5 = s, ds = 2d¢, dt = % ds, coz dava f 355 dr =
3 [ +ds = £ In|s|. Pak po zp&nych substitucich dostaneme

x2 1 1 1 1 1
— dx=- dt = -1 C=-In|3t+5+C=-In|3x>+5|+C.
/3x3—|—5x 3/3z+5 g nlsl+ g I3 +51+ g InI3x7+ 51+

Reseni 2.25.2. Po zpétném pohledu na feSeni 2.25.1 je zfejmé, e se vypocet zjednodusi,
zavedeme-li novou proménnou vzorcem 3x* + 5 = 1. Pak dr = 9x? dx, x? dx = 3 dr,

x2 1 (1 1 1
dx=- | —dt=-Inlt|+C =-In|3x>+ 5|+ C.
/3x3+5x 9/z g nltl+C = gnf3x=+5[+

PRIKLAD 2.26. Vypoétéme | # dx.

Reseni. Polozime-lix — 1 = t,budedx =dr,x =1+ 1,

/#dx :/“ D

Integraci raciondlni funkce jsme tedy zredukovali na integraci souctu nékolika mocninnych
funkci:

t+1D3 B+1+3t+3 1 3
12 12 +t2+t+ ( )

a tudiZ bude

x3 21 (x —1)2 1
Y A= -4 3m| 43 = _ 3n|x — 1]+ 3(x — 1).
/(x—1)2 ¥ =g o3l 2 1 P31 3= 1)

Poznamenejme, Ze vypocet (2.28) je ponékud prehlednéjsi, nez bezprostredni déleni poly-
nomi x3 a (x — 1) O
V nésledujici dloze odvodime vzorec, jehoZ se v praxi uzivd velmi Casto, aniZ by byl
explicitné zminén (je vSak soucasti nékterych tabulek).
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ULOHA 2.27. V piislu§ném defini¢nim oboru dokazme vzorec'®

J'x)
Jf(x)

dx =In|f(x)| + C, (2.29)

kde C je libovolnd konstanta.

Reseni. Je zde ziejmd volba substituce t = f(x); pak bude df = f'(x) dx a tudiz
[ L& dx = [+dr =In]t]. O

§ 2.3.3.2.3. Technika zavedeni do diferencialu

Jedna se pouze o ponékud jinou podobu vypoctu dle § 2.3.3.1, kdyZ se substituce provadi

Vv,

implicitné (nezapisujeme ji). Touto technikou pro jednodussi substituce (zejména pro substituci
linearn{) docilime krat$iho zdpisu. Prakticky postup je ziejmy z prikladu.

PRIKLAD 2.28. Pro [ e®* dx, kde a # 0, médme

1 1
/e‘”‘ dx = —/e‘”‘ d(ax) = —e** + C.
a a

Vykonand tprava znamend, Ze integrédl prepiSeme na tvar [ f(y(x)) dy/(x) a v duchu

vypolteme [ f(s)ds, v némZ ihned dosadime s = v (x). Timto zpisobem napi. vypocet
integrélu (2.24) z ptikladu 2.24 zapiSeme strucnéji takto:
dx 1 dx 1 d(Z 1 X
[afemal i mmae ] =iy
1+(32) 1+(2)

substituce at = x je totiZ dosti jednoduchd a mizeme ji provést implicitné s pouzitim (2.21),
aniZ bychom ji explicitné zapisovali. Takto operovat s diferencidly je pohodIné i v mnoha jinych
piipadech.

PRIKLAD 2.29. Vypoctéme integral

_ 2
/xe 3% dx.

Regeni. Je ziejmé, Ze d(x2?) = 2x dx, d(—3x2) = —3 - 2x dx = —6x dx, odkud x dx =
—1 d(—3x?). Pak bude'’

1 1 1
/e‘3x2x dx = /e‘3x2 (_6) d(—3x?) = % / xe 3 d(—3x?) = —66_3"2 + C.

Poznamenejme, Ze zde bylo z praktického hlediska vhodné pro vylouceni proménné x vyjadrit rovnou
t

vyraz x dx, nikoliv zv1a$t x a dx. Jinak bychom museli vyjadfit x pies t: x? = —%t, X ==£,/—3=
:l:% +/—t a pouZit tento vztah pro vypocet diferencidlu dx:

dx = i% d (J?z) — i% (\/—_z)/ dr = i%z;\/__t(—l) dt,

16yz0rec (2.29) chapeme jako zkrdcenou verzi dvou vzorct, vznikajicich v zavislosti na znaménku vyrazu pod
znakem logaritmu; viz pozndmka pod Carou 7, str. 15.

1Tprovadime-li odpovidajici substituci explicitné, vychazi t = —3x2,dt = —6x dx, x dx = —é dr,

—3x2 1 t 1 t 1 —3x2
dx = —= dt = —— C=—- C.
/e x dx 6/e 6e + 66 +
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kde znaménko v & bereme stejné jako ve vzorci pro x. Pak bude

xdx—j:%\/—_t ( \}_2\}_)( 1)dr = —édz,

coz jsme jiz dfive odvodili mnohem rychleji. Tento vypocet je vSak zcela zbytecny, nebot’ jsme potfebovali
vyjadieni pouze pro vyraz x dx (jiné Cleny v integralu totiZ nejsou). U

§ 2.4. Integrace nékterych casto se vyskytujicich typu funkci

Yev s

Uved’ me nékolik nejrozsitenéjsich typu integralu, pro néz lze formulovat jisty obecny postup
vypoctu.

§ 2.4.1. Integral racionalni lomené funkce

/ p(x)
q(x)
kde p je polynom stupné n a g je polynom stupné m (takovy integrand se nazyva racionalni
lomenou funkci). Neni-li funkce ryze lomena (to jest n > m), integrand délenim polynoma

upravime na soucet polynomu a ryze lomené funkce. Polynomy se integruji velice snadno a
tudiZ staci rozebrat pouze pripad ryze lomené funkce, kdyZ plati n < m.

Jsou to integrdly tvaru

§ 2.4.1.1. Integrace ryze lomené funkce

Pro integraci ryze lomené funkce dle véty 1.16 vypocitame jeji rozklad na soucet parcidlnich
zlomki,'® jejichZ integraly bud’ jsou tabulkové nebo se daji na tabulkové zredukovat (podrobnéji
viz § 2.4.1.2). Pfipomeneme si princip rozkladu na parcialni zlomky.

TVRZENT 2.30. Vyjédfl’me li jmenovatel g(x) ve tvaru soudinu vyrazi typu (x — c)* a

(x? +ax + ﬂ)k (kde o? < 4ﬂ) rozkladem podﬂu 2 ( ) na parcidlni zlomky bude soucet vyrazi
Dl

+ oo c)2 +oG —c)k’ odpovidajicich kazdemu vyskytu v rozkladu ¢lenu (x — ¢)*, a

vyrazi typu )ﬁiix——;f—lﬂ 4+ %, jez odpovidaji ¢lenim (x2 + ax + B)¥.
Koeficienty se v riiznych parcidlnich zlomcich 1isi a jejich hodnoty je tfeba vypocitat z

podminky, Ze vSechny vypsané Cleny maji v souctu davat ptivodni funkci (pfevedeme vSe na

spolecného jmenovatele a zajistime, aby byl Citatel rovny p(x)).

Dovedeme-li nalézt kofeny polynomu ve jmenovateli ryze lomeného vyrazu, jeho integraci
pomoci tvrzeni 2.30 miZeme vzdy zredukovat na integraci parcidlnich zlomkd.
PRIKLAD 2.31. Vypoctéme integral

dx
2 —a2

Redeni. V piikladé 1.13 jsme odvodili,'” Ze pro integrand plati rozklad (1.19) a tudiz

/ dx 1/ 1 1/ 1
= — dx — = dx
x2—1 2] x—1 2) x+1

2.30
1 x—1 ( )
=—Injx—1|—=Injlx+ 1] ==In
2 2 2 |x+1
18 RS . .. [ P o A Ax
Parcidlni zlomky jsou nejjednodussi ryze lomené funkce typt GeoF nebo Zrax + ﬂ)k ,kdek =1,2,.

polynom x2 + ax + B md zdporny diskriminant (to jest @® — 48 < 0); viz § 1.3.2.

Poznamenejme, Ze jmenovatelé (x — ¢)¥ a (x2 + ax + B)¥ zde popisuji viechny mozné typy &lend v rozkladu
polynomu na soucin kofenovych Ciniteld, kdyz ho zapisujeme bez pouZiti komplexnich Cisel.

"“Mohli bychom, samoziejmé, i bezprostfedné rozloZit na parcidlni zlomky #
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Vzorec (2.30) plati v intervalech, neobsahujicich body 1 a —1. Pak dle (2.30)

/ dx _L/ dx _l/ d(%) _ I et 1
R AC e

= —1In
X
Vzorec plati v intervalech, neobsahujicich a a —a. U

"~ 2a
/ dx
x4—1

Reseni. Jednd se o integraci ryze lomené funkce, vyuZijme tedy rozkladu integrandu
na parcidlni zlomky dle tvrzeni 2.30. Rozklad polynomu ve jmenovateli na soucin redlnych
kofenovych &initeld je (x2 — 1)(x2 4+ 1) = (x — 1)(x + 1)(x? + 1) a proto dle tvrzeni 2.30 lze
zvolit prislusné konstanty tak, aby platilo

- 1 A n B n Cx+ D
x4—1 x—=DEx+DE2+1D) x—1 x+1  x241°
Po prevedeni vyrazili vpravo na spolecného jmenovatele obdrZime, Ze pro vSechna x musi byt
l=Ax + D>+ D)+ Bx—1D)x*+ 1)+ (Cx + D)(x — 1)(x + 1). (2.31)

Dosadime-1i*” do této rovnosti kofeny jmenovatele x = 1 a x = —1, obdrzime rovnice 1 = 44,
1 = —4B, odkud ihned A = §, B = —3. Zbyvi tedy urgit hodnoty C, D.

JelikoZ to, Ze pro vSechna x plati (2.31), znamena rovnost dvou polynomu, musi tyto
polynomy mit stejné koeficienty. U polynomu na pravé strané rovnice (2.31) koeficient u x°
je A— B + D akoeficient u x! je A + B — C (je-li ¢lenti vice, miiZzeme pro pohodli tohoto
vypoctu zdvorky rozndsobit). Na levé strané (2.31) vSak je konstanta 1, coZ je polynom stupné
0. Proto musibyt A — B+ D = 0, A + B — C = 0. Dosadime-li jiZ vypoc¢tené hodnoty A,
B, dostaneme % +D=0,—-C =0atudiz D = —%, C = 0. V rozkladu na parcidlni zlomky

Vv s

(2.31) jsou tedy zndmy vSecky koeficienty, coZ umoZziuje integral pfevést na soucet jednodussich

integrala
/ dr 1[ dx 1/ dx 1/ 1
== _ — = dx
x4—1 4) x—1 4) x+1 2J) x2+1

1 1
= Zln|x—1|—zln|x—|—1|—§arctgx.

X —a
X +a

PRIKLAD 2.32. Vypoctéme integral

Poznamenejme, Ze misto shrnuti ¢lent se stejnou mocninou bychom mohli rovnice pro C, D
obdrzet dosazenim do (2.31) né€jakych Cisel, i kdyZ dalsi redlné koreny jmenovatele k dispozici
nemame (Zadné Cleny s kofenovymi Ciniteli v tomto pfipadé nezmizi). Napf. pfi x = 2 bude
1 =154+ 5B 4 3(2C + D). Dosazenim 0 vZdy dostaneme rovnost konstantnich ¢lent; zde
bude ] = A— B — D, protez D = A— B —1= 1 — 1 = —1. Dosadime-li nalezené 4, B, D
do pfedchozi rovnice, dostaneme 1 = 2 + 6C — 2, C = 0. O

Poznamka 2.33 (o zplisobu urceni nezndmych koeficientd u parcidlnich
zlomk). Koeficienty vzdy miizeme vypoclist tak, Ze pfirovname koeficienty u jednotlivych
mocnin na obou strandch rovnosti (v piipade, kdy polynom ve jmenovateli ma komplexni kofeny,
se tomu nevyhneme; viz napf. priklad 2.36). Dosazeni kofenli jmenovatele vypocet urychluje
(typickym je priklad 2.32).

203elikoz ma dany vztah platit pro vSechna x, pak zcela jisté i pro kofeny polynomu ve jmenovateli. Dosazen{
téchto kofend je vyhodné, samoziejmé, proto, Ze se takto odstrani vSechny Cleny s piislusnymi kofenovymi Ciniteli.
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§ 2.4.1.2. Integrace parcidalnich zlomka

Podle hotejsiho 1ze vypocet integralu ryze lomené funkce prevést na integraci prislusnych
parcidlnich zlomk, dokdZeme-li rozlozit jmenovatel na soucin kofenovych Ciniteld; pak Ize
povazovat ulohu integrace za vyreSenou. Je tedy potfeba umét integrovat jednotlivé parcidlni
zlomky.

§ 2.4.1.2.1. Parcidlni zlomky 1. druhu

Integrace parcidlnich zlomki 1. druhu ﬁ (definice 1.14) je vZdy jednoducha:

A Aln|x —c| prok = 1;
g dx = —k A 1-k
(x—2¢) Af(x—c)™dx—c) = Z(x —0) prok > 1.

§ 2.4.1.2.2. Parcidlni zlomky 2. druhu

U parcidlnich zlomkii 2. druhu 2242k = 1,2, ..., byvi integrace technicky slozitgjs{

ovSem také je vZdy moznd. V praxi zvlasté Casto potkdvame rozklady na parcidlni zlomky,

, v, . v o o A Ax+B
skladajici se z Clenu typu GooF A PiaxtB

Piipad k = 1

k Ax+B
x24ax+p’

a? < 4B apolynom proto lze pfevést na tvar soudtu étvercii. Standardnimi dpravami dostaneme?

2tax+pB=x+E>+1n%

kde je § = Ja, n = /B — za2, a integrdl zapfSeme ve tvaru
/ Ax + B d Ax + B
N X = -
x2+ax+p (x+ 82+ n?
Ve jmenovateli je polynom kvadraticky a v Citateli — polynom linedrni. Upravme tedy lomeny
vyraz tak, aby v Citateli vznikla derivace jmenovatele ((x +£)2 + nz)’ =2(x+&) =2x+a:

Jedna se o parcidlni zlome kde je diskriminant polynomu x? 4+ ax + 8 zdporny:*!

Ax+B A 2x+% _A2x—|—oz—|—%—oz
(X +E2+n? 2(x+O2+17 2 (x+E+ P
Pri integraci dostaneme soucet dvou integralt

/‘ Ax + B d A/ 2x + o d +A(2B )/‘ dx
— dx==] —dx+ = — -« _—
(x +8)+n? 2) (x+8)*+n? 2\ 4 (x +8)2+n?

pricemz dle pfikladii 2.27, 2.24 oboji dovedeme vypocitat:
2x +« /((x-l-é)z-l-nz
dx =

) dx =1In ((x +£) + 772)

x+E2+ 1P x+E2+ P
a
/ dx _ dx + &) —larct x+ &
L AT A T

Integrél [ xfzx—tiﬂ dx tedy je linearni kombinaci ¢lent s logaritmem jmenovatele a arcus

tangens posunutého argumentu.

2ly opacném piipadé bychom dovedli tento polynom déle rozloZzit na soucin redlnych kofenovych Ciniteld a
tim ulohu zredukovat na pfedchozi piipad parcidlnich zlomkd 1. druhu.

22x2+ax~|—ﬂ=x2+2-x-%oe~l—ﬂ=x2+2-x-%oc~|—%oe2+,3—}—‘a2=(x—%oz)z—i—ﬂ—iaz.
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Pripad k > 1

V piipadg, kdyz k > 1, je vypocet integrédlu [ % VVVVVV

komplikované vypocty se takovymi piipady zabyvat nebudeme; vzorce vSak Ize dle potfeby
nalézt v literatuie).

Vypocet takového integralu lze provést tak, Ze podobné predchozimu pfipadu prepiSeme kvadraticky
polynom ve jmenovateli na soucet Ctverci

Ax + B Ax + B
3 Z dx = A dx,
(x*+ax+ p) ((x+%oz)2+n2)

kden = /B — %az a vykoname substituci x + %a = t, po¢emzZ dostaneme

Ax + B At + B —1aA4
[ g [ArEded,
( 1,02 4 2 (2 + n?)

(x 20‘) n )
__‘1 —d(t 172)_,_(3_10{4) - d
2 / (t2 nz)k 2 / (t2 ,72)"’

kde prvni z integrald se vypocte snadno?” a ten druhy je shodny s I (¢) z dlohy 2.34.

ULOHA 2.34. DokaZme, Ze pro integraly
dx
I (x) = / 1 (2.32)
kde k je prirozené Cislo, plati rekurentni formule

2k — 1
Te1(x) = Wlk(x) + (2.33)

X
2ka?(x2 + a?)k’
ReSeni. Pfi k = 1 mdme integral z piikladu 2.24. Budiz k > 1. Integraci po &astech obdrzime
u u
1 k=1, —

Iy (x) = / (x2 +a2)_k 1 dy = —?—/(—2]{)6 (x2 + az)_ ) x dx

(x2 4 a?)k

u v

_ X ok dx — X ok x? +a”*—a?
o (x2 +a2)k * (x2 +a2)k+1 * = (x2 + a?)kxf * (x2 + a?)k+1 *

1
2
(x2+a2)k f(xz a2)k dx —2ka /(x2+a2)k+1 dx,

coZ vzhledem k (2.32) znamend, Ze plati

X
I (x) = —————— + 2k I} (x) — 2ka® I 4 1.
Z tohoto vztahu dpravou obdrZime rekurentni vzorec (2.33). O

DUSLEDEK 2.35. Plati

1 X
= arctg — + ———————
/ (x2 + az)2 243 g 2a? (x2 +a?)’

Dikaz. Uvazovanym integralem je /5(x). Z formule (2.33) pfi k = 1 dostaneme

L) = =1 >
20 = 22 N v )y

a zbyvé jen vyuzit vzorce (2.27) pro I1(x). O
2Dle vzorce pro integraci mocninné funkce bude | (t 24+ nz)_k dt? +n?) = ﬁ(r2 S
28



§ 2.4.2. Integrily typu [ R(cos x, sin x), kde R je racionalni lomena funkce

Integraly, v nichz integrand je lomenou funkci ¢lenti cos x a sinx, lze s vyuZitim tzv.
univerzdlni trigonometrické substituce vZdy prevést na integrdl raciondlni lomené funkce.

§ 2.4.2.1. Univerzalni trigonometricka substituce

Pro integraly tvaru
/ R(cos x, sin x) dx, (2.34)

kde R je racionalni lomenou funkei podle kazdého z argumentt, 1ze vyuZit univerzdlni trigono-

metrické substituce

X
r=tg3. (2.35)

kde ¢ zna&i novou proménnou.>* Jelikoz (2.35) je ekvivalentni s rovnosti x = 2arctg?, pro

diferencidly plati vztah® dx = z211 dr. Vzhledem k tomu, Ze plati
cos? £ —sin® % 1—tg?% . 2sin3 cos 3 tg 3
cosx = o . > x° Sinx = -2 x 2x°
cos?Z +sin” 3 1 +1g*3 cos? 3 + sin” 3 1 +tg® 5

integrdl tak prevedeme na integral raciondlni lomené funkce, a to pomoci ndsledujicich vzorct.

Vzorce pro vykonani univerzalni trigonometrické substituce 1 = tg 5:

1—t2 2t 2 dt
SIn x =

- = 2.36
1+ 12’ 1+ 12’ . 2 +1 (2.36)

COS X =

. “ _42 2 2 .
Z (2.36) ihned plyne, 7e”° tgx = 25, ctgx = 155, secx = 175 acscx = £, to jest

po zavedeni nové proménné ¢ substituci (2.35) pfevedeme vSecky vyskyty trigonometrickych
funkci v integrandu na raciondlni lomené vyrazy proménné 7, pricemzZ podobny vyraz vznikne
1 po prepoctu diferencidlu. Po vypoctu upraveného integralu pouZzijeme (2.35) a vratime se k

puvodni proménné x.
sinx — 1
— dx.
cosx + 2

Reseni. PouZijeme-li substituci (2.35), podle vzorct (2.36) obdrzime

/sinx—ldx_/%—l 2 dt—Z/ -+ 1
cosx +2 }J—r;§+2t2+l N 1—1242(1 +12)12 + 1

?=2t+1 1 1> =2t +1
= -2 dt = -2 dr.
3+12 1241 2+ 1)(*+3)
V integrandu je ryze lomend funkce, jiz mizeme ddle rozloZit na soucet piislusnych parcidlnich
zlomkd (§ 1.3.2):
t?-2t4+1  At+B N Ct+D (At 4 B)(t>+3)+ (Ct + D)(t* + 1)
2+ D2 +3) 2+1 243 (12 + 1) (12 + 3) '

PRIKLAD 2.36. Vypoctéme

*Samoziejmé, v piisluiném oboru: —Z + 27k < £ < Z 4 25k, k € Z, pfidemz vzdy vylou&ime nulové

body jmenovatele.
>Tentyz vztah Ize obdrzet i piimo z (2.35): df = dtg% = —S-ldv =1 (1 +tg? %) dx = 1 (1 +?)) dx.

cos? ¥ 2
2
26Pfipomeﬁme, ze funkce sekans a kosekans se definujf vzorci sec x = ﬁ, cscx = si; <
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Potiebujeme tedy, aby pro libovolné ¢ platilo
(At + B)(t* +3)+ (Ct + D)(t* + 1) =t> -2t + 1.
Pfirovnanim koeficientd u #°, ¢!, t? a t3 obdrZ{me podminky?’
3B+ D =1, 34+ C = -2, B+ D=1, A+C =0,
odkud vypocitime A = —1, B =0,C = —1, D = 1. Pak

2 -2t +1 —t t+1
-2 dt = =2 dr —2 dr
(2 + 1)(t2 +3) 241 243

_/ 2t dt/2z W 2/ dt
) 241 2+3 2+3

2 v
Méme [ - o = %arctg(ff) [ 2 2 dt = d(ttz_:'ll) In@?+ 1), [ 2 o3 dt = In(t? + 3), az
na aditivni konstantu, jiz k vysledku pfiddme pozd¢ji. Potom

-2l ] , z
_2/ (12 4+ 1)(t2 + 3) df =In(¢" + 1) = In(z" + 3) — %arctg (%)

—) . (2.37)

Ted’ jiz zbyv4 jenom dosadit do (2.37) vyjadfeni ¢ pres x ze substituce (2.35) a pridat integracni
konstantu. Ve vysledku dostaneme:*®

/sinx—ld In tg2—|—l 2 ) 1 tx LK (2.39)
———dx=In—+—— — —arctg [ —=tg = . .
cosx + 2 tg? s +3 V3 g J3 £3

§ 2.4.2.2. Specidlni piipady

Pozndmka 2.37 (o specidlnich pfipadech trigonometrické substituce). UZiti
univerzalni substituce (2.35) je zpravidla spojeno s pracnéjSim vypoctem a proto je vZzdy vhodné
si rozmyslet, zda neni mozné integral vypocitat snadnéji. Casto je uZiteCna nésledujici rada.

UvAHA 2.38. Je-li integrél ve tvaru (2.34), kde R je raciondlni lomend funkce dvou argu-
mentl, majici jednu z vlastnosti:

R(—u,v) = —R(u,v), R(u,—v)=—R(u,v), R(—u,—v) = R(u,v)

pro vSechna (u, v), pak lze pro integraci vyuzit jedné ze substituci t = sinx, t = cos x resp.
I =tgx.

Substituce, doporucend tivahou 2.38, miiZze byt vhodnéjsi neZ substituce univerzalni.

2TPryni podminku, jeZ odpovid4 koeficientiim u 9, 1ze vzdy odvodit také dosazenim hodnoty ¢ = 0.
ZCasto se stav, 7e vysledky 1ntegrace pfi pouZiti ponékud odliSnych tprav se zd4nlivé 1isi. Napf. v§imneme-li
si, ze dle (2.35) 12 + 1 = tg?% s+1= 2x,0de'Zln’le

1
g2x+1 cos? & 1

n 2x+3 g 2:1nl—i—200s2£
tg w3 T 2

=Inl—1In (1 + 2coszg> = —In(cos x + 2)

a proto lze vysledek integrace (2.39) prepsat do tvaru

/sinx—l d In(cos x + 2) 2 arct ! g + K (2.38)
X =- S X - — —tg = . .
cosx + 2 V3 g J3 )
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PRIKLAD 2.39. Vypocteme integral
/ cos? x sin® x dx.

Reseni 2.39.1. VyuZiti univerzdlni substituce t = tg 5 dle vzorci (2.36) vede na integral

1—2\* 83 2 B (1-12)°
[coszxsin3xdx=f( ) 3 dt:16/(—2dt
1+22) (1+2)°12+1 (1+12)

Dostdvame tedy integrdl neryze lomené funkce, pri¢emz i po vycClenéni ryze lomené Casti
zlstava dloha vypocetné ndro¢nou jakoZto integrace parcidlniho zlomku s vysokym stupném
jmenovatele bez redlnych kofend. Zkusme proto radéji najit jinou cestu.

Reseni 2.39.2. Dany integral ma tvar (2.34) s R(u,v) = u?v?. Funkce R je lichd

podle v a tudiZ dle dvahy 2.38 pouZijme substituci ¢ = cos x. Dostaneme df = —sinx dx,
xsinx = — dt,
—dr
—
/coszxsin3x dx = /Coszxsinzxsinx dx =— [ ? (1 —tz) dr = [t4 dr —/t2 dr
1 1 1 1
=1’ — —t3 = —cos’ x — —cos3x,

5 3 5 3

coz je vyrazné jednodussi nez prisluSna integrace v feSeni 2.39.1. U

Uvedend vyse tvaha 2.38 tedy miZe navrhnout postup vhodnéjsi nez vyuZiti obecné trigono-
metrické substituce. AvSak ani toto feSeni nemusi byt vZdy optimdlnf; pfi integraci bychom méli,
pokud moZno, uvazovat rizné moznosti, z nichZ zvolime tu nejpohodIné;si.

/ cos* x dx.

Reseni 2.40.1. VyuZijeme-li univerzalni trigonometrické substituce ¢ = tg 5 pro —7 +
wk < x < % +mk, k € Z, dle vzorci (2.36) obdrZime

1—2\* 2dr 1-2)*
[cos“xdxz/ :2/udt,
1+12) 241 1+ 12)°
¢imz zadani zredukujeme na vypocet integralu raciondlni lomené funkce. Funkce je navic ryze

vvvvvv

PRIKLAD 2.40. Vypoctéme integral

dujici hodné inavnych vypocti (jmenovatel ma jen imaginarni kofeny, a to vysoké nasobnosti).
Je tedy vhodné zkusit pohledat néjaké jiné reSeni.

Reseni 2.40.2. Funkce u — u* je sudd. Dle tivahy 2.38 pro —Z 4+ 2k <x < Z +2mk,
k € Z, zaved’ me novou proménnou ¢ = tg x. Pak bude df = —L—dx. Ze vzorce 1 +tg?x =

cos? x
1

0082 X

plyne, ze —— = (1 + tg? x)3 a tudiz

COS6 X

—_—

dr
4 6 1 1
cos"xdx = [ cos’x ——dx = | ——— dt.
cos? x (1+12)3
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Vysledny integral je sice jednodussi nez v feSeni 2.40.1, nicméné i zde integrace vyzaduje
pomérné hodné vypodti.*

Reseni 2.40.3. Piepisme integrdl ve tvaru [ cos? x cos x dx a pouZijme metodu per

partes s u(x) = cos> x, v'(x) = cos x. Pak bude u’(x) = —3 cos? x sin x, v(x) = sinx:
u W u v u’ v
p— — J—
/ cos*x dx = | cos® xcos x dx = cos> x sin x — (—3 cos? x sin x) sin x dx

= sinx cos® x + 3 f sin? x cos? x dx,
pfi¢emz v poslednim integralu po pravé opét vzniké pavodni integral [ cos* x dx:
/ sin® x cos? x dx = / (1 — cos? x) cos? x dx = /coszx dx — / cos* x dx.

JelikoZ podobné& piikladu 2.9 [cos?x dx = 1 [(1+cos2x)dx =  + 1 [cos2x dx =
>+ i [ cos2x d(2x) = s+ i sin 2x (implicitni substituce 2x = t), dostdvame vztah

4 o 3 x 1. _ 4
cos  xdx =sinxcos’x + 3 §+Zsm2x cos” x dx

. 3 3x 3 . 4
= sin X COS x+7—|—zsm2x—3 cos” x dx,

jenZ je rovnici pro [ cos* x dx. Zbyvd tedy tuto rovnici vyfesit:

/‘ T b L+ | St 3 . 5 X n | SN
cos” x dx = — 4+ —sinxcos’ x + —sin2x = — 4 —sinx cos” x + — sin x cos x.
8 4 16 8 4 8
K vysledku pak, samoziejmé, pridime integrani konstantu. U

§ 2.4.3. Integrily typu [ R (x, " ‘;‘; '_"'_g ) dx, kde R je racionalni lomena funkce

Integraly tohoto druhu lze pfevést na integrdl raciondlni lomené funkce zavedenim nové
proménné ¢ s pomoci substituce
m = 0x TP
yx +§6
Pro realizaci substituce potfebujeme sestrojit i substituci zpétnou, to jest vyjadrit x pres ¢:
t"(yx+6) =ax + B, (yt" —a) =p —t",

(2.40)

B —ot™
X=—

Y — o

w1 N I VLAY
a vypocist diferencidl: dx = (ytm——a) dr,
—m8t"™ N (yt™ —a) — (B — §t™)ymi™! §—
de = ™ (yt" —a) — (B yymt" =BV ey,
(y1m —a)? (yim —a)?

ax+B _ ABx+B __ B
=5,

Substituci 1ze provést, je-li «d # By (v opacném piipadé % =%=2, rS = A5t

coZ znamend, Ze se jednd o integrand, v némz 7 ‘;’;—i’g fakticky nenf).

2Vskutku, rozklad na parcidlni zlomky v tomto ptipadé ma tvar
1 At + By | Axt+ By | Ast + B
14123 142 (1+12)2  (1+12)3
a vyZzaduje urCeni 6 nezndmych koeficientl bez moznosti dosazeni redlnych korend.
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PRIKLAD 2.41. Vypoctéme | 1+x§;‘?.

Reseni. Dle doporuéeného vzorce (2.40) polozme x + 1 = ¢5. Pak bude dx = 5¢* dt,
x=1>—1,
d 1> —1)*
/ _oxdy  _r@-pe
1+ x+1 t+1

Délenim polynomd ¢° — t* at + 1 dostdvame *

[9— 4 2
S L L L, VR, PE R, PR,
— t+1
a tudiz
/(ts_l)l4 dt B l9 t8 + l7 l’6 + ls t4 + 2t3 l2+2t 21 |t+l|
[+ 1 9 8 7 6 5 2 3 ' |

Pro obdrzZeni vysledku posledni vyraz vynasobime péti a zpétné dosadime ¢t = (x + 1)%. U

Vv

Podobnym zpiisobem Ize integrovat nékteré obecnéjsi vyrazy, obsahujici vice ¢lend s radikaly.

ai
Je-1i v integrandu nékolik vyrazl typu (‘;’; i’g ) ,kde g1, g2, . .. jsou raciondlni ¢isla, pro urceni

vhodné mocniny m v substituci (2.40) pouZijeme spole¢ny jmenovatel zlomkd g;.

PRIKLAD 2.42. Vypocteme

Jx dx
Ix+1
Reseni. Zaved'me ¢ vztahem x = ¢ (aby se ,,umocnilo® jak ¥/x, tak i /x). Pak bude
dx = 61> dt, /x = 13, ¥Yx = t2, a obdrZime integral raciondlni lomené funkce proménné ¢:

d 3 t8
ﬁx=6/ tsdt:6/ dr
Ix+1 2+1 2 +1

Vyraz 15 neni ryze lomeny, proto z néj délenim vyclenime polynomialni Cast:
yraz 5 y y.p ] y poly :
18 2 +1
— 18— 1¢° 16—t + 12 —1

—1©
16+ 14
l4
— 14— 12
— 12
241
1

=% —t*+¢2—1+ -1 Pak bude

t8
+1 241"

8 dr N S S
/ dt:/(r6—z4+t2—1)dt+/—=———+——t+ar0tgt-

a obdrzime _

12 +1 t2+1 7 5 3
£ v < ﬁdx _ xl x% x% 1 1
Po ndvratu k proménné x dostaneme f 3t 6 = — % + 35 — X6 farctgxs ). U

30pro déleni zde lze vyuzit Hornerova schématu.
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§ 2.4.4. Integrily typu [ R(x, \/ ax2 + Bx + p), kde R je racionilni lomena funkce

Piipad ¢ = 0 odpovida integralim z § 2.4.3. Pro @ # 0 je vhodné pfevést kvadraticky
polynom na sou€et nebo rozdil ¢tvercii: ax? + fx +y = o ((x + §)? £ n?) v zdvislosti na tom,
zda je jeho diskriminant kladny nebo zdporny. V pfipadé souctu ¢tverct a o« > 0 po linearni
substituci misto \/ax2 + Bx + y) obdrzime Elen /12 + a2 (pfi @ < 0 nemd integrand smysl);
v piipadé rozdilu pak dostaneme integral s v/¢? — a? anebo v a? — t2. Vypolty jsou zaloZeny
na sofistikované substituci a jsou pomérné slozité (§ 2.4.4.1).

Dile uvadime jen nékolik Casto se vyskytujicich integrélu tohoto typu. Nékteré z nich se
vyskytuji v rozsahlejsich tabulkdch integralii (piiklady 2.44, 2.45, 2.46); u jejich dikazl lze
dobfe vyzkouset riizné techniky integrace.

§ 2.4.4.1. Eulerovy substituce

V obecném piipadé lze tyto integrily zredukovat na integraly raciondlni funkce s pomoci zajimavych
Eulerovych substituci.

Integrdly, obsahujici vyraz typu +/x2 + a2
Obsahuje-li integrand +/x2 + a2, zaved’me novou proménnou s vzorcem

Vx2+a?2=x-—s. (2.41)

2 — a? aproto

! ! d ! -|-1 d (2.42)
x==[s—=), dx == — ] ds. }
2 s 2 52

JelikoZ rovnice v (2.42) obsahuji jen raciondlni vyrazy, bude integral | R (x, VxZ+ az) dx takto zredu-
kovan na integral raciondlni lomené funkce proménné s.

Pak po umocnéni bude x? + a? = x? — 2xs + s2,2xs = s

Poznamka 2.43. Elegantni myslenka Eulerovy substituce (2.43) spociva v tom, Ze takto vyjadieni
x = ¥ (s) vznika feSenim linedrni rovnice podle x (a to pravé diky séitanci s x, jenZ se v (2.43) po
umocnéni odette od x2 na levé strang).

Integraly, obsahujici vyraz typd v/ x2 — a2, va? — x2

Je-li v integrandu pfitomen vyraz tvaru vx2 — a2 = V(x —a)(x + a), 1ze novou proménnou s

zavést vzorcem
Vx2—a?2=s5(x—a), (2.43)
a to opét proto, abychom vyjadieni x = () ziskali feSenim linedrni rovnice podle x; po umocnéni totiz
bude (x —a)(x +a) =s%>(x —a)®>, x +a = s*>(x —a), x(s*> — 1) = as? + a atudiz
s2+1 _ 2s(s2—1) — (s 4+ 1)2s s

xzasz_l, dx (S2—1)2 dS:—4mdS

§ 2.4.4.2. N&ékteré specidlni pripady
PRIKLAD 2.44. Vypoctéme

/ dx
/x2 — g2’
kde a > 0. Defini¢nim oborem integrandu je mnozina {x : |x| > a}.

Reseni 2.44.1. Funkce je sud4; uvazujme x > a. Vykonejme substituci x = a sec?, kde

t € (0,%) (pfipomenime, Ze sect = colst a0 <cosx <lprot € (0,Z)). Pak

a2
Vx2—a? = Va?sec?t —a? = —a?=a+/1+1tg’t —1=atgt

cos?t
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(prot € (0, E)je tgt > 0)adx = _zasint g, _ awt dr,

cos? ¢t cost
atgt dr
/ / L
\/7 atgt cost cost
Ty tol _ 1 : 1 __ x 2 _ 1 1 2 2
JelikoZ tg”t + 1 = 5 adle substituce . = -, platitgt = |/ —- — 1= _vx*—a*

Pro [ -3 vyuzijme vysledek piikladu 2.51, feSeni 2.51.1; pak obdrZime

1
=In|— + tgt C
/«/ /cost (co +g)+
:1n(—+—Vx2—a2)+C=1n(x+Vx2—a2)+K,
a a

kde K (K = C — Ina) je libovolnd konstanta. Tento vzorec jsme dokdzali pro x > a.
Jelikoz funkce v integrandu je sudd, pro x < —a misto F(x) = ln(x + Vx%— az) jeit
primitivni funkce bude® —F(—x) = — ln(—x + v/x2 — a2). Upravou obdrZime:
—F(—x) = —In(—x + ¥x2—4a?) =In1 —In(—x + vx2 — a?)
1 Vx%2—a?+x
=n—— =Inh—— =1n —V/x?%—
4/x2_a2_x x2—1—x (x a)

Sjednocenim dvou poslednich rovnosti obdrzime vzorec platny pro vSechna x s |x| > a:

dx
_— 2 _ g2
/ = ln‘x—l—\/x a ‘—l—K.

Redeni 2.44.2. Funkce v integrandu je sudd a tudiZz se miizeme omezit piipadem, kdy x
je kladné, to jest x > a. Vzhledem k vlastnostem hyperbolickych funkci®* (viz (2.44)) je zde
vhodné provést substituci

x = acosht, (2.45)
pak v/x2 —a? = va2cosh®>t —a? = av/cosh®’t — 1 = a~/sinh®t = asinht a diferencidl

bude dx = a sinh ¢ drf :

X 1
/ Vx2 — g2 /asinhtasm /

Zbyva tedy jen vykonat inverzni substituci a vratit se k pivodni proménné x.
Vztah x = a cosh znamend (viz pozn. 32), Ze x = %(e' +e7'), to jest e* —2Xe! +1 = 0,
coZ je kvadratick4 rovnice s — %"s + 1 =0pros = e'. Vyfesime-li tuto I‘OVI]lCl, obdrzime

317de vyuZijeme takové véty:

VETA. Bud'te / sud4 funkce a F jeji primitivni funkce na [0, +00). Pak je funkce F (x) = —F(—x), x <0,
primitivni funkci pro f na (—o0, 0].

Diikaz. Vskutku, pro x < 0 mdme F’'(x) = —%F(—x) =—F'(—x) = —f(—x) = f(x). O

32Pfipomeﬁme, Ze hyperbolické kosinus a sinus (§ 1.1) se definuji jako coshx = %(ex + e™), sinhx =
%(ex — e ¥) aplati (sinh x)’ = cosh x, (cosh x)’ = sinh x,

cosh? x —sinh? x = 1. (2.44)
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s =2 %«/xz — a2, kde vezmeme znaménko ,,+“, protoZe s = e’ a tudiZ musi byt s > 0
(navic uvazujeme x > a). JelikoZ t = In x, obdrzime

1
t =1In (f + —vVx2 —a2) =In(x + vx2—4a?) —Ina
a a
a proto dostaneme vzorec

/ % =In(x + Vx2 —a?) + C. (2.46)
X< —a

coz je v souladu s vysledkem feseni 2.44.1. O

PRIKLAD 2.45. Vypoctéme

/ dx
it a
kde a > 0.

Reseni. Piipomefime si vzorec tg?x + 1 = coslzx a zaved’'me substituci x = atgt,

t € (=%.%). Pak Vx24+a?2 = \/aztgzl +a?2 =a /tg’t + 1 = % adx = —%- dt, odkud

cost cos2 t

/ dx _ / 1 a dr — dr
X2+ az 2 cos?t ] cost’

Integrél [ c(‘)% lze vypocitat riznymi zplsoby (§ 2.4.5, priklad 2.51). Zde je pohodIné vyuZit
reSeni 2.51.3

dr
——=1In +tgt +K=In) l—l—tgzt—l—tgt‘-l—K
cost cost
a tudiz
/ dx { /1+x2+x+K i x+1 T4 K
————=1n — 4+ - =Iln|—+ —Vx a
m a? a a a
zln‘x—l— 2 +a?| +C, (2.47)
kde C = K —Ina. O

7 (2.46) a (2.47) obdrzime tabulkovy integral (2.9):

/ % =In(|]x + Vx2 £a2|) + C. (2.48)
X a

PRIKLAD 2.46. Vypoctéme
/ vV x? —a? dx,
kde a > 0.

Reseni. Zde lze vyuzit vysledku (2.48) z prikladu 2.45. Vskutku, aplikujme metodu per
partes s u(x) = v/x? —a?,v'(x) = 1 a vzorec (2.48):

X
I(x) ::/\/xz—azdx:x«/xz—az—/x— dx
/%2 _ 42

X“—a”+a
=xVx2—a?— dx
2 _ g2
1
=xVx2—a2—/Vx2—a2dx—a2/—2 2d)c
x?—a
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= xvVx2—a?—1(x) —azln(|x + \/xz—a2|),

odkud nalezneme /(x) a obdrZime
1 2
/ Vx2—a?dx = Em/xz —a%— % In(|]x + vx2 —a?|) + C. (2.49)

PRIKLAD 2.47. Méjme
[ VX2 + a? dx,
kde a > 0. Vypocitejme tento integral riiznymi zptisoby.

Redeni 2.47.1. Dany integril lze vypo&itat metodou per partes podobné piikladu 2.46 s
volbou u(x) = +/x2 + a2, v'(x) = 1 a vyuZzitim vzorce (2.48):

X
I(x ::/\/xz—l—azdx=x\/x2—|—a2—/x—dx
0 Vx? +a?

T 2 x2+a2—a2d
=xvVx?24+a?— | ———— dx
Vx2 4+ a?

1
=x\/x2+a2—[\/x2+a2dx—|—a2/—dx
Vx2 4+ a?
:x\/x2+a2—1(x)+a21n(|x+\/xz—a2|).

Posledni vztah je rovnici pro nalezeni /(x), odkud dostavame
1 2
/ Vx2—a?dx = 5x\/xz —a?+ % In(|x + vVx2 —a?|) + C. (2.50)

Reseni 2.47.2. Vzhledem k vlastnostem hyperbolickych kosinu a sinu (§ 1.1.1) lze zavést
substituci
x = asinht, (2.51)

pak dx = acosht dt. JelikoZ dle (1.4) cosh’t = sinh?*¢ + 1, cosh2t = cosh®¢ + sinh? ¢,
cosh?t = %(cosh(Zt) + 1) a [sinh dr = cosht, mdme

/\/xz—i—a2 dx =fa\/a2sinh2t+azcoshtdt =a2/a\/sinh2t+lcoshtdt

2 2

2 a? a a
= a2/c0sh tdr = 5 /(cosh(2t) +1)dr = T sinh(2t) + ?[’

kde integracni konstantu pfiddme az na konci vypoctl. S vyuzitim vzorce (1.6) pro inverzni
funkeci arsinh = sinh™! z (2.51) obdrZime

.. X X x\2
t = arsinh — =In <—+ (—) +1) = In(x + Vx2 +a?) —Ina

a a a
a proto dle vzorce pro sinh dvojitého uhlu (1.4) a vztahu a2 cosh? t = a2 sinh? ¢t + a?

a? a? a? a? 1 a?
T sinh(2¢) + 7[ = IZ sinh ¢ cosht + Et = Ea sinh? -acosht + Et

1 a?
= —qasinht - \/azsinhzt +a? 4+ —t
2 2
1 a? a?
=§x\/x2+a2+?1n(x+ x2+a2)—71na.
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Obdrzeli jsme tedy vzorec
/ Va2 +a?dx = %xm + gln(x +Vx2+a?) +C, (2.52)
Sjednocenim rovnosti (2.49) a (2.50) obdrZime vzorec
[ Vx2ta?dx = %wm F glnﬂx +Vx2+a?)) +C. (2.53)

Vzorcti, odvozené v predchozich prikladech, 1ze vyuZit po prevedeni kvadratického poly-
nomu s libovolnymi koeficienty na soucet nebo rozdil ¢tverca.

PRIKLAD 2.48. Vypocétéme integrédl [ +/4x? — 4x — 7 dx.
Regeni. Jelikoz 4x2 —4x —7 = 2x)2 —2-2x-14+ 1 —8 = (2x — 1)* — 8, plati

/mdx:/\/(2x—l)2—8dx:%/\/(2x—1)2—8d(2x—1)

N / J@x -1 - (V82 dx.

odkud substituci 2x — 1 = ¢ obdrzime integral tvaru [ V12 —a? dt (viz priklad 2.46). U
PRIKLAD 2.49. Vypoctéme integral
/ \/ﬁ (2.54)
Regeni. JelikoZ pro polynom ve jmenovateli plati vyjadieni
342x —x?=—-(x*-2x—-3)=—-(x*-2-1-x+1—-1-3)
=—((x—1)2?—-4) =4—(x—1)2 (2.55)

obdrzime

/ dx _/ dx . 1/ dx
V34 2x —x? 4—(x—-12 2 /1_(x—1)2
x—1
/ _arcsm( )—I—C.
/ x 1

PRIKLAD 2.50. Pro integral

X
jenz se 1isi od (2.54) pouze znaménkem polynomu, dle (2.55) obdrzime integral typu (2.48):
dx dx d(x—1)
/ JZ—2x -3 / Ja—12—4 / Ja—12 -4
=ln(|x—1+\/m})+c
=1In(jx — 1+ vx2 —2x —3]) + C.
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§ 2.4.5. Ruzné priklady

Volba zptisobu zavedeni nové proménné, samoziejmé, neni jednoznacna.
PRIKLAD 2.51. Vypoctéme integral

/ dx
Cos X

Uved me tfi zplisoby feSeni (vSimnéme si riznych tvart vysledka!).

Reseni 2.51.1. Integrand je raciondlni funkci vyrazu cos x a tudiZ lze vyuZit obecnou
trigonometrickou substituci 7 = tg 7 (§ 2.4.2.1). Dle vzorcii (2.36) obdrZzime

dx 14+ 2 dt
COSs X 1—12¢2 41 1 —1¢2

Integral f lfttz byl vypocitan v prikladu 2.32, pouZijme proto jiz odvozeny vzorec (2.30):
d 1 |t+1 tg3 +1 sin 3 + cos 5
/ al =2—1In + +C:lng2—+Czln¥+C
COS X 2 |t—1 tg5 —1 sin 5 — cos 5

in2 X 2 x in X X
sin” 5 + cos 2-|—2sm2c:os2

2 2
= +C=In +C
2 x 2 X 2X _ qin2 X
sin” 5 — cos* 3 cos? 5 —sin” 5
1+ sinx
=In C=1In +tgx|+ C.
COS X COS X

ReSeni 2.51.2. Po vynasobeni Citatele a jmenovatele ¢lenem cos x 1ze zavést substituci
§ = sinx:

dx COoS X CoS X d (sin x) ds
= dx = ————dx = | ———— = .
cos x cos? x 1 —sin® x 1 —sin® x 1 —s2

Pro posledni integral pouZijme (2.30):

dx 1 1 1 sinx — 1
/ = —In|sinx —1|— <zIn|sinx + 1|+ C = =In|—| + C.
cosx 2 2 2 |sinx +1
5 v s . o . v . / —si 1
Reseni 2.51.3. Jiny zptsob je zaloZen na vzorcich (Coix) = -y = aosaltgx) =

1 .
cos2x °

/ dx _ / 1 coix + tgx dx = [ coslzx + ciigzxx dx
- 1 - 1
Cos X Cos X +tgx + tgx

Ccos X Cos X

:/d(coix—i_tgx) :ln

: +tgx|+ C =1In|secx +tgx| + C.
cos X + tgx cos X
PRIKLAD 2.52. Vypoctéme integraly
I(x) = /sin (Inx) dx, J(x)= /cos (Inx) dx. (2.56)

Reseni 2.52.1. Vzhledem k definiénimu oboru logaritmu ma smysl integraly uvaZovat
pouze pro x > 0, coz nadéle predpoklddame.
Vykonejme substituci In x = ¢; pak x = ¢’ (uvaZujeme kladnd x) a dx = e’ dr:

/sin (Inx) dx = /e’ sint dt, /cos (Inx) dx = [et cost dt.

39



Pouzijeme-li ted’ vysledky prikladu 2.15, obdrZime
1
/ sin(Inx) dx = Eet(sint —cost) 4+ C = %(sin (Inx) —cos(Inx)) + C, (2.57)
1
/cos (Inx) dx = Eet(sint +cost)+C = %(sin (Inx) + cos (Inx)) + C. (2.58)
Reseni 2.52.2. Lze vyuZit metody per partes i bezprostfedng v (3.5):

1(x) :/I-Sin(lnx) dx :xsin(lnx)—/xcos(lnx)%dx = xsin (Inx) — J(x),

J(x) =/1-cos(lnx) dx :xcos(lnx)-l—/xsin(lnx)%dx = xcos (Inx) + I(x),

coz dava

J(x)+ I(x) =xsin(Inx), J(x)—I(x) =xcos(Inx). (2.59)
Vztah (3.6) miZeme vyfiesit jako linedrni nehomogenni soustavu vzhledem k J(x) a I(x). Ve
vysledku po pridani integraéni konstanty obdrzime vzorce (2.57), (2.58). U
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