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Anotace

Bakalarska prace se zaméruje na teorii grafli, konkrétné jejim vyuzitim na druhém
stupni zakladni Skoly. Cilem prace je pripravit a zrealizovat vyuku vcetné jejiho
zhodnoceni. Teoretickd ¢ast je vénovana definicim zakladnich pojmi teorie grafii
a ilustracnim piikladim. V empirické Casti je navrzena vyuka s priklady pro zaky
a jejich reSenim, poté nasleduje zhodnoceni provedeni vyucovani. Vzhledem ke zpétné
vazbé z pohledu zakd a mého jsou v zavéru prace vloZeny komentaie pro posilnéni
realizace vyuky.

Abstract

The bachelor thesis focuses on graph theory, particularly its use in lower secondary
school. The thesis aims to prepare and carry out a lesson, including its evaluation.
The theoretical part is dedicated to definitions of basic terms from graph theory
and illustrative examples. In the empirical part, a lesson with examples for students
and their solutions is devised, followed by an evaluation of the implementation of
the lesson. Due to the feedback from the students and my perspective, comments are
inserted at the end of the thesis to improve the implementation of the lesson.
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TEORETICKA CAST

Uvod

Bakalarska prace se zabyva matematickou disciplinou zvanou teorie grafti. Cilem prace
je pripravit a realizovat vyuku vybranych kapitol z teorie grafi pro Zaky na zakladni
Skole. Nasledné rozebrat zpétnou vazbu od Zak( a téz sepsat vlastni hodnoceni.
Na zavér dle ziskanych dat uvést doporuceni pro pripadnou realizaci.

Prace je rozdélena na dvé casti, teoretickou a empirickou. V prvni ¢asti jsou
na zakladé odborné literatury sepsany zakladni pojmy a jejich vymezeni. Teoreticka
cast jerozdélena do sedmi kratSich kapitol. Nejprve je zpracovano, jak na graf
nahlizime, poté nasleduji témata: stupen vrcholu a izomorfismus grafli, grafova
souvislost, komponenty grafu, hamiltonovsky graf, stromy a kostry, rovinny graf a na
zavér obarveni vrcholl grafu. Veskeré definice a vétSina matematickych vét jsou
prevzaty z knihy A Course in Combinatorics, kterou napsali Jacobus Hendricus van Lint
a Richard Michael Wilson. V kapitolach se nachazi nejen definice, nybrz i ptiklady
s feSenim, mnohdy doplnéné o grafické znazornéni vytvorené spomoci softwaru
AutoCAD od firmy Autodesk. Zdmérem teoretické Casti je sezndmit ¢tenare se zaklady
z teorie grafli, které jsou podstatné pro porozuméni a praci s priklady pro Zaky
zakladni Skoly.

V empirické casti se nachazi popis vyzkumu a dva vyukové bloky obsahujici
piipravu na vyuku, sebereflexi a analyzu dotazniku. Prvni vyukovy blok je zaméten
na téma obarveni vrcholi grafu, v pripravé na vyuku se vyskytuji zakladni informace
tykajici se zvolené tridy, Casové dotace ¢i pouzitych pomiticek. Nasleduji mnou
vytvorené priklady pro Zaky vcetné reSeni, navrZzeny cCasovy plan a komentare
k pribéhu vyuky. Priprava na vyuku druhého bloku, jenz se vénuje hamiltonovskému
grafu, je strukturovana obdobné. Oba vyukové bloky obsahuji obrazky vytvorené v jiz
zminéném softwaru AutoCAD ¢i pomoci Apple Pencil v aplikaci Goodnotes. Za kazdym
vyukovym blokem jsou rozebrany odpovédi zaki, ziskané cestou dotaznikii a ma
vlastni zpétna vazba ohledné uskutecnéni vyuky. Konec prace je vénovan diskusi

vysledkl a komentaiim pro ucitele za icelem zkvalitnéni moZného provedeni vyuky.
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TEORETICKA CAST

1 Teoreticka cast

1.1 Cojetograf

Zakladni objekt teorie grafti je graf. BéZné se v matematice hovofti o grafu v souvislosti
s funk¢ni zavislosti. Pomoci grafii miiZeme zaznamenavat spotiebu elektrické energie
v zavislosti na ¢asovém obdobi a jiné. Napriklad ve statistice pracujeme s grafy,
pouZzivame rizné typy diagramd, at' uZ sloupcovy ¢i kruhovy. Na stfednich Skolach Zaci
pracuji s grafy funkci kuptikladu s paraboloul.

V teorii diskrétnich grafi nahliZime na grafy ovSem zjiného hlediska. Grafy jsou

utvoreny dvéma mnozinami, mnozinou vrchold a mnozinou hran. Hrana pokazdé

spojuje dva vrcholy.

1. Definice: Graf G je usporadana dvojice (V, H), kde V je neprazdna kone¢na mnozina
vrcholt a H je kone¢na mnoZzina hran.

2. Definice: Hrana h {vi, v2} je neorientovana, vi, v2 € V.

1. Priklad: ~ Graficky zndzornéte nasledujici graf zadany mnozZinou vrcholi
a mnozinou hran: H = {{x, z}, {y, w}, {z, w}, {x, y}}, V= {x, y, z, w}.
Regent:
Graf lze znazornit pomoci bodii predstavujicich vrcholy a kfivek znazornujicich

hrany.

W Z

Obr. 1 Graficka reprezentace diskrétniho neorientovaného grafu?

1 PRIHONSKA, Jana. Kombinatorické problémy: aplikace a metody fe$ent, s. 57.
2 Vlastni zpracovani. Pokud neni nadale uveden zdroj u obrazku, jedna se o vlastni tvorbu v programu

AutoCAD c¢i pomoci Apple Pencil v aplikaci Goodnotes.
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TEORETICKA CAST

Hrany se vétSinou znazornuji useckami, ale lze je znazornit i oblouky a jinymi

kiivkami - nezaleZi pfitom na tvaru krivKky, jen na tom, které dva vrcholy hrana spojuje.

ZADNA HRANA JEDNA HRANA DVE HRANY

Obr. 2 Grafické znazornéni hran

Graf odpovidajici zakladni definici vylucuje nasobné hrany, nemiizou byt dvé rizné

hrany mezi dvéma vrcholy a smycky. Nasledujici struktury nepovaZujeme za grafy:

A A

B B °
D

C C

Obr. 3 Nasobna hrana Obr. 4 Smycka

2. Priklad: ~ Kaliningrad
Tento priklad je znam jiz z 18. stoleti a ptiSel s nim Leonhard Euler, muz,
jenz je povazovan za jednoho z prikopniki teorie grafti. V té dobé se resil
problém mésta Koénigsbergu (cesky Kralovec, dnes Kaliningrad).
Méstem protékd teka Pregel a tvoii ostrovy, které jsou vzajemné
a s pevninou propojeny 7 mostys3.
Uloha spo¢iva v otazce: ,Je mozna prochazka takova, Ze kazdy ze 7 mosti

prejde ¢loveék praveé jednou a vrati se do téhoZ mista?“

3 CIENCIALA, Ludék a Lucie CIENCIALOVA. Teorie grafi a grafové algoritmy, s 1-2.
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TEORETICKA CAST

Obr. 5 Kaliningrad+

Reseni:

Wéd’ zni ne, nejednd se o graf ve smyslu nasi uvedené definice. Lze si
povSimnout, Ze ulohu nelze nakreslit jednim tahem. Takova prochazka
by existovala, kdyby Zadny vrchol nemél lichy stupen, viz nasledujici kapitola.
Bez podminky vratit se do stejného mista by vychazka existovala, kdyby maximalné

dva vrcholy byly stupné lichého.
C

>
o

B
Obr. 6 Naznaceny zacatek pokusu prochazeni 3
3. Definice: Vrchol v € Vje incidentni s hranou {w, x}, jestlize v € {w, x}.

Z definice vyplyva, Ze vrchol v je s hranou incidentni, pokud je jednim z jejich

koncovych vrcholt.

4 VAN LINT, Jacobus Hendricus a Richard Michael WILSON. A Course in Combinatorics, s. 6.
5 Tamtéz, s. 6.
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TEORETICKA CAST

1.2 Stupen vrcholu a izomorfismus grafl

4. Definice:

5. Definice:

Stupent (deg(v)) vrcholu v € Vje pocet hran, se kterymi je vrchol
incidentni.

Necht jsou zadany grafy Gi, Gz: Gi1 = (Vi, E1), G2 = (Vz, E2).
Bijekce f: Vi — V2 se nazyva grafovy izomorfismus, jestlize

V v, v2 € V: {vi1, v2} € H1 & {f (v1), f (v2)} € H2.

Bijekce zobrazeni f, které zachovava vrcholy, se nazyva izomorfismus pravé tehdy,

kdyZ zachovava hrany.

3. Priklad:

Reseni:

Necht jsou zadany grafy Gi, Gz (viz obrazky 7, 8).
Naleznéte takové zobrazent f, které lze nazvat grafovym izomorfismem.
1 2 A C

N%/

[A 3 D
Obr. 7 Graf G1 Obr. 8 Graf G2

Je snadné nalézt bijekci mezi vrcholy, ovSem aby se jednalo o grafovy izomorfismus,

musi byt téZ ,zachovany hrany“. NezaleZi na tom, jak se vrcholy ¢i hrany zakresli, jen

na tom, které vrcholy jsou spojeny hranami.

1—> A
2—> B
3—— C
b ——> D

Obr. 9 Izomorfismus f

Z reSeni, ukdzaném na obrazku 9 izomorfismus f, je vidno, Ze pocet hran je zachovan,

stejné jako ,vztahy“ mezi vrcholy hranami reprezentované. Izomorfismus grafii tedy

pouze ,preznaci” vrcholy.
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4. Priklad: ~ Najdi izomorfismus | grafli mezi graficky znazornénymi grafy Hi, Ha.

1 A
F B
5 2
E C
IA 3 D
Obr. 10 Grafé H1 Obr. 11 Graf” H2

ReSent:

Pri hledani izomorfismu pomyslné hybeme vrcholy ¢i natahujeme hrany tak,
abychom dostali dany graf. V této konkrétni tloze staci v grafu Hi1 posunout vrchol
6 dolii niZe, neZ jsou vrcholy 3, 4 a ziskame graf Hz. Lze si povSimnout, Ze vrchol 6,

ktery byl stupné tfi, se zobrazil na vrchol D, ktery ma téZ stupen tii.

1 —>
2 —>
33—
L ——>
5 —
6——> D

mTMm A @ >

Obr. 12 Izomorfismus 1

1. Véta: Plati, Ze deg (v) = deg (f (v)) pro izomorfismus f.
2. Véta: Necht G = (V, H) = ), deg(v) = 2|H|, neboli soucet vSech stupnt
vrcholl se rovna dvojndsobku poctu hran. (Diikaz plyne ze skutecnosti,

Ze hrana vZzdy spojuje dva vrcholy.)

1.3 Grafova souvislost, komponenty grafu

V tvodu této prace byl zminén priklad Kaliningradu, ve kterém vrcholy predstavovaly
mista ve mésté a hrany cesty po mostech mezi nimi.
Obdobné vrcholy mohou zndzorniovat riizna meésta a hrany silnice, které je spojuj.

Kdyz budeme projizdét autem dvéma mésty, zvolenou trasu mezi méstem

6 Tamtéz, s. 3.

7 Tamtéz, s. 3.
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A a Bnazyvame cesta. V nasledujicich radcich budou definovany pojmy tykajici se

podobné zaleZitosti, jelikoZ bude zkouman , pohyb* grafemS.

6. Definice:

Sled (xo, X1, X2, ..., Xk) je posloupnost vrcholi xi €V, jestliZe {xi, xi+1} € H
proi=0,1,..,k-1.

Ve sledu se mohou nékteré hrany, tudiz i vrcholy, opakovat. JelikoZ posuzujeme

graf, ktery ma pouze jednoduché hrany, pro zjednoduseni zapisu nemusime psat hrany,

vrcholy postaci®.

7. Definice:

8. Definice:

9, Definice:

3. Véta:

10. Definice:

5. Priklad:

Resent:
Aby graf G
hrany.

Necht' G = (V, H). Cesta je posloupnost (xo, X1, X2, ..., Xk) vrcholli xi € V,
ze {xi, xi+1} EHproi=0, 1, .., k=1 azadny vrchol se v posloupnosti
nevyskytuje vice nez jednou.

Kruznice je takova posloupnost vrcholt (xo, X1, X2, ..., Xk),

ze (Xo, X1, X2, ..., Xk-1) je cesta a navic xk = xo a soucasné {xx-1, Xk} € H.
Graf (V, H) se nazyva uplny, jestliZe jsou v ném kazdé dva vrcholy
spojeny hranou.

Znaci se Kn, kde n je pocet vrcholt.
Pro Gplny graf plati: K, = (V, H), kde |V| = n, |H| = (}).

Graf (V, H) se nazyva souvisly, jestlize kazdé dva rtzné vrcholy lze spojit

néjakou cestou.

Necht je zadan graf G, ktery |V| = 5. (PoCet vrcholti je roven 5.)
Jaky musi mit poCet hran, aby byl souvisly?

Jaky musi mit pocet hran, aby byl tplny?

byl souvisly, |H|=4. Ve vysledku neni Zadny vrchol volné, bez incidentni

8 CIENCIALA, Ludék a Lucie CIENCIALOVA, pozn. 3, s. 18.

9 Tamtéz, s. 18.
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Obr. 13 Ukazka reSeni, kdy pocet hran je roven 4
Pri kresleni plného grafu je vhodné si nejprve nakreslit vrcholy a poté postupné

z kazdého vrcholu prikreslit hrany ke vSem zbylym.

Obr. 14 GrafKs

6. Priklad: Necht je zadan graf G, jehoZ pocet vrcholti je roven 10. (|V| = 10).
Plati, Ze graf neni souvisly = |H| < 36.
Urcete, kdy nastane rovnost.
ReSent:
Reseni prikladu sestava z tiplného grafu Ko, jenZ ma 36 hran a samotného vrcholu,
z néhoz 74dna hrana nevychazi. Reseni se sklada ze 2 komponent, viz nasledujici

definice.

Obr. 15 Grafické znazornéni nesouvislého grafu
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11. Definice: Necht G = (V, H). (Vo, Ho) je podgraf grafu (V, H), jestliZe plati
a) Vo€V
b) Ho€ H
c) V h € Ho: h spojuje vrcholy z Vo.
12. Definice: Komponenta grafu je jeho maximalni souvisly podgraf vzhledem

k poctu vrchold.

Kdy?z je graf souvisly, poCet komponent je jedna.

KOMPONENTY

Obr. 16 Grafické znazornéni komponenty

7. Priklad:  Graficky znazornéte graf G, jehoZ pocet vrcholi je 7 a sklada se ze dvou
komponent, pricemZ jedna komponenta je graf K.
Resent:
Ze zadani je zndmo, Ze graf ma 7 vrchol{, které 1ze hned nakreslit. Poté je prihodné
nacrtnout jednu hranu mezi dvéma vrcholy, ¢imZ vznikne graf Kz a zbylé vrcholy

spojit mezi sebou.

\

Obr. 17 Reseni 7. prikladu se dvéma komponentami
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1.4 Hamiltonovsky graf

Problémy spojené s hamiltonovskymi kruznicemi pochazi z 18. stoleti, kdy byla
oblibena a znama takzvana uloha jezdce, jenZ ma za ukol projit prazdnou Sachovnici
tak, aby na kazdé pole vstoupil pravé jednou a pri poslednim tahu se vratil na pocatek.
Tuto ulohu jiz reSil L. Euler a zabyvali se ji i dal$i matematici jako Alexandra Théophil
Vandermond, Peter Guthrie Tait ¢i Thomas Penyngton Kirkman, ktery se jako prvni
pokusil o urcita zobecnénilo,

Hamiltonovsky graf nese svilij ndzev podle irského matematika W. R. Hamiltona,
ktery v poloviné 19. stoleti zverejnil hddanku, jenz spocivala v nalezeni uzavirené trasy
prochazejici dvaceti mésty, kterd jsou rozestavény ve vrcholech pravidelného
dvandactisténu, aniZ bychom nékterym vrcholem prosli vicekrat!! (na obrazku 18 je
vidno rovinné zakresleni grafu).

Na zakladé jeho prace vznikla hra nesouci nazev The Icosian Game, kterou lze

z pozdéjSich verzi znat i pod jménem Cesta kolem svéta. Cilem hry bylo napnout

provazek kolem vsech kolika tak, aby tvoril kruznici?2.

Obr. 18 Grafické znazornéni hamiltonovské hadanky13

13. Definice: Hamiltonovska cesta je cesta obsahujici vSechny vrcholy grafu.
14. Definice: Hamiltonovsky graf je graf, ktery obsahuje hamiltonovskou kruznici,

jenZ prochazi vSemi vrcholy grafu.

10 SISMA, Pavel. Vznik a vyvoj teorie graft, s. 92-93.

11 DEMEL, Jiti. Grafy a jejich aplikace, s. 187.

12 SISMA, Pavel, pozn. 10, s. 93.

13 VAN LINT, Jacobus Hendricus a Richard Michael WILSON, pozn. 4, s. 8.
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Start/Cil

\ _

/ I

pr—
Obr. 19 Ukazka hamiltonovské cesty
Hamiltonovsky graf tkvi v priichodu vSech vrcholii grafu pravé jednou a navraceni
se do vrcholu startovniho. Z ¢ehoz vyplyva, Ze neni zapotrebi pouZzit vSechny hrany.
Jako typicka dloha se udava problém obchodniho cestujiciho, ktery ma navstivit
vSechna mésta v dané oblasti (pravé jednou) a vratit se zpét, tak aby jeho cesta byla
nejkrat$i mozna. Uloha ve zjednodu$ené verzi nepracuje s podminkou tykajici se délky

cesty, pracuje se s predpokladem, Ze vzdalenost mezi mésty je jednotkoval4, neboli

délky vSech hran jsou stejné.

1.5 Stromy a kostry

S grafem typu strom se setkaji Zaci jiZ na zakladni Skole kupiikladu tehdy, kdyz kresli
svoje rodokmeny. Nasledné?> i na stiedni Skole ¢i gymnaziu v hodiné chemie pti psani
molekul uhlovodiku CnH2n - 2.
15. Definice: (V, H) je strom, jestlize

a) jesouvisly

b) neobsahuje kruznice.

Obr. 20 Ukazka stromu

14 CIENCIALA, Ludék a Lucie CIENCIALOVA, pozn. 3, s. 86.
15 Tamtéz, s. 26.
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4. Véta: Strom na n vrcholech ma (n - 1) hran.

5. Véta: Pro n vrcholl 3 n? - 2rGznych stromd.

8. Priklad: ~ Necht je zadan souvisly graf bez kruznic, jehoZ pocet vrcholli n = 4.
Kolik existuje odliSnych stromii a kolik existuje stromi, které jsou
neizomorfni?

Re3ent:
Reseni je vidno z vyse zmin&né véty. Existuje 16 (44-2) stromd odli$nych tieba jen
oznacenim. Dva stromy budou navzajem neizomorfni. V prvnim stromé se nachazi

dva vrcholy stupné dva a ve druhém jeden vrchol stupné tri.

a b ag oD 2 bag 4 aNb
2 L e [_[c ¢ Z A d Navzéjenj
izomorfni
a b a b a b a b| grafy
C d j/d cX D< : : >q
a b
Navzajem
izomorfni
raf
2 d d grary

Obr. 21 Grafické reSeni 8. prrikladu6

9. Priklad: ~ Necht je zadan souvisly graf bez kruZznic, jehoZz pocet vrcholt n = 5.
Kolik existuje odliSnych stromii a kolik existuje stromi, které jsou
neizomorfni?

Reent:

Obdobny priklad liSici se pouze vétSim poctem vrcholli. Postup feSeni je stejny.
Existuje 125 stromi odlisnych tifeba jen oznacenim. Vysledek plyne z jiz zminéné
matematické véty, pro 5 vrcholl existuje 5°-2 rtznych stromt. Tfi stromy jsou

navzajem neizomorfni. Prvni strom, kde se nachazi jeden vrchol stupné 4

16 VAN LINT, Jacobus Hendricus a Richard Michael WILSON, pozn. 4, s. 12.
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ma 5 izomorfnich grafii. JelikoZ je pét variant na jeden prostredni vrchol stupné

¢tyri. Na obrazku 22 1ze vidét izomorfni grafy, které obsahuji jeden vrchol stupné 4.

Obr. 22 Grafické reSeni 9. piikladu a)

Druhy strom, kde se nachazi tfi vrcholy stupné dva, ma 60 izomorfnich grafi, jez lze
v . 5! . L o
spocitat pomoci permutace —. Posledni typ stromu, kde je jeden vrchol stupné tri

a jeden vrchol stupné dva, ma téZ 60 izomornfich grafii. Pfi vybéru vrcholu stupné
tii existuje pét mozZnosti, poté na vrchol schupné dva je mozno zvolit ze Ctyt
moznosti, na zavér na vrchol stupné jedna, jenz navazuje na vrchol stupné dva jsou
tfi moZnosti. Pocet grafi je tudiZ: 5 - 4 - 3 = 60. Kompletné je 125 izomorfnich grafi

(60 + 60 + 5), cozZ souhlasi s vypoctem vySse.

Ixk 3x2 1x3+1x2

Obr. 23 Grafické reSeni 9. piikladu b)

Na obrazku 23 lze vidét, Ze feSeni obsahuje 3 navzajem neizomorfni stromy. Druhy
typ neizomorfniho stromu ma tri vrcholy stupné dva. Posledni typ ma jeden vrchol

stupné tfi a jeden vrchol stupné dva.

16. Definice: Kostra (Vk, Hk) souvislého grafu (V, H) je takovy podgraf grafu (V, H),
ktery

a) obsahuje vSechny vrcholy (Vk =V)
b) je souvisly

c) neobsahuje kruznice.
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Kostra souvislého grafu na n-vrcholech ma (n-1) hran.
Hledani koster sebou nese praktické vyuZiti. UzZite¢né je hledat kostru v komunikac¢nich

sitich, dopravnich sitich a dalSich uzitich17.

10. Priklad: Necht je graficky znazornén souvisly graf G.

Zaznacte kostru souvislého grafu.

Obr. 24 Zadani 10. prikladu

Reseni:

Vytvarime souvisly graf, aniZ bychom vytvofili kruznici. Cilem je zajistit, aby mezi
kazdymi dvéma vrcholy existovala aspon jedna cesta. Zatneme ve vrcholu 1
a pridavame hrany cest, které vrchol 1 spojuji se vSemi dalSimi vrcholy.

Reseni je znazornéno na obrazku 25, kdy vSechny moZné dvojice vrcholil jsou
spojeny néjakou cestou, ta je v tomto konkrétnim pripadé soucasti jedné velké cesty.
Viz poradi vrcholii navstivenych na cesté: 1, 2, 3, 4, 5, 10, 8, 6, 9, 7. Vysledna kostra

je tvofena hranami vyznacenymi modre.

Obr. 25 Reseni 10. prikladu

11. Pfiklad: Algoritmus hledani minimalni kostry grafu
Uloha zni: ,Elektrikat vede elektfinu. Kazdd cesta ma svoji cenu,

za kterou se prokope. Najdi cestu za minimalni moznou cenu.”

17 CIENCIALA, Ludék a Lucie CIENCIALOVA, pozn. 3, s. 30.

25



TEORETICKA CAST

Jedna se o takzvany ocenény ¢i vazeny graf. Hledame kostru souvislého grafu.
PiifeSeni dlohy postupujeme od nejniZsich hodnot a nesmime vytvorit kruznici.
Konkrétni zadani ulohy tykajici se hledani minimalni kotra grafu: ,Je graficky

zndzornén ocenény graf G. Zaznacte minimalni kostru grafu.”

P
13
12 ) 27 |18 C
5| 8
0/ . 3
9 D
2
15
il
F

Obr. 26 Zadani 11. prikladu
17. Definice: Necht je graf G = (V, H).

f: H— R, cenova funkce, ktera kazdé hrané prirazuje cenu.
Regeni:
Je zapottebi pridavat postupné hrany s nejnizsi cenou, které jsou napojeny na

vznikajici strukturu a soucasné nevytvorit kruznici. Vysledek je znazornén

oranzovymi hranami.

12 21 |18 ol

15

Obr. 27 Reseni 11. piikladu

26



TEORETICKA CAST

12. Priklad: Lze najit nejkrats$i hamiltonovskou kruznici za pomoci hladového
algoritmu?

Reeni:
Patrani po nejkrat$i hamiltonovské Kkruznici pripomind Algoritmus hledani
minimalni kostry grafu, kdy se hledalo nejlevnéjsi mozné vedeni elektriny, jinymi
slovy hledala se minimalni kostra grafu. Dle pana docenta Fuchse je hledan podgraf,
v kterém jsou propojeny vSechny vrcholy a sou¢asné neobsahuje kruznici.18
Hladovy algoritmus probiha krok za krokem, v kazdém kroku se odehrava vybér
mistné optimalni volby bez zaruky nalezeni kompletné optimalniho reSeni na
konci.1?
Jelikoz hladovy algoritmus vyuZivame k nalezeni minimalni kostry, v nékterych
pripadech je moZné, Ze nalezend kostra bude vyuZzitelnd pro ukol nalézt
hamiltonovskou kruZznici - tehdy, kdyZ minimalni kostra bude soucasné cestou,
dodatecné pridame k cesté posledni hranu, ktera z cesty utvori kruznici. Pri feseni
ulohy je nutné dodrZet podminku, Ze cesta povede vSemi vrcholy a kazdym
vrcholem pravé jednou, tudiz jeden vrchol nesmi byt incidentni se tfemi hranami.

b 30 d

f

Obr. 28 Nejkrats$i hamiltonovska kruznice

Na obrazku vyse je zvyraznéna Cervena hamiltonovska kruznice, jejiZ hrany mezi
vrcholy byly vybrany pomoci hladového algoritmu. Cesta zacala ve vrcholu a,

poté byly postupné pridany hrany s nejnizsi hodnotou, na zavér za ucelem vytvoreni

18 FUCHS, Eduard. Prace z teorie graft, s. 174.

19 PAIVA, Henrique Mohallem; Priscila Falcio dos SANTOS; Marcos Ricardo Omena de Albuquerque
MAXIMO a Lucas NIEMEYER. Efficient Lecturer Peer-Assessment Attribution Using Graph Theory
and a Novel Greedy Algorithm, s. 14742-14750.
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hamiltonovské kruznice byla doddna hrana mezi vrcholy a, f. Cervena

hamiltonovska kruznice je v grafu nejkratsi.

Nejkrat$i hamiltonovskou kruZnici nelze za pomoci hladového algoritmu pokazdé

nalézt. Tvrzeni je dokazano protiprikladem viz obrazek 29.

3 500 b
0 4 10
5 15
100 100
e 1000 c

Obr. 29 Diikaz protiprikladem
Cervend hamiltonovska kruZnice je vybrana pomoci hladového algoritmu se
startovnim vrcholem e. Postupnym vybiranim nejmensich hodnot cesta dorazi
k vrcholu c, kde je za ucelem ziskani hamiltonovské kruznice nucena vyuZit hranu
mezi vrcholy e, c. Tato cesta neni nejkratsi, coZ l1ze konstatovat na zakladé vytvoreni
modré cesty. Zavérem lze Fici, Ze podminky hamiltonovské kruznice a hladového

algoritmu dohromady nefunguji.

1.6 Rovinny graf

18. Definice: Rovinny graf je takovy graf, ke kterému existuje rovinna reprezentace,
rovinné nakresleni.
Rovinny graf 1ze nakreslit do roviny tak, aby se Zadné dvé hrany nekfiZily, a hrany
se neprotinaji jinde neZ ve vrcholech.

13. Priklad:  Je graf znazornény na obrazku rovinny?

a b

C d
Obr. 30 Zadani 12. prikladu
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Resent:
Na prvni pohled se hrany kiiZzi v bodé mimo vrchol. MliZeme ho vSak prekreslit?
Existuje jeho rovinné nakresleni? Odpovéd zni ano, kdyZ vrchol b presuneme,

S z

viz graficky znazornéné reseni.

T

C d
Obr. 31 Reseni 12. prikladu

6. Véta: (Kuratowského) Graf je rovinny pravé tehdy, jestliZe neobsahuje
podgraf, ktery by byl grafem Ks nebo Ks, 3 nebo grafem ziskanym

z nékterého z téchto grafti postupnym ptilenim hran?2o.

14. Priklad:  Slavna tloha o 3 domech a 3 studnich
Tri obyvatelé tii doml mohou vyuzivat vSech tii studni, tudiz kazdy
z nich by chtél, aby od jejich domu vedly cesty, po kterych by se ke vSem
trem studnim dostali. Zaroven ani jeden soused nechce, aby se jejich

cesty protinaly se sousedovymiZ21.
Resent:
Uloha Ize vyresit pravé tehdy, kdy# existuje rovinna reprezentace tohoto grafu?2,

Hledame systém nektiZujicich se cest. U dvou domi tloha vychazi, u tff jiZ nema

reSeni.

Obr. 32 Uloha o 3 domech a 3 studnich

20 ZELINKA, Bohdan. Rovinné grafy, s. 49-50.
21 Tamtéz, s. 43-44.

22 Tamtéz, s. 44.
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Z obrazku 32 je ziejmé, Ze jeden ze sousedii bude muset bud’ navstévovat pouze dvé
studny nebo chodit po cesté, jenZ protina sousedovu. Graf tykajici se dané ulohy je

typu K3, 3.

1.7 Obarveni vrcholu grafu

Praktické vyuziti barveni vrcholli grafu spocivad kuptikladu v feSeni takzvaného
skladovaciho problému. Zminény problém nastavd z divodu skladovani rtznych
druhli zboZi, jez nemohou byt skladovany dohromady. Abychom minimalizovali
naklady, je treba urcit nejmensi pocet oddélenych skladovacich prostor tak, aby zbozi
bylo uloZeno spole¢né pouze tehdy, kdyZ je to v poradku. Dalsi piiklad praktického

uziti Ize spatrit pri tvoreni zasedaciho poradku at' uz na oslavé ¢i svatbé?2s.

19. Definice: Obarveni vrcholii grafu je takové ohodnoceni vrcholi barvami z mnozZiny

B, Ze Zadné dva sousedni vrcholy nejsou ohodnoceny stejnou barvou.

KaZzdému vrcholu se priradi barva. R-barevny graf je takovy graf, Ze existuje jeho

obarveni R barvami.

20. Definice: Chromatické ¢islo grafu urcuje minimalni moZny pocet barev potiebny
na jeho obarveni.

Chromatické ¢islo grafu G znacime jako x(G).
15. Priklad: Narozeninova oslava
Zveme kamarady, z nichZ néktef{ se znaji. Na oslavu je zvano celkem
8 lidi. Cilem je posadit hosty tak, aby se lidé u stolu neznali.

V zadani jsou osoby znaceny jejich inicialami:

a..zna:d,f, g e..zna:c, f
b...zna:c,d, h f...znd:a,d, e
c..zna:b, e g...zna:d
d...zna: a, b, f h...zna: b

23 CIENCIALA, Ludék a Lucie CIENCIALOVA, pozn. 3, s. 62.
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TEORETICKA CAST

Reeni:

Vrcholy budou predstavovat osoby a hrany zndmost mezi nimi. Ridime se tim,
aby zadné dva sousedni vrcholy nebyly ohodnoceny stejnou barvou.
Pro piehlednost barvy jsou znaceny cisly. Lze postiehnout, Ze kviili lidem a, d, f je
zapotiebi pouZzit 3 barvy, tudiZ budeme potiebovat 3 stoly na oslavu.

3 2
h. b !

Obr. 33 Reseni tlohy zvané narozeninova oslava

V roce 1852 poloZil student University College v Londyné Francis Guthrie otazku,
jeZ dnes zname jako problém c¢tyt barev, Augustu de Morganovi. F. Guthrie se svym
bratrem, ktery se pozdéji stal profesorem matematiky v Kapském Mésté, si vSimli,
ze v nékterych pripadech jsou nutné k obarveni mapy Ctyti barvy tak, aby kazdé dvé
sousedni zemé mély odliSnou barvu. Zaroven nenasli pripad, kdy ctyti barvy nestaci.
Diikaz se jim vsSak sestrojit nepodafilo. Augustus de Morgan pozadal o pomoc
Hamiltona, ktery mu vSak nepomohl, a tak byl problém Sifen dal, aZ se stal soucasti
matematického folkléru. Problém byl kladné vyresen az v roce 1976, na jejimz reSeni
se podileli Kenneth Appel a Wolfgang Haken z univerzity v Illinois. Diikaz byl proveden
na pocitaci a trval témér 1200 hodin strojového ¢asu a muselo se pri ném rozliSovat

skoro 2000 odlisnych pripad2+.

24 SISMA, Pavel, pozn. 10, s. 94-95.
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16. Priklad:  Problém politické mapy
Kolik barev potrebujeme na vybarveni politické mapy, aby sousedni

staty nebyly vybarveny stejnou barvou? Mapa zadana obrazkem.

Obr. 34 Problém politické mapy - zadani

Resent:

Vrcholy grafu v dané udloze znazoriuji staty a hrany spole¢né hranice. Postupné
prifazujeme barvy. Staty, které maji spole¢nou hranici, musi nést odliSné obarvent.
Dany priklad je rovinny. Z obrazku je zrejmé, Ze na vybarveni politické mapy

potfebujeme Ctyfi barvy.

Obr. 35 Problém politické mapy - ieSeni

Jaké je chromatické ¢islo pro obarveni rovinného grafu?

7. Véta: U rovinného grafu x(G) < 4.
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8. Véta: (Brooksova) Necht d = 3 a G je graf, ve kterém maji vSechny vrcholy
stupen < d a Ka+1 neni podgrafem G. Potom plati, Ze x(G) < d. (d znaci

maximalni stupen vrcholii)

Dilikaz:

Danou vétu lze dokazat sporem. Lze uvaZovat, Ze tato véta neni pravdiva, a poté najit
protipriklad, ¢imZ dospéjeme ke sporu. Necht' G je protiprikladem a zaroven plati,
ze vrchol x € G. Sousedni mnozina vrcholu x je I'(x) = {x1, .., x1}, | < d. Jelikoz
G je protiprikladem, graf H, ktery ziskame odstranénim vrcholu x a hran incidentnich
sX, ma d-obarveni, s barvami 1, 2, .., d. Pokud jedna z téchto barev neni pouzita
v obarveni I'(x), miizeme prifadit tuto barvu k x a ziskat tak d-obarveni grafu G. Z toho
plyne, Zel=d akaZzdé d-obarveni H musi pouzit vSechny barvy z mnoZiny
['(x). Predpokladejme, Ze xima barvu i pro i = 1, 2, .., d. Nyni uvaZujme xi a Xj
a indukovany podgraf Hj grafu H s barvami i a j. Pokud by xi a xj byly v rznych
souvislych komponentach Hj, mohli bychom prohodit barvy v jedné z téchto
komponent, poté by xi a Xj mély stejnou barvu, coZ je nemozné. TakZe xi a Xj jsou ve
stejné komponenté (feknéme Cij) Hij. Je predpokladano, Ze vrcholy xia xjz I'(x) nejsou
spojeny hranou. Potom existuji dvé cesty Cj a Cik v grafu H, které obsahuji xia maji
riizné barvy na koncich. Zkoumanim sousedii xi na Cija Cik a vyuZitim faktu, Ze vrcholy
maji maximdlné d-2 barev, dochazi ke sporu. Tedy jsme dosli k protikladu,
coZ znamena, Ze predpoklady o existenci protiprikladu jsou nespravné. To znamenj,

Ze véta platizs,

(o

Obr. 36 Diikaz Brooksovy véty?26

25 VAN LINT, Jacobus Hendricus a Richard Michael WILSON, pozn. 4, s. 24-27.
26 Tamtéz, s. 26.
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17. Priklad: ReZiséri

V divadle je k dispozici Sest hercti. Divadelni predstaveni obsahuje osm
roli. Je mozné predstaveni zahrat, kdyZ jsou nékteré postavy v danych
momentech soucasné na jevisti?
Postava 1 je soucasné na jevisti s postavami: 3, 6, 7, 8.
Postava 2 je soucasné na jevisti s postavami: 3, 4, 8.
Postava 3 je soucasné na jevisti s postavami: 8, 4, 6.
Postava 4 je soucasné na jevisti s postavami: 8, 6, 5, 7.
Postava 5 je soucasné na jevisti s postavami: 7, 6.

Postup:

JestliZze jsou ve scénari soucasné na jevisti postavy = existuje mezi nimi hrana.

Barvy predstavuji herce a ¢isla vrcholi role.

Reeni:

Pro dané zadani Ize najit FeSent, staci 4 herci. Pfi jednom z moZnych reSeni se obarvi
prvni vrchol (1) barvou modrou. Jeho sousedni tfi vrcholy (7, 8, 3) musi byt oznaceni
jinou barvou - Zlutg, ¢ervend, zelena. Zminéné tri vrcholy maji jesté jeden spolecny
vrchol (4), kterému mutzeme priradit jiz jednou pouZzitou modrou barvu. Vrchol (4)
ma dalsi dva sousedni body. JelikoZ je vrchol (5) spojen s vrcholem (7) nelze priradit
Zluté obarveni. Zbyvaji na vybér dvé barvy, zvolime ¢ervenou. Sousedé vrcholu (6)
maji ¢ervenou, modrou i zelenou barvu, tudiZ musi byt Zluty. Zbyvajici vrchol (2)

musi byt obarven Zlutou.

Obr. 38 Rovinné zobrazeni grafu

z 16. piikladu

Je graf rovinny?
Ano, je, viz obrazek 38.
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2 Empiricka ¢éast

2.1 Popis vyzkumu

Vzhledem ke stanovenym cilim je druhd polovina prace vénovana piikladim
z teorie grafli pro Zaky na druhém stupni zakladni skoly, konkrétné 7. tridy. Zamérem
prace je realizovat vyuku teorie grafii na zakladni Skole, obohatit vyuku Zaki a zjistit
do jaké miry Zaci na vyuku reagovali. Posléze navrhnout voditka pro moZnou realizaci
vsedmém rocniku. Na zakladé vyse popsané teorie jsem sestavila pracovni listy
s vlastnimi ulohami tykajici se vybranych kapitol z teorie graft. V praktické ¢asti se
nachazi priprava na vyuku dvou vyukovych blokd, kde jsou slovni tlohy popsany
véetné teseni. Ulohy byly realizovany ve dvou vyukovych blocich. Za kazdym
vyukovym blokem je sepsana ma sebereflexe tykajici se realizace téchto vyukovych
bloki. Je zde pospana ma zkuSenost s aplikovanim tloh piimo ve tridé. Provedeni
vyuky je reflektovano z hlediska dodrzeni ¢asového rozpisu, naplnéni cili ¢i obtiznosti
uloh. Nasledné je sepsdna analyza dotaznikii, které na konci kazdého bloku Zaci
vyplnili. V dotaznicich jsou Zaci tazani na jejich nazory, téz se zde vyskytuji testovaci

ulohy za ucelem ovéreni naplnéni konkrétnich cila vyuky.

2.2 Prvni vyukovy blok

221 Priprava na vyuku

Téma: Obarveni vrcholt grafu

Trida: 7. trida

Misto: Velké Némcice

Délka vyucovaci jednotKky: 90 minut (2 x 45 minut)

Cile: Zak popise, z kolika hran a vrchol{ se graf sklada.
74k prevede zadani ilohy na problém poétu barev obarveni grafu.
7ak vytvori graf dle mapy znazorhujici oblasti (staty, kraje apod.) a jejich
spole¢né hranice.

7Zak aplikuje pravidla obarveni vrcholi grafu za i¢elem vyie$eni danych tloh.
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Pomiicky: vytisténé papiry s ulohami, kiidy/fixy na tabuli, psaci potreby (pero,
pastelky ¢i fixy)
Pro tusporu c¢asu a plynuly pribéh hodiny je doporuceno vyuZit notebook ¢i jiné

vypocetni zarizeni s dataprojektorem.

Napojeni na RVP ZV:

V ramcovém vzdélavacim programu pro zakladni vzdélavani se nachazi vzdélavaci
oblast Matematika a jeji aplikace, ktera preddavd védomosti a dovednosti
zuZzitkovatelné v redlném Zivoté, a zprostiedkovava tak matematickou gramotnost.
Tato oblast jerozdélena na ¢tyii tematické okruhy. Prvni okruh snazvem Cisla
a poCetni operace pro Zaky na prvnim stupni, na ktery na druhém stupni navazuje
adale ho prohlubuje tematicky okruh Cislo a proménnd. Druhy okruh se jmenuje
Zavislosti, vztahy a prace s daty, poté nasleduje Geometrie v roviné a v prostoru
a posledni okruh zni Nestandardni aplikac¢ni ulohy a problémy, jejichZ feseni mize byt
do urcité miry nezavislé na znalostech a dovednostech Skolské matematiky, ale pri
kterém Zaci musi logicky premyslet. 27 JelikoZ Zaci ve vyucovani zpracovavaji mapy
smyslené i realné, resi slovni dlohy za pomoci grafti a aplikuji dané principy, lze tuto

vyuku zaradit pravé do okruhu Nestandartnich aplikac¢nich tloh a problémi.

Uvod: 5 min

Nejdrive se vyucujici predstavi pred tfidou a kratce popisSe plan spolecné vyuky,
poté rozda Cisté papiry a nasleduje vyrabéni si jmenovek. Za acelem Zadaného chodu
vyuky je zapotfebi zakim sdélit, Ze prinos spolecné straveného casu spociva
v rozsifeni jejich znalosti a povzbuzeni zajmu o matematiku. Je dilezité zaky ujistit,
Ze se jejich Cinnost v hodiné nebude znamkovat. Cenéna je predevsim aktivni ucast.
Béhem vyuky je v poradku pozadat o pomoc ¢i klast jakékoli otazky tykajici se tématu.
Neni zapotrebi se stydét zeptat, odpovéd na vzneseny dotaz mize pomoci nejen
zakovi/zakyni, ktery/a otazku polozil/a. Pokud si chce vzit Zak/Zakyné slovo, je nutné

se prihlasit, at nevznikne ve vyucovani hluk, ktery by mohl ostatni rusit.

27 MSMT. Ramcovy vzdé&lavaci program pro zakladni vzdélavani, s. 31.
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Seznameni se s teorii grafi: 10 min

7

Vyucujici zZaklim sdéli: ,Teorie grafi je obor matematiky, jeZ zkouma grafy
skladajici se z vrcholi a hran.” Nakresli obrazek na tabuli a barevné zvyrazni vrchol

a hranu, grafické zndzornéni doplni slovnim komentarem.

o *—

Vrchol

Obr. 39 Nakres na tabuli
Vyucujici poprosi Zaky, at' zkusi na tabuli nakreslit vlastni grafy skladajici se
z vrcholli a hran, naceZ se u konkrétnich grafti dopta, z kolika hran a vrcholi se skladaji.
Nasleduje rozdani pracovnich listd, jeZ jsou k nahlédnuti na konci prace v piilohach,

a stru¢né seznameni s jejich strukturou.

Prace s pracovnimi listy

1.Uloha: 5 min
Vybarvi mapu znazornénou na obrazku A, takovym zplsobem, Ze staty, jeZ maji

spole¢nou hranici, nebudou obarveny stejnou barvou. Pfitom se snaZ pouZit,

co nejméné barev. Kolik bude potieba nejméné barev na vybarveni mapy?

Obr. 40 Zadani mapa A

Ucitel/ka pozada zaka/zakyni o precteni zadani. Nasledné necha zakim cas pro

vyteseni tlohy. Zaci barvi mapu bez znalosti teorie grafi.
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Vlastni zpracovani:

Obr. 41 Vybarveni mapa A

Na obrazku je znazornéno jedno z moznych barevnych fe$eni mapy. Zaci mohou
pouZit libovolné barvy a zacit u kteréhokoli statu. Nejméné jsou potieba tfi barvy.

V tuto chvili je tfidé sdéleno: ,Tento kol Ize reSit pomoci teorie grafi. Jedna se
o takzvané obarveni vrcholl grafu.” Poté vyucujici uvede pravidlo, jeZ se pti obarveni
vrcholi grafu aplikuje: ,Kdyz barvime vrcholy grafti, barvime je tak, ze zadné dva

sousedni vrcholy nemaji stejnou barvu.”

2. Uloha: 15 min (v€etné navraceni k prvni tloze)

Zakrouzkuj sousedni vrcholy vrcholu A, vrcholu N a vrcholu P?

A K
EQB @ | P Q
N _l [ ] *—o

Obr. 42 Zadani - sousedni vrcholy

Po dokonceni druhé ulohy v pracovnim listé se ucitel/ka vraci k prvni dloze
a promita mapu na tabuli. Ucitel/ka ukaze zakiim moznost misto vybarveni celych
ploch statii obarvit vrcholy. Zakiim se poloZi otazka: ,Kdo vi, ¢im nahradime kazdy
stat?“ Ucitel /ka zakiim pomah4, snazi se je na spravnou odpovéd navést: ,Co vidite na

obrazku, kde budou vrcholy zakresleny?” Pokud Zaci stale nereaguji, je poloZena
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pomocna otazka: ,Vrcholem nebo hranou?” Poté ucitel/ka pozada Zzaka/Zakyni
o nakresleni vrcholli do mapy na tabuli.

Nasleduje otazka: ,Mezi kterymi vrcholy pii feSeni kreslime hranu?“ Ocekavana
odpovéd’: ,JejichZ staty maji ¢ast hranice spolecnou.” Opét ucitel/ka v piipadé potieby
pomiiZe doptavanim se a poprosi dobrovolnika o ndkres na tabuli. Zaci si graf nakresli
do svych pracovnich listt.

Ucitel/ka seznamuje zaky se strategii obarvovani grafii a zadava pokyny. ,Obarvéte
si jeden libovolny vrchol Cervenou barvou. Mame vSichni jeden vrchol obarveny?“
Sama obarvi jeden vrchol na tabuli. ,Obarvéte jinou barvou ty vrcholy, které sousedi
s vrcholem, ktery jsme jiZ obarvili. Pozor, vrcholy nesmi navzdjem sousedit. Zvolme si
modrou.“ U tabule zabarvi vrcholy bud” ucitel/ka nebo dobrovolnik.

»Pokud existuji vrcholy, které sousedi s vrcholy obou predchozich barev soucasné,
obarvime je tireti barvou napriklad zelenou. JestliZe zatim neexistuji takové vrcholy,
lze pouzit znovu prvni barvu (Cervenou) na vrcholy, jeZ jsou piipojené k pouze
modrym vrchollim a nesousedi spolu navzajem.” Ucitel /ka predvede na tabuli. V tomto

algoritmu lze nadale pokracovat, ucitel/ka spolu s Zaky dokon¢i priklad.

Vlastni zpracovani:

ReSeni tlohy pomoci teorie grafii.

Obr. 43 Reseni mapy A

Po skonceni spole¢né prace maji Zaci zadanou tireti lohu v pracovnim listé.

39



EMPIRICKA CAST

3.Uloha: 10 min
Uplatni teorii graffi a zjisti, kolik bude poti‘eba nejméné barev na vybarveni Ceské
republiky takovym zplisobem, Ze kraje, jeZ maji spolecnou hranici, nebudou obarveny

stejnou barvu. (Graf miiZes kreslit pifimo do mapky.)

Obr. 44 Zadani mapa CR

Uloha je zad4na k samostatnému feseni. Pii FeSeni lze vrcholy nakreslit uvnitt
jednotlivych izemi a hrany mezi vrcholy, jejichZ izemi maji spolecnou ¢ast hranice.
Jelikoz Zaci teSi ulohu tykajici se obarveni vrcholi grafu poprvé samostatné,
je zapotiebi pozorovat, jak si s ikolem vedou a feSeni koordinovat. Abychom pomohli
studentim, kterym se tolik nedafti, Ize pro né ulohu rozfazovat. Ucitel/ka kontroluje
postup zakl. Zakdm, ktefi nevi, jak zacdit s FeSenim, vyucujici poradi, doptava se:

,Cim nahradime kaZdy kraj?“ Ostatni Z4ci pokracuji svym tempem.

Vlastni zpracovani:

Obr. 45 Vybarveni mapa CR

Nejméné jsou potieba Ctyfi barvy. Na obrazku je znadzornéno jedno z moZnych

barevnych reSeni.
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KdyzZ je vétsSina zakid hotova, na tabuli se promitne mapa a dobrovolnik jde namalovat
na tabuli své FeSeni. Zaci sdili sva feSeni, sdéluji, ¢im se jejich 1i${ a vyucujici podava
zpétnou vazbu na jejich praci.

Vyucujici povi Zakiim o Sir$im vyuziti barveni vrcholl grafu. ,Nalezneme ho pfi
reseni uloh, tykajici se zasedaciho poradku ¢i skladovaciho problému. Kuptikladu
skladovani nebezpecnych latek, planovani procest, kdy nékteré akce nesmi probihat

soucasné, vytvareni rozvrhi a dalsi.

Obr. 46 Reseni mapa CR

Nasledujici ¢tyti ulohy necha vyucujici nejprve k samostatnému reSeni ¢i reSeni ve
dvojicich. Ulohy lze nasledné rozfazovat: ¢as k samostatnému reseni, spolecné sdileni
grafi, doba k obarveni grafi a ukazka vysledku s pripadnou diskusi. Kdyz Zaci tvori

graf ¢i barvi vrcholy, vyucujici nabizi individualni pomoc.

4. Uloha: 10 min

Seznamovaci hra

Na tabor jede Marie, Klara, Richard, Hana, Tomas, Jan, Lukas, EliSka a Bara.
Je zapotiebi, aby se vSichni déti spolu sezndmili, tudiZ u stolu mohou sedét pouze
osoby, které se neznaji. Kolik budeme potiebovat stolii? Budou stacit ctyri stoly,
jeZ mame Kk dispozici?

Vrcholy budou predstavovat osoby a hrany jejich znamost.

a) Zobraz kamarady a jejich znamost do grafu:
Marie zna: Hanu, Lukase, Baru

Hana zna: Marii, Tomase, Lukase
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Tomas zna: Hanu, Lukase, Jana

Jan zna: Tomase, Richarda, Baru, Klaru, Elisku
Eliska zna: Jana, Klaru

Klara zna: Elisku, Jana, Baru

Bara zna: Klaru, Jana, Lukase, Marii

Lukas zna: Marii, Hanu, Tomase, Richarda, Baru

Ndpovéda: Vrcholy budou predstavovat osoby a hrany jejich zndmost.

b) Obarvi vrcholy a zjisti kolik bude potieba nejméné stold.

Vlastni zpracovani:

Na seznamovaci aktivitu nam budou stacit 3 stoly.

Obr. 47 Graf seznamovaci hra

5. Uloha: 5 min

Harmonogram prohlidek

Jedna z pamatek, na kterou se déti z tdbora mohou jit podivat, je hrad. Na hradé jsou
naplanované a zarezervované prohlidky, avSak onemocnéli jim nékteii privodci
a manazer fesi, zda je se zbyvajicimi zaméstnanci moZné prohlidky v danych ¢asech

uskutecnit.

Pomoz manazerovi a urcit kolik privodct je zapotiebi.

Harmonogram:
8:00 -9:00
8:30-9:30
9:00 - 10:00
9:15-10:15
9:45 -10:45
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Vlastni zpracovani
Pii teSeni ulohy vrcholy predstavuji prohlidky a hrany znaci, Ze prohlidky
probihaji soucasné. Cil je zjistit, jaké je minimum privodct, coZ ukaze pocet barev.

¢ 8:00-9:00

8:30-9:30

9:00-10:00
9:15-10:15

9:45-10:45
Obr. 48 Graf harmonogram prohlidek
6.Uloha: 10 min

Z00
Byla postavena nova zoo. Privezli prvni zvirata a je nutné je rozmistit do vybéht. Kolik

vybéhi minimalné potirebujeme, kdyzZ u kazdého zvirete je nutno splnit urcité

podminky?

Lev = vSechny ostatni zvirata Lachtan = potfebuje zimu
seZere, potfebuje teplo Tulen = potfebuje zimu
Zebra = potrebuje teplo Klokanek = pottebuje teplo
Kojot = seZere pava a klokanka, Emu = potrebuje teplo
potiebuje teplo Kozoroh = potiebuje teplo

Pav = potrebuje teplo

Vlastni zpracovani:
Vrcholy nyni demonstruji zvirata a hrany ukazuji, které zvirata nemohou byt

spolu ve vybéhu. Pocet barev nam prozradji, kolik je nezbytnych vybéhi.

43



EMPIRICKA CAST

44

Obr. 49 Graf Z0OO

7. Uloha: 10 min

Rezervacni problém

Komplex ma 6 dvoullizkovych chatek, na které v mésici Cervenec prijal tyto rezervace:

1.7.-7.7. 11.7.-7.7.
1.7.-3.7. 9.7.-19.7.
2.7.-5.7. 21.7.-25.7.
6.7.-10.7. 23.7.-28.7.
8.7.-12.7. 24.7.-30.7.

Kazda rezervace je na jednu dvoultiizkovou chatku (2 postele).
Kolik chatek je nezbytnych, abychom splnili prijaté rezervace? Bude vyhovovat kapacita

chatek se dvéma lizKy, kterou komplex disponuje, na schvalené rezervace?

Vlastni zpracovani
Rezervace jsou zobrazeny pomoci vrcholt. Ty, které se pirekryvaji, maji mezi sebou hranu.

Pocet pokojti je vyieSen pomoci poctu barev.
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1.7-7.1 2.7-5.7 21.7-28.7 v 23.7-28.7

6.7-10.7

8.7-12.7 1n.7-11.17

Obr. 50 Graf rezervacni problém
Zakonceni: 10 min
Vzhledem kmé bakalarské praci je na zavér vyuky Zzakim rozdan dotaznik
s nasledujicim znénim.

1. Jakti pripadal dnesni program?

Nudny Zdbavny
(ONORONORONONE)
SloZity Jednoduch§

(ONONONONONONG)

Obr. 51 Hodnotici $kala dotaznik

2. Nakresli libovolny graf a popis z kolika vrcholl a hran se sklada:
3. Proved obarveni vrcholl grafu a zjisti, kolik bude potieba nejméné barev,

aby Zadné staty, jez maji spoleCnou hranici, nemély stejnou barvu.

(Primo do mapy zakresli vrcholy a hrany.)

LicH TENTTENIRO

Obr. 52 Stiredni Evropa
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4. Na které slovni dloze se ti nejlépe pracovalo? Uved alespon jeden divod
proc.
5. Vzkazy ¢i pripominky ohledné dneSniho programu zanechej zde:

Ukazka vyplnénych dotaznikil se nachazi na konci prace v prilohach.

2.2.2 Sebereflexe

Po bezproblémovém zacatku vyuky se zaci zbézné seznamili s grafy a prihlasilo se
par dobrovolnikd, ktefi nakreslili nékolik grafti na tabuli. Ostatni byli tazani, z kolika
vrcholli a hran se grafy skladaji. Nasledovala prvni tloha z pracovniho listu, feseni
prikladu bez pouziti teorie grafi. Néktefi zaci tloze hned porozuméli, ostatni bylo
potieba upozornit, aby staty za tcelem pouZiti nejméné barev barvili postupné nikoli

nahodile, obarvit jeden stat, poté jeho sousedy a pokracovat dale.

Druhou ulohu se datilo zaklim ihned vyteSit, nebylo nutné jim radit. Nenechali
se nachytat umisténim vrchold na papiie. Zaci sami dosli k zavéru, Ze mezi sousednimi

vrcholy musi existovat hrana, aniZ bych jim tuto podminku predem sdélila.

Poté jsme se vratili k prvni dloze a postupovala jsem ve vysvétlovani obarveni
vrcholt dle pripravy. Predstavila jsem zZakiim vhodny postup na prvnich statech a pro

dobarveni mapy jsem se Zakl doptavala, jaké barvy by volili a z jakého diivodu.

Nasledovala samostatna treti uloha, pri které jsem Zaky obchazela a nabizela
potfebnym pomoc. Tuto tlohu se nékterym datilo plnit vyrazné 1épe neZ jinym. Zaci si
nejprve vytvareli graf sami, poté Sel jeden z rychlejSich zak( nakreslit sviij graf do
promitnuté mapy na tabuli. Nasledné Zaci spole¢né opravili chyby, jeZ na tabuli byly
ati, kterym se tolik nedarilo, si opravili své grafy dle tabule. Potom pftislo na radu
barveni. Pfi obchazeni jsem si vSimla opakujici se chyby, kdy Zaci zbytecné barvili
karlovarsky a stiedocesky kraj jinou barvou, na chybu jsem poté vSechny upozornila.
Jeden ze Zakl se sam prihlasil a zeptal se, jak nalozit s Prahou, ktera se nachazi uvnitr
stredocCeského kraje. BEhem sdileni svych reSeni u tabule, jsme spole¢né dospéli
k zavéru, Ze je pri barveni nezbytné dat prednost spolecnym sousediim mist, ktera jiz

byla obarvena.
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Zde skoncila prvni polovina vyukového bloku, jiZ nyni jsem se nachazela v casovém
deficitu. Uvodni c¢ast, vyrabéni jmenovek, prvni uloha, vSe trvalo déle, nez jsem

predpokladala.

Ve ¢tvrté tloze zaci fesili zasedaci poradek. Zaci dostali chvilku na zamyslenou,
a pak jsem se zeptala, co budou v grafu predstavovat vrcholy a hrany. ProtoZe vSem
zaktim nebylo jasné, jak tlohu pomoci grafu resit, ukazali jsme si na tabuli, jak zakreslit
Marii a jeji kamarady. Zaci nasledné sami tlohu vyfresili. Nékolik Zakd si vysledek
barveni vrcholli s poctem stold spojilo, avSak ne vSichni, proto jsme si na konci ulohy

na tabuli vypsali, kdo bude u kterého stolu sedét.

Posledni realizovanou ulohou byl harmonogram prohlidek. Domnivala jsem se,
ze uloha bude pro zaky primérené slozit3, jelikoZ je vysledny graf pouze z péti vrcholt
a Sesti hran. Zaci nevidéli spojitost mezi zadanim a vyuzitim grafu. Chybné jsem se

domnivala, Ze jednodussi graf znamena leh¢i dlohu.

Ulohy ZOO a rezerva¢ni problém se z ¢asovych divodu nepodaftilo zrealizovat.
Casovy harmonogram byl piili§ ambiciézni. Zaci potfebovali nejen k fe$eni, nybrz
i sdileni svych reSeni vice ¢asu. Predpokladam, Ze dalsi diivod nedodrZeni ¢asového
rozvrhu by mohl souviset s nedostatkem mych zkuSenosti, ponévadz jsem vyuku

ve tfidé vedla poprvé, s delsi praxi bych dokazala 1épe hospodarit s ¢asem.

Délka bloku s pauzou byla pfiméiena. Cas byl dostacujici, aby se Zaci s tématem
grafli a zdkladnimi pravidly obarvovani vrcholi seznamili. Delsi setrvani na jednom
tématu by bylo p¥ili§ inavné. Zaci po vyuce ocenili, Ze jejich dalsi predmét byl cizi jazyk,
nikoli matematika. Aby si Zaci pouzivani grafii k reSeni slovnich uloh vice osvojili, bylo
by nutné resit s zaky vice obdobnych tloh, kde by méli moZnost si pravidla zopakovat

a trénovat.
Navzdory naro¢né vyuce vyzadujici aktivni pristup Zakl a plnou pozornost, se Zaci
vyjadrovali pozitivné ohledné spole¢né straveného casu. Kladné hodnotili, Ze se naucili

novou strategii, jak mohou resit slovni ulohy, konktrétné se odkazovali na ulohu

Seznamovaci hra.

Doporuceni vyuzit dataprojektor se osvédcilo. Dana vyuka lze provést i bez tohoto

zatizeni, ucitel mulZe kreslit grafy na tabuli vcCetné nacrtnutych map. Pouziti
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dataprojektoru umozni Setrit ¢as, jehoZ je omezené mnozstvi a téZ promitani stejného
grafu vicekrat na jednom snimku v prezentaci, tudiZ muize vice Zakl predkladat sva
feSeni zarovern.
2.2.3 Analyza dotazniku

V prvni otazce je zkouman postoj zakl stran narocnosti a spokojenosti s vyukou.
Zaci sviij nazor znacili do $kaly. Vétsina Zakd, ¢trnact ze Sestnacti, se priklanéla
k postojlim, Ze prvni vyukovy blok je zabavny, velmi zabavny ¢i naprosto zabavny.
Jeden zak neodpovédél a jeden zak se vyjadril neutralné.

Jak ti pripadal dnesni program?

Pocet odpovédi
OoORNWRERUITARI0O OO

naprosto velmi nudny nudny ani nudny ani zabavny velmi zdbavny  naprosto  nezodpovézeno
nudny zdbavny zibavny
1 2 3 4 5 6 7 X

Skala hodnot

Graf 1 Poutavost prvni vyuky
Polovina tfidy se vyjadrila neutrdlné ohledné narocnosti vyuky, sedm Zakil se
priklanélo knazoru, Ze je vyuka jednoduchda, velmi jednoduchd nebo naprosto

jednoducha. Pro jednoho zaka byla vyuka slozita.

Jak ti pripadal dnesSni program?

Pocet odpovédi
O =N WS UTON N OO

naprosto velmi sloZity  anislozity jednoduchy  velmi naprosto
slozity slozity ani jednoduchy jednoduchy
jednoduchy
1 2 3 4 5 6 7

Skala hodnot

Graf 2 Obtiznost prvni vyuky
Ve druhé otazce zaci kreslili libovolny graf, u kterého popisovali z kolika vrcholt

a hran se sklada. VSichni zvladli libovolny graf nakreslit. V dotaznicich se objevovaly
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grafy se tfemi aZ sedmi vrcholy. Nejcastéjsi graf se skladal ze tiech vrcholli a tfech hran,

jeZ vzhledem pripomina geometricky utvar trojuhelnik. Z odpovédi Zakd bylo vidno,
Ze Zaci Cerpali inspiraci z jiZ nabytych poznatki a volili radsi jednodussi grafy. V této
uloze odpovédéli dva zaci chybné, jednalo se bud’ o pocetni chybu tykajici se uvedeni
poctu vrcholil grafu, nebo tento tidaj chybél.

Nakresli libovolny graf a popis z kolika
vrcholi a hran se sklada:

16
14

S 12
>
2 10
=%
'g 8
T 6
8
o 4
2
, |
Korektni graf i Korektni graf

popis
Korektnost odpovédi

Graf 3 Tvoreni a popis grafu

Treti tloha spocivala v feSeni obarveni statli sttedni Evropy za pomoci obarvovani
vrcholll grafu. Zde Zaci nebyli tak uspésni jako v predchozi otdzce. Pouze dva
jednotlivci odpovédéli zcela spravné. Pro evaluaci reSeni dané tlohy je tieba si ptiklad
rozfazovat a hodnotit faze oddélené. Uskalim tlohy bylo pro zaky tvoteni grafu.
Ve vétsiné pripadi byl zvolen spravny postup, vrcholy leZely uvnitt statd a hrany mezi
vrcholy znacily spole¢nou hranici. Castou chybou byla absence jedné ¢i dvou hran,
mnohdy chybéla hrana mezi Svycarskem a Rakouskem. Nejspi§ bylo pti¢inou
Lichtenstejnsko, jehoz velikost a pozice zaky zmatla. Pfi obarvovani grafG Zzaci
korektné barvili sousedni vrcholy jinou barvou, avSak pouze sedm zaka prislo na
nejmensi pocet barev. Zaci dodrzeli vhodné poradi obarvovani statli pouze z&asti,
nedali prednost spole¢nym sousedlim jiz obarvenych statl. Dva Zaci z celé tiidy patrné

neporozumeéli obarveni mapy a méli stejnou barvou staty leZici vedle sebe.
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Proved’ obarveni vrcholii grafu

[y
(=)}

_ e =
[ B

m Korektn{

Pocet odpoveédi

® Chybné

Tvofeni grafu Obarveni vrcholl

(= S A =)

Faze tlohy
Graf 4 Vybarveni politické mapy

V dalsi otazce Zaci odpovidali, na které slovni tloze se jim nejlépe pracovalo
a svoji odpovéd zdiivodiiovali. VétSina napsala dlohy s mapami. Kladné hodnotili,
Ze mohou znacit grafy prfimo do map. Tretina z zakd, ktefi napsali tlohy s mapami,
zminovala konkrétné prvni mapu, kterd byla podle nich leh¢i, protoZe graf mapy
obsahoval mensi pocet vrchol. Druhé tfetina odpovédi obsahovala mapu Ceské
republiky, na které siZzaci cenili, Ze ji jiz znaji a prisla jim zabavngjsi. Ctyti Zaci
vzhledem k zaZivnosti tlohy uvedli ilohu s ndzvem Seznamovaci hra, kde pracovali se

zasedacim poradkem.

Na které slovni tiloze se ti nejlépe pracovalo?

Poctet odpovédi
= [ [y
- (=3} fes] o N~ S

™~

Ulohy s mapami Seznamovaci hra

[=]

Typy uloh

Graf 5 Nejlepsi uloha bloku

Na zavér zaci mohli zanechat vzkaz. Objevily se zde pozitivni ohlasy, doporuceni
ohledné mého vyucovani a prani zaradit teorii grafi do bézné vyuky.

Na zdkladé pozorovani zvyuky a analyzy dotazniku se domnivam, Ze cil:
,Zak popise, z kolika hran a vrcholl se graf sklada,“ byl naplnén. Ze sesbiranych

odpovédi usuzuji, Ze se u vétSiny zaku cil: ,Zak vytvori graf dle mapy znazornujici
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oblasti (staty, kraje apod.) a jejich spole¢né hranice,” nepodafiilo zcela naplnit. Zaci
mylné zakreslili do grafi hranu navic nebo jim nékteré chybély. Pro lepsi vysledky by
Zaci potrebovali vice Uloh k procviceni, kde by se objevily i komplikovanéjsi situace,
aby se s nimi naucili pracovat a vice €asu pri vyplhovani dotazniku, aby se vyhnuli
omyliim z nepozornosti. V testovaci tloze Zaci reSili dlohu pomoci obarveni vrcholi
grafu, proto povazuji cil: ,Zak prevede zadani tilohy na problém poétu barev obarveni
grafu,“ za dosazeny. Navzdory chybnym grafim Zaci obarvili vrcholy vétSinou
korektné, avsak nedocilili nejmensiho poétu barev, proto pokladam cil: , Zak aplikuje
pravidla obarveni vrcholli grafu za ucelem vyieSeni danych tloh,“ pouze do urcité miry

za splnény.

2.3 Druhy vyukovy blok

2.3.1 Priprava na vyuku

Téma: Hamiltonovsky graf, ocenény graf

Trida: 7. trida

Misto: Velké Némcice

Délka vyucovaci jednotky: 90 minut (2 x 45 minut)
Cile: 7Zak vysvétli pojem hamiltonovska kruZnice.

7.4k nakresli vlastni ptiklad grafu, ve kterém nalezne hamiltonovskou kruZnici.

Pomiicky: vytisténé pracovni listy, kridy/fixy na tabuli, psaci potreby (pero,
pastelky/fixy), notebook/stolni pocitac, dataprojektor, kalkulacka

Napojeni na RVP ZV:

V ramci vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace nachazejici se v RAmcovém
vzdélavacim programu pro zdkladni vzdélavani je moZno vyuku zaradit
do tematického okruhu Nestandardni aplika¢ni tlohy a problémy. Zaci planuji trasy,
resi béZzné problémy, nad kterymi je nutno logicky uvazovat. TéZ je moZno vyuku
zaClenit do tematického okruhu Geometrie v roviné a v prostoru. Vyuka se zabyva
tématem z diskrétni matematiky a poklada si otazku: ,Které dva vrcholy jsou spojeny
cestou? Zaroven odpovéd’ nezavisi na délce hrany, zaobira se symetrickou relaci mezi

vrcholy. V této vyuce je rozvijen algoritmus spojeny s geometrickou predstavivosti.
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Uvod: 10 min

Ucitel/ka sdéli plan druhého vyukového bloku zakiim a pozada Zzaka/Zakyni
o rozdani pracovnich listi, jeZ stru¢né okomentuje. Jeden/jedna z Zaki precte zadani
prvni dlohy nahlas. Ucitel/ka se utvrdi, Ze Zaci zadani rozumi, eventualné instrukce

objasni.

1.Uloha: 10 min

Zvyrazni cestu po hranach grafu s nasledujicimi specifiky:
a) obsahuje vSechny vrcholy grafu
b)vSemi vrcholy projdu pouze jednou

c) vratim se do vrcholu, kde jsem zacal/a.

Obr. 53 Zadani alohy - cesta v grafu

Zaci se sami zamysli nad tlohou a prichazi{ s vlastnim feSenim, ktera pak sdili se
zbytkem tridy na tabuli. Poté ucitel/ka zakiim povi o hamiltonovském grafu, a jesté

jednou poprosi o precteni, co musi spliiovat.

Vlastni zpracovani:

V praci jsou uvedena cCtyri ilustrativni reSeni, pocet reSeni je vice. MnoZstvi reSeni

ovlivni, zda je vzadani startovni vrchol uren ¢i je libovolny.

Cesta po hrandach grafu je barevné zvyraznéna a hrany jsou ocislovany.
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Obr. 56 Reseni tilohy - cesta v grafu c) Obr. 57 Reseni ulohy - cesta v grafu d)
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2. Uloha: 15 min

Pani ucitelka musi kazdy vecer navstivit vSechny chatky a zkontrolovat, zda jsou déti
v posteli. Naplanuj pani ucitelce jeji trasu tak, aby vysla ze své chatky a do okolnich

chatek se podivala pouze jednou, poté se vrati do své.

Obr. 58 B - Plan tabora

a) Vytvorit graf dle obrazku B.
b) Najdi cestu pani ucitelce.

Pro rychliky: Zkus najit vice cest (hamiltonovskych kruZnic).

Vyucujici nechava Zaky tvorit graf dle obrazku. Ujistuje se, Ze Zaci rozumi zadani,
chaty zobrazuji vrcholy a cesty hranami. KdyZ maji Zaci zkontrolovany a korektni graf,
hledaji hamiltonovské kruzZnice. Specifika dané kruznice maji Zaci sepsané v prvni
uloze, ke které se mohou vratit. Rychlici jsou pobizeni ke hledani rdznych cest

s vyuzitim rozliSnych barev pro piehlednost.
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Vlastni zpracovani

Nakresleny graf dle obrazku.

H | J
Obr. 59 Graf tabora

Pét demonstrovanych feseni priichodu grafem. Ke kazdému prichodu existuje

prichod po hranach v opacném smeéru, takzvané se sestupnym ¢islovanim hran.

B, _C 3 D

Obr. 60 Tabor - hamiltonovska kruznice a) Obr. 61 Tabor - hamiltonovska kruznice b)

[=ox)
—

H 9 |

Obr. 64 Tabor - hamiltonovska kruznice e)
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3. Uloha: 10 min

Déti jedou na tabor, tudiZ musi podat prihlasky. Dobrovolnik ze tridy Tomas se
rozhodne, Ze rozda prihlasky vSem spoluzakiim domi. Tomas vyjde ze svého domu
a navstivi své spoluzaky, naceZ se vrati domt, aniz by Sel kolem domii svych spoluzaku

vickrat. Jak by mohla vypadat jeho cesta?

U ‘-a\,u‘h

Obr. 65 Mapa Velkych Némcic

Tuto tlohu Z4ci provadi pfimo v mapé, ve které je ti‘eba se zorientovat. Zaci maji
obdobna pravidla, jak v predchozich ulohach, avSak nyni mohou vyuzit i ¢ast ulice
nikoli celou jako v pripadé hran grafu. Motivaci prikladu je mapa obce, ve které Zaci

chodi do Skoly.
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Vlastni zpracovani:

- —
U (au'u

= Jadarenska’ \

Obr. 66 Reseni - mapa Velkych Néméic

4. Uloha: 20 min

Z tabora vedou ctyri stezky: do kaple, na hrad, do restaurace a do kostela. Turista, jenz
se vyda nejprve do kaple, miliZe poté pokracovat v cesté bud’ na hrad, nebo se podivat
na pomnik. Nemusi se rozmyslet dlouho, protoZe z hradu se da dojit i k pomniku. Pokud
ma Clovék Zizen, vede od pomniku cesta ke studance s pitnou vodou. Ke studance vsak

lze jit i pozdéji od kostela. Ke kostelu vede cesta jak od pomniku, tak od hradu
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amiliZzeme od néj dojit do restaurace, kterd lezi nedaleko hradu. Turisti s velkym
hladem se mohou vydat do restaurace jiZ z hradu po kratké cesticce.
a) Vytvor graf dle slovniho zadani.
b) Zvyrazni cestu, pro kterou plati specifika z 1. Ulohy.
(hamiltonovskd kruZnice)
c) Zkus najit vice hamiltonovskych kruznic.

Existuje hamiltonovska kruZnice, ktera obsahuje hranu z tabora do kostela?

Nyni Zaci procvicuji praci s textem, tvori graf dle slovniho zadani. Je potreba Zaky

upozornit, aby vrcholy kreslili na papir dal od sebe, aby se v grafu pozdéji vyznali.

Vlastni zpracovani

a) Nakresleny graf dle slovni tlohy.

Pomnik

Studanka

Kostel
Obr. 67 Graf stezek

b) Nasledujici obrazky znazornujici rtizné prichody grafem.
Kaple Kaple

Pomnik : Pomnik

. Studanka : Studanka

Restaurace ~_ £

Tabor = Tabor

Kostel Kostel

Obr. 68 Reseni - graf turisticka trasa a) Obr. 69 Reseni - graf turisticka trasa b)
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Pomnik

Studanka

Tabor

Kostel

Obr. 70 Reseni - graf turisticka trasa c)

c) Ano, existuje hamiltonovska kruznice, ktera obsahuje hranu z tabora do kostela.

Pomnik

R 4

H Studanka

kostel

Obr. 71 Reseni - graf turisticka trasa d)
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d) Jak se situace zméni, kdyZ chceme, co nejkratsi hamiltonovskou kruznici?

Tabulka 1 Trasy a jejich délka

Pocet
Trasa:

kilometrii:
Tabor - kaple 2 km
Tabor - hrad 1,8 km
Tabor - restaurace 1,1 km
Tabor - kostel 2,5 km
Kaple - hrad 1,5 km
Kaple - pomnik 1,65 km
Hrad - pomnik 1,6 km
Hrad - restaurace 0,5 km
Hrad - kostel 2,1 km
Restaurace - kostel 1,7 km
Kostel - studanka 1,3 km
Studanka - pomnik 1,3 km
Pomnik - kostel 2 km

Vlastni zpracovani:

Studanka

Kostel

Obr. 72 Ocenény graf - stezky

Na zakladé slozitosti prikladu viz 12. Ptiklad:, nelze po Zacich vyZadovat nalezeni

nejkratSi hamiltonovské kruznice. Priklad je doporuceno uchopit jako motivacni,

kdy Zaci sdili své kruznice a jejich délky. Zjistuji, komu se podarilo z objevenych

kruznic nalézt tu nejkratsi.
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e) Pro zvidavé: Znas mapové znacky mist popsanych ve 4. Uloze?

Propoj Carou nazev mista se symbolem.
Pomnik

Restaurace

5
:
n
s S
f

Kostel
Obr. 73 Mapové znacky?8

Priklady pro rychliky: 15 min

Na konci pracovniho listu se vyskytuji motiva¢ni pfiklady pro rychliky. Zaci, jimZ
vyuka necinila potiZe, jsou se zadanou praci hotovi, se mohou seznamit s dalSi oblasti
teorie grafti. Objevuji se zde priklady tykajici se nalezeni cesty bludistém a namalovani
domecku jednim tahem.

Nejprve je zndma uloha typu jednotazka, zahrnuta v pracovnich listech za icelem

rozsireni povédomi, co vSe do teorie grafii spada.

Namaluj domecek jednim tahem.

Obr. 74 Zadani domecku

28 TRASA, spol. s r.0., obchodni organizace KCT. Turistické mapy
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Vlastni zpracovani

Obr. 75 Reseni dome¢ku

Ciselné oznaceni hran znamena potadi prochazeni. Domecek lze nakreslit jednim
tahem, jelikoZ je graf souvisly a pouze dva vrcholy jsou stupné lichého, stupen vrcholu
grafu viz 4. Definice:. Tento priklad odkazuje na takzvany eulerovsky graf.

Dle Jaroslava NesSetrila je graf G eulerovsky, pravé tehdy, kdyz je souvisly

a soucasné vSechny stupné grafu G jsou sudé. 29

Najdi cestu bludistém a dostan se k bubakovi.

it
=

sl el=

Obr. 76 Zadani malé bludisté

JiZ malé déti hledaji cesty bludistém, nyni vSak lze na dlohu pohliZet z jiného thlu
a pokusit se ji vyresit pomoci teorie grafii. Pan/pani ucitel/ka sdéli zaktim, jak souvisi
bludisté s teorii grafti. Ukaze zaktim, kam umistit v bludisti vrcholy, nakresli vrcholy na
krizovatky cest, na vstup a vystup. Objasni, které vrcholy je mozno spojit hranou:
JJestliZze se jedna o nejbliZz$i mozZné krizovatky takové, Ze z jedné ktiZovatky lze

bludistém projit na druhou kriZzovatku nebo vychod.” Upozorni, Ze vrchol lze umistit

29 NESETRIL, Jaroslav. Teorie grafd, s. 56.
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i na konec slepé cesty. Pokud se podari spojit oba konce souvislou posloupnosti hran,

tak zndme cestu z jednoho konce bludisté na druhy.

Vlastni zpracovani

Najdi cestu bludistém

Start

Obr. 77 Graf malého bludisté

il

Cil

Start

Obr. 78 Graf malého bludisté

IA‘_I — 1
e
piE=RE—y
B=EE=ng)
I_—I_lll _I_—I—__I—I__IE

Obr. 79 Zadani velké bludisté

Start
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Vlastni zpracovani

IE
i

e |

L]
Start

Obr. 81 Graf - cesta velkym bludistém

Zakonceni: 10 min

V ramci mé bakalarské prace Zaci vypliuji na konci vyuky dotaznik:

1. Jakti pripadal dnesni program?

Nudn§ Zabavny
(O ONONONONONG
Slozity Jednoduchy

ONONONONONONG
Obr. 82 Skala hodnot dotaznik

2. Ktera specifika splnuje hamiltonovska kruznice?
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3. 'V kterém grafu nalezneme hamiltonovskou kruZnici. Zakrouzkuj spravnou

variantu a zvyrazni hamiltonovskou kruznici v grafu.

a)

Obr. 83 Graf zpétna vazba a)

b)
Obr. 84 Graf zpétna vazba b)

4. Nakresli vlastni hamiltonovsky graf a barevné zvyrazni hamiltonovskou
kruznici.
5. Ktera uloha pro tebe byla nejnaro¢néjsi? Uved’ alespoii jeden divod proc.

6. Vzkazy ¢i pripominky ohledné dneSniho programu zanechej zde.

2.3.2 Sebereflexe

Na zacatku druhého vyukového bloku si Zaci rozdali své jmenovky, a poté jsem
Zaky seznamila, Cemu se budeme v nadchdazejicich dvou vyucovacich hodinach vénovat.
Nejprve jsme si zopakovali, jak mohou grafy vypadat. Nékolik dobrovolnikl
namalovalo libovolné grafy na tabuli. Poté jsme se presunuli k prvni dloze. Jeden

A4

ze zakl precetl zadani nahlas, a poté Zaci sami prichazeli s reSenim. Prvni uloha
necinila Zaklm potiZe, rychlejsi Zaci nasli riizna teseni, kterd pak sdileli na tabuli
na promitnuty graf.

Domnivala jsem se, Ze druha uloha je vhodné zvolens, jelikoZ k vytvoreni grafu
zaklim pomiize obrazek srozmisténymi chatkami. Prekvapilo mé, Ze zakiim cinilo
potiZe vytvorit graf. Usuzuji, Ze pri¢inou potiZi byly cesty mezi chatkami, jelikoZ jsou
na obrazku zakroucené a nékteré se kiiZi. Bylo zapotifebi obchazet Zaky a opakujici se
chyby vysvétlit u tabule. Napriklad Zaci ¢asto vyuzili u hran, které se krizily,

jen polovinu jedné hrany. Ponévadz se Zaci drzeli obrazku jako predlohy, bylo snazsi
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najit chybu jak vyucujicim, tak i pro samotné zaky. V této tloze se vice projevily rozdily
mezi Zaky a dloha pro rychliky spocivajici v nalezeni vice hamiltonovskych kruznic
ptisla vhod. ZAci si opét ukazali pired tabuli sva rozdilna feseni.

ProtoZe tvodni ¢ast hodiny se kviili stru¢nému opakovani protahla a Zaci se stiidali
u tabule, aby ukazali vSechny odlisna feSeni, jeZ nalezli, tak jiz nasledovala prestavka.
PrifeSeni tfeti ilohy Zaci pracovali s mapkou, zkouseli si pomoci riiznych barev mapku
prochazet. Najit reseni, netrvalo Zakiim moc dlouho. Komplikovanéjsi usek ulohy byl
ve spodni ¢asti mapy tykajici se vrchol na ulici Dolni a U Potoka. Kdyz se zakam,
ktefi vyZzadovali poradit, se spodni ¢asti pomohlo, tak zbylou prochazku nasli za
chvilku.

Ctvrta tloha byla pro zaky dle mého pozorovani naro¢na. Na vyfe$eni jsem je
navedla predstavenim prvni véty a jejiho zakresleni. Zaci museli davat pozor,
jak zadani presné zni. Pfi obchazeni zaka je pro ucitele piinosné mit u sebe vlastni
feseni, ve kterém jsou u vrcholl napsané jejich stupné. UspiSilo by to pomoc vytvorit
graf. Navzdory upozornéni, aby Zaci kreslili vrcholy dal od sebe, aby byl graf prehledny,
jich mnoho kreslilo graf maly s nedostatkem mista na popisky. Pro pristé je zapotiebi
upozornéni vice zdlraznit a nejlépe ho doplnit ukdzkou na tabuli. Najit cestu v jiz
vytvoreném grafu zvladli Zaci dobre. Nékteri hledali i vice cest, o které se podélili se
spoluzaky. Hledani nejkratsi cesty jsem pojala se Zaky trochu jako hru, vSichni si secetli
své cesty na kalkulackach a hlasili své vypocty a ¢ekali, kdo bude mit nejméné.

Casovy harmonogram se datilo dodrZet lépe neZ v prvnim vyukovém bloku.
Tentokrat bylo pripraveno méné uloh, které se podarilo vSechny se Zaky vyresit.
Na konci pracovnich listli se nachazely tlohy navic pro rychliky, které si bystrejsi zaci

béhem vyuky vyplnili a néktefi si je dobrovolné splnili o prestavce.
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2.3.3 Analyza dotazniku

Nejprve zaci odpovidali, zda se jim vyukovy blok zdal zabavny ¢i nudny,
jednoduchy ¢i slozity. Dva Zaci se vyjadrili ohledné zaZivnosti vyuky neutralné, zbytek
tridy se priklonil k postoji, Ze byla vyuka zdbavng, z toho Sest Zakd s timto postojem

ViV

souhlasi velmi a tfi Zaci naprosto.

Jak ti pripadal dnesni program?

N 7
E 6
g 5
4
c 3
32
¥ L

0

naprosto velmi nudny | aninudny zabavny velmi naprosto

nudny nudny ani zabavny zabavny = zabavny

1 2 3 4 5 6 7

Skéla hodnot
Graf 6 Poutavost druhé vyuky

Pro dvanact zakl byla vyuka jednoducha (vCetné velmi a naprosto jednoducha),

jeden zak se vyjadril nestranné a pro dva Zaky byl vyukovy blok sloZity.

Jak ti pripadal dnesni program?

7

— 6

o

>G>_J S

<

o 4

o

° 3

4+

9 2

O

i i = |

0
naprosto  velmi slozity slozity  anislozity ani jednoduchy velmi naprosto
slozity jednoduchy jednoduchy jednoduchy
1 2 3 4 5 6 7

Skala hodnot

Graf 7 Obtiznost druhé vyuky

Dale Zaci odpovidali, kterymi specifiky se vyznacuje hamiltonovska kruznice. Kromé
jednoho clovéka vSichni asponi jedno specifikum uvedli. Vice jak jedna tietina zaku
spravné sepsala vSechny tri kritéria. Zbytku tfidy chybélo jedno ¢i dvé kritéria.

Nedostatky odpovédi ziejmé neplynuly znevédomosti ¢i neporozuméni grafi,
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ale ze snahy odpovédét vlastnimi slovy, tudiz se presna specifika z odpovédi vytracela.
Zda Zaci rozumi, ktera specifika hamiltonovska kruznice nese je vidno i z nasledujicich

dvou otazek.

Ktera specifika spliuje hamiltonovska kruZnice?

9
. 8
S 7
26
S5
c 4
g3
>0
<1
0 I
Zcela spravné Céstetnd Neodpovézeno
odpovézeno spravné
odpovézeno
Korektnost odpovédi

Graf 8 Specifika hamiltonovské kruZnice

7 v

Odpovédi zakil si cenim, jelikoZ Zaci mohli jit leh¢i cestou a jen specifika opsat
z pracovnich list. Takhle se nad tlohou zamysleli a pouzili vlastni slova k popsani
predtim neznamého pojmu. V odpovédich zaznéli naptiklad vyrazy: ,Objet vSechny
vrcholy, nemliZeme se vracet do vrcholli, musim se vratit odkud jsem pfriSel, spojit
vSechny vrcholy, nevracet se a dojit zpatky na start.“ Jeden priklad byl vyreSen
nakreslenim grafu, v kterém lze najit hamiltonovskou kruznici. Z této odpovédi usuzuji,
Ze je treba upravit zadani, aby bylo vice explicitni. Priklad upraveného zadani:
»,Vyjmenuj, ktera specifika spliiuje hamiltonovska kruznice.”

Ve treti otazce Zaci krouzkovali, ve kterém grafu znabidnutych nalezneme
hamiltonovskou kruznici a tu zvyraznili. VSichni Zaci spravné urcili graf, osm zaka
kruZnici nevyznacilo, sedm ano. Ctyfi ze sedmi vyznacenych kruznic byly korektni.
Vzhledem k odpovédim v predchozi otazce a soucasné nakreslenym vlastnim grafim

v otazce nasledujici, se domnivdm, Ze si Zaci nedocetli zadani, a proto kruZnici
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nevyznacili. Casto se objevovaly dotazniky s kreativnimi grafy véetné zvyraznénych

Kruznic ve ¢tvrté otdzce, a presto ve tireti otdzce kruznice zvyraznény nebyly.

Zvyrazni hamiltonovskou KruZnici v grafu.

Pocet odpovédi
O B N WS U1y WO

Korektné Nevyznacena Chybné vyznacena
vyznacena kruznice kruznice kruznice
Korektnost odpoveédi
Graf 9 Vyznaceni hamiltonovské kruZnice
V nasledujici tloze Zaci vymysleli vlastni grafy se zvyraznénou hamiltonovskou

kruznici, coz dvanact zakid zvladlo, vjednom grafu hamiltonovska kruZnice nebyla

zvyraznéna a dva grafy byly chybné, v nich kruznici nelze nalézt.

Nakresli vlastni hamiltonovsky graf a barevné
zvyrazni hamiltonovskou kruznici.

[
NS

Pocet odpoveédi
=
o N B OO0 O N

Korektni graf Korektni graf Chybny graf
s vyznacenou bez kruznice
kruznici

Korektnost odpovédi
Graf 10 Vlastni graf s hamiltonovskou kruznici

V paté otazce Zaci odpovidali, ktera uloha pro né byla nejnaro¢néjsi. Pro Sest
z patnacti Zakl byla nejnarocnéjsi uloha ctvrta tykajici se tvoreni grafu dle slovniho
popisu s naslednym hleddnim hamiltonovské kruznice. Dle Zakli obtiZnost ulohy
spocCivala vnaro¢né praci stextem a slozitém grafu, vkterém bylo po sléze

komplikované se vyznat. Dale se v odpovédich objevovala druha uloha, ktera byla
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podle zakd komplikovana velkym mnoZstvim cest. Zminéna byla i prvni dloha, ktera
byla obtiZzna, ponévadZ byla nova a pro Zaky prvnim sezndmenim s hamiltonovskym

grafem.

Ktera tloha pro tebe byla nejnarocnéjsi?

0

1. Uloha 2. Uloha 3. Uloha 4. Uloha
Uvedené ulohy

Pocet odpoveédi
w - w1

no

Graf 11 Nejnaro¢néjsi iloha bloku

Ve vzkazech od zakl se objevilo kladné hodnoceni a porovnani s minulym
vyukovym blokem. Sest lidi ocenilo vice druhy neZ prvni vyukovy blok. Jeden ¢lovék
ohodnotil prvni vyukovy blok lépe.

Na zakladé analyzy dotaznikli soudim, ze vétSina zaki vysvétli hamiltonovskou
kruZznici, a proto tento cil hodnotim za splnény. Cil: 74k nakresli vlastni priklad grafu,

ve kterém nalezne hamiltonovskou kruZznici,“ byl téZ do zna¢né miry naplnén.

70



ZAVER

Zaver

Vzhledem k cili bakalarské prace byla sepsana priprava na vyuku zabyvajici se
tématem teorie grafli urena pro zZaky na druhém stupni zakladni Skoly. Uceni Zaku
probéhlo ve dvou vyukovych blocich, jez se tykaly obarveni vrcholi grafi
a hamiltonovského grafu. Zpétna vazba od Zakl byla sesbirana formou dotazniku.
Cile prvniho vyukového bloku se podarilo do urcité miry naplnit vSechny, nékteré vice
nez jiné. Pri tvorbé graft dle map byla zjisténa potireba vétSiho mnozstvi obdobnych
ptikladGi obtizn&jsi wrovné. Zaci postupuji pii tvorbé grafu korektné,
avSak v komplikovanéjsich ¢astech mapy si nevi rady. Obarveni vrcholi grafu ¢inilo
zaktim potize. Zaklady obarvovani si zaci osvojili, avSak dospét k nejmensimu poctu
barev se vétSiné nepodarilo. Pomohlo by procvicovani s vétsim dirazem na postupné
barveni, predevsim upiednostiiovani spole¢nych sousedli a pouzivani barev, jez uz
jednou pouzili. Pokud by ucitel planoval dany vyukovy blok provést, domnivam se,
Ze by bylo pfinosné nechat Zaky, aby si graf zpétné prosli a zkusili si chyby najit sami.
VSechny pripravené priklady prvniho vyukového bloku nebyly sZaky z Casovych
diivodii provedeny. Pro budouci realizaci bych doporucila bud’ doptedu snizit pocet
uloh sohledem na dodrZeni cild vyuky, nebo sniZit naroc¢nost vyslednych graft.
Vzhledem k mé zkuSenosti navrhuji ¢tyti az pét uloh na jeden vyukovy blok a mit
pripravené ulohy ¢i ¢asti uloh pro rychliky.

Ve druhém vyukovém bloku byly cile vyuky naplnény. Zaci vysvétlili
hamiltonovskou kruZnici a nakreslili vlastni priklad grafu, ktery tuto kruznici obsahuje.
S ohledem na vysledky dotazniku a mou reflexi navrhuji prohozeni poradi druhé a treti
ulohy. Tteti ulohu resili Zaci za pomoci mapy bez grafu a hledani bylo jednodussi,
jelikoZ mohli vyuZit i c¢asti ulic. Jednalo se o modifikovanou ulohu hamiltonovské
vyuzivat v grafu jiZ celé hrany a nékteré se kriZily. Oba vyukové bloky byly vykonany
vramci jednoho tydne, coZ se ukazalo béhem stru¢ného opakovani v druhém bloku
jako piiznivé. Zaci méli do jisté miry znalosti z minule uchovany v paméti.

Zaroven je nutno dodat, Ze vyzkum ma jista omezeni. Vzorkem vyzkumu byla jedna

trida, pro relevantnéjsi vysledky by byla nutna vétsi velikost vzorku. Téz by bylo
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piinosné provést vyuku ve starsich roc¢nicich a porovnat vysledky mladsich a starsich
zaku.

Prvni ¢ast prace je teoretickd, obsahuje souhrn zakladnich definic. Ctenar
se kuptikladu dozvi, jak na graf nahliZime, co znamena komponenta grafu ¢i grafova
souvislost. Prirozené je zde kapitola i o hamiltonovském grafu a obarvovani vrcholi
grafli. Predlozena teorie mize poslouzit ke studiu ucitelim, ktefi by zamysleli
vyucovani na téma teorie grafli s zaky provést.

Celkova odezva na vyuku byla od zaki ptizniva, jak ve vzkazech nachazejicich se

v dotaznicich ¢i osobné po hodiné. Jejich béZné uceni bylo zpestfeno o novou

matematickou disciplinu a Zaci si rozsitili své matematické znalosti.

72



POUZITE ZDROJE

Pouzité zdroje

CIENCIALA, Ludék a Lucie CIENCIALOVA. Teorie grafii a grafové algoritmy. Opava:
Ustav informatiky, Vyzkumny ustav Centra excelence IT4Innovations, Filozoficko-
prirodovédeckd fakulta v Opavé, Slezskd univerzita v Opavé, 2014.

ISBN 978-80-7510-060-3.
DEMEL, Jiti. Grafy a jejich aplikace. Praha: Academia, 2002. ISBN 80-200-0990-6.

FUCHS, Eduard. Prdce z teorie grafii. In: TRESNAK, Zden&k; Petra SARMANOVA
a Bedfich PUZA. Otakar Bortvka. Brno: Nadace Universitas Masarykiana, 1996,
s.173-175,ISBN 80-902004-0-0. Dostupné z Czech Digital Mathematics Library:
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/401300. [citovano 2023-07-04].

MSMT. Rdmcovy vzdéldvaci program pro zdkladni vzdéldvdni, Online. Ministerstvo

Skolstvi, mladeze a télovychovy, 2023. Dostupné z: https://www.edu.cz/rvp-ramcove-

vzdelavaci-programy/ramcovy-vzdelavacici-program-pro-zakladni-vzdelavani-rvp-

zv/. [citovano 2024-02-20].

NESETRIL, Jaroslav. Teorie grafii. 1. vyd. Praha: SNTL - Statni nakladatelstvi technické
literatury, 1979.

PAIVA, Henrique Mohallem; Priscila Falcao dos SANTOS; Marcos Ricardo Omena de
Albuquerque MAXIMO a Lucas NIEMEYER. Efficient Lecturer Peer-Assessment
Attribution Using Graph Theory and a Novel Greedy Algorithm. Online. IEEE Access, vol.
12, January 2024, S. 14742-14750. Dostupné
z: https://doi.org/10.1109/ACCESS.2024.3358613. [citovano 2024-03-01].

PRIHONSKA, Jana. Kombinatorické problémy: aplikace a metody r'eseni. Kombinovana
studia pro ucitele. Liberec: Technickd wuniverzita v Liberci, 2014.

ISBN 978-80-7494-017-0.

73


https://www.dml.cz/browse-author-items?id=4762
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/401300
https://www.edu.cz/rvp-ramcove-vzdelavaci-programy/ramcovy-vzdelavacici-program-pro-zakladni-vzdelavani-rvp-zv/
https://www.edu.cz/rvp-ramcove-vzdelavaci-programy/ramcovy-vzdelavacici-program-pro-zakladni-vzdelavani-rvp-zv/
https://www.edu.cz/rvp-ramcove-vzdelavaci-programy/ramcovy-vzdelavacici-program-pro-zakladni-vzdelavani-rvp-zv/
https://doi.org/10.1109/ACCESS.2024.3358613

POUZITE ZDROJE

SISMA, Pavel. Vznik a vyvoj teorie graffi. Pokroky matematiky, fyziky a astronomie.
Praha: Jednota c¢eskych matematikli a fyzikd, ro¢. 43 (1998), ¢ 2, s. 89-99.
ISSN 0032-2423.

TRASA, spol. s r.0., obchodni organizace KCT [Klub ¢eskych turistil]. Turistické mapy.

Online. Dostupné z: http://www.trasa.cz/#xl uvod. [citovano 2023-11-01].

VAN LINT, Jacobus Hendricus a Richard Michael WILSON. A Course in Combinatorics.
Cambridge University Press, 2001. ISBN 0521006015.

ZELINKA, Bohdan. Rovinné grafy. Online. Skola mladych matematikd, 41. Praha: Mlada
fronta, 1977. Dostupné VA Czech Digital Mathematics Library:

https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403901. [citovano 2023-07-06].

74


http://www.trasa.cz/#xl_uvod
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403901

PRILOHA A: PRACOVNI LIST — PRVNi VYUKOVY BLOK

Priloha A: Pracovni list — prvni vyukovy blok

Teorie grafl

Obarveni vrcholu grafu

1.Uloha: Vybarvi mapu znizornénou na obrizku 4, takovym zplisobem, Ze stity, jei
maji spolefnou hranici, nebudou obarveny stejnou barvou. Pritom se snaz

pouZit, co nejméné barev. Kolik bude potieba nejméné barev na vybarveni
mapy?

Obrazek A

Kdyz barvime vrcholy grafii, barvime je tak,

Ze Zadné dva sousedni vrcholy nemaji stejnou barvu.

2.Uloha: Zakrouzkuj sousedni vrcholy vrcholu A, vrcholu N a vrcholu P?
K A
0 P Q
E 0 ——e
N ) B
]
M D C
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Teorie grafi

3. Oloha: Uplatni teorii grafii a zjisti, kolik bude potfeba nejméné barev na vybarveni
Ceské republiky takovym zpiisobem, Ze kraje, jeZ maji spole¢nou hranici,
nebudou obarveny stejnou barvou. (Graf mizZes kreslit pfimo do mapky.)

4.Uloha: Seznamovaci hra
Ma tdbor jede Marie, Klara, Richard, Hana, Tomas, Jan, Lukas, Eli3ka a Bara.
Je zapotfebi, aby se viechny déti spolu sezndmili, tudiZ u stolu mohou sedét
pouze osoby, které se neznaji. Kolik budeme potiebovat stolli? Budou stafit
Etyfi stoly, jeZ mame k dispozici?

a) Zobraz kamarddy a jejich zndmost do grafu:

Marie zna: Hanu, Lukase, Baru

Hana zna: Marii, Tomase, Lukiie

Toma$ zna: Hanu, Lukage, Jana

Jan zna: Tomase, Richarda, Baru, Klaru, Elifku
Elifka zna: [ana, Klaru

Klara zna: Elisku, Jana, Baru

Béara zna: Klaru, Jana, LukaZe, Marii

Lukas zna: Marii, Hanu, Tomase, Richarda, Baru

b) Obarvi vrchely a zjisti, kolik bude potfeba nejméné stoli.
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PRILOHA A: PRACOVNI LIST — PRVNi VYUKOVY BLOK

Teorie grafii

5.Uloha: Harmonogram prohlidek

6. Uloha:

Jedna z pamdtek, na kterou se déti z tdbora mohou jit podivat, je hrad. Na
hradé jsou naplanované a zarezervované prohlidky, aviak onemocnéli jim
néktefi privodci a manaZer fe&i, zda je se zbyvajicimi zaméstnanci moZné
prohlidky v danych €asech uskuteé&nit.

Pomoz manaZerovi zjistit kolik privodcti je zapotiebi.

Harmonogram:
8:00-9:00
8:30-9:30
9:00 - 10:00
9:15 - 10:15
9:45 - 10:45
Zoo

Byla postavena nova zoo. Pfivezli prvni zvifata a je nutné je rozmistit do
vybéhil. Kolik vyhéhi minimalné potfebujeme, kdyZ u kaZdého zvifete je
nutno splnit uréité podminky?

Lev = viechny ostatni zvifata Pav = potifebuje teplo
seZere, potfebuje teplo Lachtan = potiebuje zimu
Zebra = potfebuje teplo Tulefi = potiebuje zimu
Kojot = seZere pava Klokanek = potfebuje teplo
a klokanka, Emu = potiebuje teplo
potfebuje teplo Kozoroh = potiebuje teplo
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PRILOHA A: PRACOVNI LIST — PRVNI VYUKOVY BLOK

Teorie grafl

7.Uloha: Rezervaéni problém
Komplex ma 6 dvouliifkovych chatek, na které v &ervenci pfijal tyto

rezervace:

1.7.-7.7. 11.7.-17.7.
1.7.-3.7. 9.7.-19.7.
2.7.-5.7. 21.7.-25.7.
6.7.-10. 7. 23.7.-28.7.
8.7.-12.7. 24.7.-30.7.

Ka#da rezervace je na jednu dvouliiZkovou chathu (2 postele).

Kolik chatek je nezbytnych, abychom splnili pfijaté rezervace? Bude
vyhovovat kapacita chatek se dvéma lifky, kterou komplex disponuje, na
schvalené rezervace?
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PRILOHA B: PRACOVNI LIST — DRUHY VYUKOVY BLOK

Priloha B: Pracovni list — druhy vyukovy blok

Teorie grafa

Hamiltonovsky graf

1. Uloha: Zvyrazni cestu po hranéch grafu s nasledujicimi specifiky:
a) obsahuje vSechny vrcholy grafu
b) vsemi vrcholy projdu pouze jednou
¢) vratim se do vrcholu, kde jsem zacal/a.

79



PRILOHA B: PRACOVNI LIST — DRUHY VYUKOVY BLOK

Teorie grafu

2.Uloha: Pani u¢itelka musi kazdy veéer navstivit viechny chatky a zkontrolovat, zda
jsou déti v posteli. Naplanuj pani uéitelce jeji trasu tak, aby vysla ze své chatky
a do okolnich chatek se podivala pouze jednou, poté se vrati do své.

Obrazek B

a) Vytvor graf dle obrazku B.
b) Najdi cestu pani ucitelce.

c) Pro rychliky: Zkus najit vice cest (hamiltonovskych kruZnic).
Kolik se ti jich podafilo najit nejvice?
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PRILOHA B: PRACOVNI LIST — DRUHY VYUKOVY BLOK

Teorie graft

3. Uloha: Déti jedou na tabor, tudiz musi podat pfihlasky. Tomas, dobrovolnik ze tiidy,
se rozhodne, Ze rozda prihlasky vSem spoluzakiim domi. Tomas vyjde ze
svého domu a navstivi své spoluzaky, nacez se vrati domi, aniz by Sel kolem
domti svych spoluzaki vicekrat a prochézel vicekrat stejnymi ulicemi. Jak by
mohla vypadat jeho cesta?
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PRILOHA B: PRACOVNI LIST — DRUHY VYUKOVY BLOK

Teorie graft

4.Uloha: 7 tibora vedou étyfi stezky: do kaple, na hrad, do restaurace a do kostela.
Turista, jenz se vyda nejprve do kaple, miiZze poté pokrafovat v cesté bud na
hrad, nebo se podivat na pomnik. Nemusi se rozmyslet dlouho, protoZe
z hradu se da dojit i k pomniku. Pokud ma ¢lovék Zizeii, vede od pomniku
cesta ke studance s pitnou vodou. Ke studance viak lze jit i pozdéji od kostela.
Ke kostelu vede cesta jak od pomniku, tak od hradu a miizeme od néj dojit do
restaurace, ktera se nachazi nedaleko hradu. Turisti s velkym hladem se
mohou vydat do restaurace jiZ z hradu po kratkeé cesticce.
a) Vytvor graf dle slovniho zadani.

b) Zvyrazni cestu, pro kterou plati specifika z 1. Ulohy.
(hamiltonovskd kruznice)

c) Pro rychiily: Zkus najit vice hamiltonovskych kruZnic.
Existuje hamiltonovska kruZnice, ktera obsahuje hranu z tibora do
kostela?
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PRILOHA B: PRACOVNI LIST — DRUHY VYUKOVY BLOK

Teorie grafl

d) Jakse situace zméni, kdyz chceme, co nejkratsi cestu? (ocenény graf)

Trasa: Potet kilometri:
Tabor - kaple 2 km
Tabor - hrad 1.8 km
Tabor - restaurace 1,1 km
Tabor - kostel 2,5 km
Kaple - hrad 1,5 km
Kaple - pomnik 1,65 km
Hrad - pomnik 1,6 km
Hrad - restaurace 0,5 km
Hrad - kostel 2,1 km
Restaurace - kostel 1,7 km
Kostel - studanka 1,3 km
Studanka - pomnik 1,3 km
Pomnik - kostel 2 km

e) Pro zvidavé: Zna% mapové znatky mist popsanych ve 4. Uloze?
Propoj ¢arou nazev mista se symbolem.

Pomnik (5
Restaurace ;
Kaple _D_
Hrad ’-
Kostel ‘
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PRILOHA B: PRACOVNI LIST — DRUHY VYUKOVY BLOK

Teorie grafl

RozSifeni znalosti teorie grafia pro rychliky

1. Uloha: Namaluj domeéek jednim tahem.

2.Uloha: Najdi cestu bluditém a dostaii se k bubikovi.

==
—1 —

I:l_ﬂJ_
Sk

3.Uloha: Najdi cestu bludi$tém

_'jl
=

I ] 1

U=

I_I\_Ll_

=
|
d

|
:

Start
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PRILOHA C: VZOREK SESBIRANYCH DOTAZNIKU

Priloha C: Vzorek sesbiranych dotazniku

Frvni vjukovy blok

Na zakladé tohoto dotazniku chci ovéFit, zda vyukovy program spliiuje piedsevzaté cile a
zjistit, jakd je odezva na vyuku tykajici se teorie grafl. Dotaznik je anonymni, odpovédi
budou pouvZity v mé bakalarské praci.

1) Jak ti pfipadal dnegni program?

Nudny Z&bavny
009 @O®0O0
Slozity Jednoduchy

0@ doe@0eo0
2) Nakresli libovolny graf a popis z kolika vrchol a hran se skl4d4:

3) Proved obarvent vrcholi grafu a zjisti, kolik bude potieba nejméné barev, aby
Zadné staty, jez maji spole¢nou hranici, nemély stejnou barvu. (P¥fmo do mapy
zakresli vrcholy a hrany)

Liea TINTTEIN IO

4) Na které slovni iiloze se ti nejlépe pracovalo? Uved' alespoii jeden diivod proé.
- { { te 1 O
M, g W@%m«fﬂz@wawf«b{% NGG@AUT%/

) o priec vedvoeraims

6) Vzkazy & pfipominky ohledné dne¥nfho programu zanechej zde:

e 70, FasN
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PRILOHA C: VZOREK SESBIRANYCH DOTAZNIKU

Prvni vyukovy blok

Na zdkladé tohoto dotazniku chci ovéFit, zda vyukovy program spliiuje predsevzaté cile a
zjistit, jakd je odezva na vyuku tykajici se teorie grafd. Dotaznik je anonymnf, odpovédi
budou pouzity v mé bakalaiské praci.

1) Jak ti pfipadal dne$nf program? .
Nudng Zabawny
@0@0®00
SloZity Jednoduchy

®O®®@000

2) Nakresli Iibov%lny graf a popis z kolika vrcholi a hran se skldda:

A Grof co SWeds ZEBze #1 yrohel& o
A ® 7 kool »

3) Proved obarveni vrcholii grafu a zjisti, kolik bude potieba nejméné barev, aby
Zadné stéty, jez majf spole¢nou hranici, nemély stejnou barvu. (P¥imo do mapy
zakresli vrcholy a hrany)

4) Nakteré slovnf tiloze se ti nejlépe pracovalo? Uved' alespori jeden divod prot.

leebe se e on vol ko

C{? ZP 3'8376' me &oac(e%a oﬂza‘-}pﬂ%&d\ !;AF/ -ZDV![ \1( o
v inesla? ) ey &W g\ﬂ& i)
T e S Gy e S, e )

6) Vzkazy ¢&i pripominky ohledné dne$nfho programu zanechej zde:
Tenhle 2psth glky g odne bavil o o
IR ochopile . an
SR
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PRILOHA C: VZOREK SESBIRANYCH DOTAZNIKU

Druhy vyukovy blok

Na zdkladé tohoto dotazniku chci ovéfit, zda vyukovy program spliiuje piedsevzaté cile a
ziistit, jakd je odezva na vyuku tykajici se teorie grafii. Dotaznik je anonymnf, odpovédi
budou pouZity v mé bakaléfské préci.

1) Jakti pfipadal dnedni program?{\

=
Nudng Zabavng
®o0e®9o9w®we0
SloZity Jednoduchy

P@Q®QO0O0

2) Kterd specifika spliiuje hamiltonovsk4 kruznice?

[C]

5

3) Vkterém grafu nalezneme hamiltonovskou kruZnici. Zakrouzkuj spravnou
variantu a zvyrazni hamiltonovskou kruznici v grafu.

b)

4) Nakresli vlastnf hamiltonovsky graf a barevné zvyrazni hamiltonovskou kruZnici.

=SS

5) Kterd dloha pro tebe byla nejndro¢néjsi? Uved alespoii jeden diivod prot.
Uoba ve Lloce jswme gqomdbal uer felce,
/

Uplne  jstm se  dy foho Zowofals
6) Vzkazy Ci pfipominky ohledné dnesnfho programu zanechej zde.

) < ( - \'
Pres s¢  wi Wbilo Vig et cromleh
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PRILOHA C: VZOREK SESBIRANYCH DOTAZNIKU

Druhy vyukovy blok

Na zékladé tohoto dotazniku chci ovéfit, zda vyukovy program spliiuje predsevzaté cile a
zjistit, jakd je odezva na vyuku tykajicf se teorie grafii. Dotaznfk je anonymni, odpovédi
budou pouzity v mé bakalafské praci.

1) Jak ti pfipadal dne$nf program?

Nudn§ Zabavn§
©e0e®000©0
SloZity Jednoduch§

20608600

2) Ktera specifika sp]ﬁuye hamlltonovska kruZnice?

W;%A..nm Mmdlmzoww
sy Lol ol

3) V kterém grafu nalezneme hamiltonovskou kruZnici. Zakrouzkuj spravnou
variantu a zvyrazni hamiltonovskou kruznici v grafu.

5

b)

4) Nakresli vlastni hamiltonovsky graf a barevné zvyrazni hamiltonovskou kruznici.

B

5) Kterd tloha pro tebe byla nejndro¢né;jsi? Uved' alespori jeden diivod proc.
fo. /o,&ma o(lmwlwm Wﬁmﬁa&m wo4wmzﬂ;g/x e

6) Vzkazy i pi‘lpom[nky ohledné dnedniho programu zanechej zde.

Q,]&,AUM\\\ MM&WWWMW
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