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Jazyk predikatové logiky

Syntaxe predikatové logiky je soubor pravidel pro popis objektd termy. Termy se
skladaji z proménnych, funkci a konstant. Nejjednodussi vztahy mezi termy, kterym
Ize pfifadit pravdivostni hodnotu (true/false) vyjadruji atomické formule pomoci
predikatd.
Predikat

« odpovida relaci,
o podle poctu terml miZe byt unérni, binarni, ternarni.

Atomickou formuli tvofi predikat s volbou term( v argumentech.

Pozn.:

Vycet vsech konstant, funkci a predikatl se specifikuje jazyk konkrétni predikatové
logiky.

Jazyk predikatové logiky

Formule predikatové logiky vznikaji z atomickych formuli pomoci logickych spojek
a kvantifikatorCi. Za zékladni se obvykle berou logické spojky konjunkce A, disjunkce
\/, implikace — anegace —.

« Kazda atomicka formule je formule.

« Jsou-li &, B formule, pak vyrazy
[rx/\ﬂ], [rx\/ﬂ], [rx%ﬂ], —-a,
jsou rovnéz formule.

o Je-li & formule a X proménna, vyrazy
VXa,Xa
jsou rovnéz formule.

« Jiné formule neexistuji.

Jazyk predikatové logiky

« Konstanty obvykle reprezentuji konkrétni objekty.
« Volba predikati je dana vztahy, které chceme pouzivat.
« Funkce se pouzivaji pro pfifazeni objekt jinym objektdm.

Pozn.:

« Umozriuji formulovat (specialni) axiomy.
» Obvykle se definuje néjaky pevné zvoleny systém specidlnich axiom(, ktery
vymezuje uvazované prostredi

Formalni systém matematické logiky

Je predstavovan

« Jazykem predikatové logiky
o Axiomy

« Odvozovacimi pravidly

Term ¢ a formule o jazyka predikdtové logiky lze povaZovat za slova (Fetézce)
v abecedé tvorené symboly uvaZovaného jazyka a znackami n,\,—,—,V,3,(,).

Precedence operatori
A

Formalni systém matematické logiky

o Je-li term ¢ tvaru f[tl,t,,...,tn], pak podtermy jsou termy 1,.t,.....1,. TotéZ plati

pro véechny podtermy téchto termd.

« Formule # je podformuli, je-li B podretézcem formule &, ktery je soucasné
formuli.

o Dany vyskyt proménné X ve formuli o je vadzany, jestlize je souasti né&jaké
podformule tvaru V.X S nebo 1X . Proménna je vazana ve formuli o, méli
v ni vazany vyskyt. Neni-li dany vyskyt proménné X vézany, je volny. Proménna
Jje volna ve formuli o, mali tam volny vyskyt.

« Formule je otevrena, neobsahuje—li Zddnou vézanou proménnou.

« Formule je uzavrend, neobsahuje—li Zadnou volnou proménnou.




Formalni systém matematické logiky

Formule s cistymi proménnymi je formule, v niz neni Zadna proménna soucasné
volnd i vézana.

Vsechny proménné, které nejsou explicitné kvantifikovany ve formuli jsou volné
proménné, tj. Ize za né dosadit libovolny term. Formule vznikld dosazenim se nazyva
instancipCvodni formule.

Normalni tvary formuli

Ke kazdé formuli ¢ predikatové logiky Ize nalézt ekvivalentni formuli ¢’ (maji stejné
pravdivostni hodnoty ve stejnych situacich) v konjunktivné—disjunktivnim tvaru (KDF).
Z&kladnim predstavitelem KDF vez kvantifikatorl je klauzule.

Klauzule

« je koneéna disjunkce literall (atomickych formuli nebo jejich negaci),
« vSechny proménné klauzule jsou povaZovany za volné.

Formalni systém matematické logiky

Zvlastnim piipadem klauzule je prazdna klauzule | | s pravdivostni hodnotou false.

Konjunktivné disjunktivni forma je konjunkci klauzuli. MUZe obsahovat
kvantifikatory.

Prenexni normalni forma obsahuje kvantifikitory pouze na zacatku formule.
Formule, ktera z ni vznikne odtrzenim kvantifikatord je bekvantifikatorové jadro.

Ke kazdé formuli existuje jeji bezkvantifikatorové jadro v konjunktivni normalni formé.
Klauzule Ize povaZovat za univerzalni vyjadfovaci prostfedek predikétové logiky

formuli s univerzalnimi kvantifikatory. Existencni kvantifikatory se eliminuji tzv.
Skolemizaci, ziska se Skolemdiv variant plvodni funkce.

Formalni systém matematické logiky

« Pfimy dlkaz = pouziva odvozovaci pravidla a axiomy k ziskani odvozované formule.
« Nepfimy dlkaz = dCkaz, Ze specidlni axiomy jsou ve sporu s negaci dokazované
formule.

Rezolu¢ni metoda

Rezoluéni metoda je metodou hledani sporu v kone¢né mnoziné klauzuli (nepfima
metoda).

Tw>a pravétehdy,kdyz Tu{ﬁ\]rx\} Jespornd.

Rezoluce je Uplnd dokazovaci metoda (tj. je schopna nalézt spor v kazdé sporné
mnoziné klauzuli), proto Ize rezoluci povaZovat za univerzalni metodu diikazu vhodnou
pro hledani dCkazu).

Rezolu¢ni metoda

Pozn.:

+ Pro libovolnou mnoZinu formuli (teorii M) Ize nalézt odpovidajici reprezentaci ve
formé mnoziny klauzuli.

« Pro dlikaz, Ze v néjaké teorii M obsahujici axiomy ve tvaru zakladnich klauzuli plati

klauzule AN stadi ukazat, Ze teorie M'=M u{ﬁ[rxl va, \/...\/rx,,]} je
spornd. V klauzuldrnim tvaru teorie je M, M':Mu{ﬁ 0,0ty .,zxn},

o kde ﬁ[ﬁ[ﬂ]] je pro libovolnou formuli £ je nahrazeno formuli 3.

Mechanismus rezolu¢ni metody

Spociva v odvozovani rezolvent pomoci rezolu¢niho pravidla vzdy ze dvou rodi¢ovskych
klauzuli a jejich pridavani do teorie v klauzularnim tvaru M.

« Pfitom je kazda rezolventa je logickym dUsledkem rodi¢ovskych klauzuli, a tedy i
celé vychozi mnoziny klauzuli. Hleddme-li zamitnuti, mame v kazdém kroku
k dispozici kone¢nou mnozinu klauzuli, kterd je sjednocenim vychozi mnoziny a
vsech jejich dosud vytvofenych rezolvent. Z této mnoZiny Ize obecné vytvofit ne
jednu, ale kone¢né mnoho dalsich rezolvent.

o Dlkaz sporu je dokoncen, podafi-li se odvodit prézdnou klauzuli, kterd je sama
nesplnitelnd a ma pravdivostni hodnotu false. V tom pfipadé mluvime o zamitnuti
vychozi mnoZiny klauzuli. Délka dikazu podstatné zavisi na tom, které z moznych
rezolvent budeme postupné vybirat. Hovofime o volbé strategie.

Pozn.:
Pro strucnost je nékdy vyhodné klauzule zapisovat jako mnoziny literald.




Robinsonova véta

Libovolnd mnozina klauzuli je spornd prévé tehdy, je-li zni odvoditelnd prazdna
klauzule po kone¢ném poctu pouZiti obecného rezoluéniho pravidla.

« Pro libovolny (tedy nejen rezolu¢ni) algoritmus, ktery zjistuje, zda zvolena formule
je dasledkem vstupni mnoZziny klauzuli, neexistuje Zadné ¢asové omezeni pro délku
jeho préce.

o Pokud je néjaka formule dokazatelnd, pak algoritmus skondi, ale obecné nelze
predem urcit kdy.

Pozn.:
Jde o dlsledek slavné Gédelovy véty o nelipinosti.

Rezolucni metoda / Pravidlo zakladni rezoluce

o Vychozi mnoZina klauzuli obsahuje jen zakladni klauzule (tj. klauzule bez
proménnych).
« MUZe byt utvofena napf. z libovolnych uzavfenych instanci obecnych klauzuli.

Pravidlo:

Jsou - li @ ay dvé zakladni klauzule a je - li @ atomicka formule bez proménnych,
pak z dvojice klauzuli v @ a —a vy Ize odvodit rezolventu @vy formuli ave a
—avy. Literdly @ a —a, které umoznily vzajemné rezolvovat obé uvaZované
formule, se nazyvaji doplrkovymi literdly.

Pozn.:

o Vychazi z pravidla ,modus ponens", tj. rezolventa libovolné (kone¢né) mnoziny
klauzuli M je spinéna v kazdém modelu teorie M .

o Pokud z vychozi mnoZiny M odvodime rezoluci prazdnou klauzuli, pak teorie M
nemUzZe mit Zadny model (je sporna).

o Je-li teorie M spornd, pak v ni Ize pomoci zakladni rezoluce odvodit prazdnou
klauzuli.

Unifikace

Pro zobecnénou rezoluci mé zasadni vyznam nejobecnéjsi unifikace pro zvolenou

kone¢nou mnoZinu vyrazd {E‘}zsl tj. substituce s za volné proménné studovanych

vyrazll takova, Ze:

i) pro vdechny vyrazy E,, E/ plati, Ze El(s}:E/ [s),

ii) pro libovolnou substituci 2, splfujici rovnéZ podminku i) plati, Ze existuje substituce
v takova, Ze pro kazdy vyraz E/E{El}zsl plati [E/(S]](v]:E/(u], Cili u=sv .

Zobecnéna rezoluce

Pouzivé pravidlo obecné rezoluce.

UvaZzujme dvé klauzule ¢ a g takové, Ze nemaji spolecné proménné. Necht existuji
nepréazdné klauzule DV ae,, Y, takové, Ze je splnéno:

cPVP, jepay vy, e,

« existuje nejobecnéjsi unifikace s literdld z P a negaci z literald v Takové
rodiovské klauzule @ a y lze rezolvovat, vysledkem je klauzule @[5\, (s),
kterou nazyvame vysledna klauzule.

Pozn.:
TytéZ dvé klauzule mohou byt obecné rezolvovany vice rozdilnymi zplsoby.

Zobecnéna rezoluce / Priklad

Teorie M je predstavovana dvéma formulemi A;, A,. Ma byt zjisteno, je — li formule C
v teorii M dokazatelna.

Teorie M a formule C v klauzularnim tvaru

A "Neéktefi pacienti maji radi jakéhokoliv doktora."

W PX)AVY (DT)—>RX.Y)))

P(a)

~DI)VR(,T)

A "ia’dnl' pacient nemé rad mastickare."
VX (PX)->VYMY)—>—-R(X,Y))
| —PX)v-MT)vV-RX,T,)

C: ["Zadny doktor neni mastickar."
-C: (VY (DT)>-MT))
D(a,)

M (”z)

Zobecnéna rezoluce / Priklad

Aplikace rezolucni metody

A P (ﬂl)

A | "DA)VR(a,Y)

At | ~PEOV—MT,)V—RX, T,)
—C: D(ﬂz)

—C:| M (”2)

4.2.|R(a,a,) a,/¥;
6.3.) “L(a)v—-M(ay) /X,
512/1/2

N|o[un|p|w|N =

7.5.|~P(a)
8.1.]1
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Rezolucni zamitnuti

Strategie zamitnuti mizZe byt
+ Uplna: pokud je prazdna klauzule z vychozi mnoZiny odvoditelnd, vede na sestrojeni

prazdné klauzule;
« nelplnd: nemusi vést na sestrojeni prazdné klauzule, i kdy? tato je odvoditelna.

Derivacéni graf
« rezolventa je spojena hranami s obéma svymi rodici,

o listy grafu jsou vychozi klauzule,
« kofen grafu je prézdna klauzule.

Rezoluéni zamitnuti je podgraf deriva¢niho grafu, jehoz
o listy jsou vychozi klauzule,
« kofen je prazdna klauzule.

Rad rezolventy

« je 0 pro vstupni rezolventu
 je i, je-li aspori jeden z rodi¢ti fadu i — 1

Rezolu¢ni zamitnuti / Priklad

Teorie M a formule C v klauzulérnim tvaru
As: "Kazdy, kdo umi dokazovat véty, se neda napdlit."
VX(DX)—>-NX))
| —DX)V-N(X)
Az "Roztriti lidé se daji napalit."
VXRWX)>NWX))
| —R(X,)VN(X,)
As: "Nékteff roztrziti lidé jsou inteligentni."
Y RONIX)
R(a)
1(a)
C: "Jsou inteligentnf lidé, ktefi neumi dokazovat véty."
—-C: (X IX)A-DAX))
| —I(X;)vDX))

Rezolu¢ni zamitnuti / Priklad

Aplikace rezolucni metody

—1(

A DAV N
poz| RE)VNE,)

As:| R(a)
As:| 1(@)
: ﬁI(Xj)\/D(XJ) ‘ —N(q,) ‘ ﬁR\XZ)\/N\XIJ‘
5.4.| D(a) a /X,
6.1.| N(a) a/X

7.2.| ~R(a) a/X,
8.3.1 1

O[O N U D W N =
]
e}

Rezolu¢ni zamitnuti / strategie

Strategie prohledavani do sirky

postupné se generuji vSechny rezolventy i-tého Fadu. Rezolventy i+1-tého Fadu jsou
generovany aZ tehdy, aZ jsou vygenerovany véechny rezolventy i-tého fadu.

Strategie podpidrné mnoZiny

Vkaidé vychozi mnoZiné klauzuli je moiné uréit podmnoZinu, ktera je sama
bezesporna. Rezolventy dvojic z této podmnoZiny nemohou vést ke sporu.

Strategie podplirné mnoZiny generuje rezolventy jen z takovych rodicovskych pard, kdy
jeden z rodi¢l je odvozen od negace dokazovaného tvrzeni. Je tak bud’ pfimo klauzuli,
kterd vznikla pfi negaci dokazovaného tvrzeni, nebo ma takovou klauzuli za svého
predchtidce.

Pozn.:

« Postupuje se do Sirky.

o Dikaz muZe byt delsi, pfi prohledavani do $irky.

o Poéet rezolvent vSech Fadi roste pomaleji u prohledavani do Sirky.

Rezolucni zamitnuti / strategie

Jednotkova strategie

generuje rezolventy z pari, ve kterych je alespori jeden z rodi¢i klauzule tvofend
jedinym literalem.

Pozn.:

o Neni (plna strategie.

o strategii Ize chapat jako modifikaci podpCirné mnoZiny, ve které se prohledavéni do
Sitky zjemniuje jednotkovou preferenci.

Rezolucni zamitnuti / strategie

Vstupni strategie

generuje rezolventy z par(l, ve kterych je alespori jeden zrodi¢d pfimo z vychozi
mnoZziny klauzuli.

Pozn.:

« Neni (plna strategie.

o Jednoduchd a ve vétsiné pripadd velmi efektivni.
« Existuji rizna rozsifeni do Gplné strategie.




Rezolu¢ni zamitnuti / strategie

Filtracni strategie

Dvé klauzule @, [ mohou byt rodiéi rezolventy, jeli

« & nebo S ze vstupni mnoZiny nebo

o a ani [ nejsou ze vstupni mnoZiny, ale v derivaénim grafu je bud’ & pfedchidcem
[, nebo [ je ptedchlidcem a.

Pozn.:
« Jde o rozsifeni vstupni strategie do Gplné strategie.

Rezolucni zamitnuti / strategie

Lineami strategie
generuje rezolventy z pard, ve kterych je jeden z rodi¢i posledni generovana klauzule.

Pozn.:

« strategil existuje nékolik
« nejde o Uplné strategie
o pouZiti v interaktivnich systémech dokazovani vét

Rezolu¢ni zamitnuti / strategie

Pozn.:

o Neékteré z uvedenych strategif je mozné kombinovat.

« Casté spojeni strategie podplirné mnoziny se vstupni nebo filtratni strategii (kazda
z nich svym zplisobem omezuje mnoZzinu rezolvent, ale neuréuje poradi pro jejich
generovani).

« Vétsina strategii ma fadu dalich zjemnéni, které néjakym zplisobem urcuji pofadi
generovanych rezolvent. Nejjednodussim prikladem je jednotkova preference (dava
prednost rezolventdm z jednotkovych klauzuli). Dalsi strategie vyuZivaji riznych typl
usporadani literélll a klauzuli.

Omezovani mnoziny rezolvent

Kazda strategie prohledavéni generuje i rezolventy, které z rdznych dtvod(i nemohou
pfispét k dlkazu sporu. Nékteré jsou znich snadno identifikovatelné. Tim, Ze se
vynechaji, se déle zmensi prohledavany prostor.

Napr.:

» Tautologie (obsahuji doplfikovy pér literdll) nemaji Zadny podil na nesplnitelnosti
mnoZiny, Ize je vypustit.

» Eliminace na zékladé logickych hodnot literdlli (aZz po substituci konstant) klauzuli,
které obsahuji literdly s pravdivostni hodnotou true, zkracovat klauzule o literdly,
jejichZ pravdivostni hodnota je false.

« Eliminace se mize provést, je li jedna klauzule disledkem jiné. fikéme, Ze klauzule N

zahmuje Kauzuli 7, , jestlize pro néjakou substituci s plati 7lslcy, (Kauzule
chapeme jako mnoZiny literdl).

Omezovani mnoziny rezolvent / Horn

Hornovy klauzule
jsou klauzule, které obsahuji nejvyse jeden pozitivni literal.

Hornova logika

« formule transformovatelné na konjunkce Hornovych klauzuli,
« vlatni podmnozina predikatové logiky,

 |ze ji velmi efektivné zpracovavat,

« pouziva ji “logické programovani” (PROLOG).

Uméla inteligence a logika

« Matematicka logika je prostfedek reprezentace znalosti.
o Zasadni princip budovani logiky pro strojové dokazovani je jeji monotonnost.

[T|—>¢]4)[T*D—>¢]/\[T*QT]
Je-li @ dokazatelnd v teorii 7', pak je dokazatelnd i v kazdé teorii 7* 27 .

Pozn.:

« Monotdénnost vyjadfuje predpoklad, Ze ¢im vice bude vychozich axiémi, tim vice
novych tvrzeni Ize dokazat.

o V béZném usuzovani mlize byt monotdnnost na prekazku.




Priklad

Priklad

Teorie T :{AlAzAa} a formule C

Ag: Kazdy pték umi [état.”
VX(P(X)—>L(X))
—P(X)VLX)

Az "Tucnak je ptak."
VX(T(X)—>PX))
—T(X,)vPX))

As: "Quido je tucnidk."

T (Quido)
C: " Quido umi Iétat."
—C: —(L(Quido))

Aplikace rezolucni metody

Teorie T*= {Al Ay, A, A4} a formule —C| Aplikace rezoluéni metody

A;:

PO VL)

A

—T(X PUPX,)

As:

T(Quido)

A "Kazdy ptak umi létat."
VX(PX)—>LX))
—P(X )VL(X))

| POVICK)
A | TG,V
A | T(Quido)

—C:

—L(Quido)

1.4.

—P(Quido)

Quido/ X,

5,2,

—T (Quido)

Quido/ X )

A "Tuénak je ptak."
VX(T(X)>PX))

—T(X)VP(X,)

A | TXDV=LIX)
—C: | L(Quido)

N| O | n B (W

6.3.

Ll

5./4.| =T(Quido) Quidol X
.16.,3.11)

As "Quido je tucnak."
T (Quido)

SdE B B BN

Ay "Tuénéci nelétaji. "

VX (T(X)—>—L(X))

Tj. plati 7 C'.

“T(X VLX)

—C: "Quido neumi létat.”

¢ —(LQuido))

Priklad

Tj. plati 7*+—>—C, ale soudasné, protoze 7*2T , plati i T*>C . Tim jsme zjistili, ze
teorie 7* obsahuje spor (jeji axiémy umozfiuji odvodit jak formuli, tak jeji negaci).

Neformalni logiky

o Univerzalni tvrzeni v bé&iném Zivot¢ maji Fadu nevyslovenych (implicitnich)
predpokladl. Jeden ze zdrojdi nemonoténniho usuzovéni jsou vyjimky. Tim jsou
inspirovany dal$i formalni systémy, mj. memonoténni logika.

o Jnym problémem je pfili§ ,hrubd" rozliSovaci schopnost pravdivostnich hodnot
true/false. Casto se naé Gsudek opird o pravd&podobnostni hodnoceni s daleko $irsi
$kalou hodnot (pravdépodobnostni logika). Se $irsi skalou hodnost pracuje také
neostra (fuzzy) logika.

o Predikatova logika je vhodnym prostfedim uvaZovani pro uréity druh problémd. Pro jiné
problémy se hledaji a formalizuji jiné modely. Spor o tom, zda je moZné vybudovat
inteligentni entitu pouze s pouZitim vhodného symbolického systému (logicisticky
pristup), ¢ zda je nutné pouZiti subsymbolickych prvké jako jsou neuronové sité
(konekcionisticky pristup).




