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Matematicka logika — motivace

P> Jazyk matematiky

» prirozeny jazyk je viceznacny

» ,k jednani XY na Gfadé YZ potrebujete pas a fidi¢sky prikaz
nebo obcansky prikaz”

» matematicka fakta potfebujeme zapisovat presné

» Formalizace pojmu ditkaz

» ditkaz = posloupnost elementarnich kroki
> to, co je ,elementarni”’ je individualni
» logika zavadi presnou definici elementarniho kroku
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icka logika icka logika — motivace Matematické logika ~ Typy logik

Typy logik

P> Vyrokova logika
» vyroky, logické funkce, pravidlo modus ponens
P> Predikatova logika
» predikaty, kvantifikatory
> Dalsi typy logik
» modalni, temporalni, fuzzy, intenzionalni, ...
> nebudeme se jimi zabyvat

> Nasim cilem je naudit se logiku prakticky pouzivat

» — Cist a psat
» nikoli zkoumat jeji temna zakouti (viz predmét ,,Matematicka

logika” na FI)
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Vyrokova logika Vyrokova logika Vyrokova logika Logické funkce
Vyrokova logika Logické funkce (1)
> Vyrok
> Zakladni logické funkce
» zakladni jednotka i . )
> tvrzeni, jemuz lze pfiradit pravdivostni hodnotu > necht A, B jsou vyroky
> napf. ,a = 1", 4 je prvocislo” > negace —A o
> v(-A) =0, jeli v(A) =1
» Pravdivost > V(—‘A) =1, je—li V(A) =0
» prifazeni hodnoty 0 nebo 1 kazdému vyroku » implikace A= B
» zapisujeme v(A) = 1 (,vyrok A plati”) » v(A=B) =0, jeliv(A)=1a v(B)=0
> v(A) =0 (,vyrok A neplati”) » v(A = B) =1 v ostatnich pfipadech
o » kombinaci téchto funkci |ze vyjadFit vsechny ostatni logické
P> Logické funkce
funkce
» konstrukce slozitéjsich vyrokt z vyrokt jednodussich
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Vyrokova logika  Logické funkce Vyrokova logika  Odvozovani
Logickeé funkce (2) Odvozovani
» Schémata axiomi
» Odvozené logické funkce > pro libovolné vyroky A, B, C pIati
» konjunkce A A B (logické ,a") » A= (B=A)
> V(AAB) =1, jeli v(A)=1a v(B) =1 > (A= (B=C)= (A= B)= (A= ()
» v(AA B) =0 v ostatnich pipadech > (=B :>lﬂA) = (A = B), ) .
» disjunkce AV B (logické ,nebo’) » dosazenim konkrétnich vyroki vzniknou axiomy
> V(A \Y B) =0, je—li V(A) =0a V(B) =0 » Odvozovaci pravidlo modus ponens
> V(A V B) = 1v ostatnich pripadech » pokud plati A a plati A= B, pak plati B
» ckvivalence A < B
> (A = B) A (B = A) P> Formalni definice diikazu
» posloupnost vyroki, z nichz kazdy je bud axiom nebo vysledek
aplikace odvozovaciho pravidla na predchozi vyroky
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Néco z predikatové logiky ~ Néco z predikatové logiky

Néco z predikatové logiky (1)

» Valuace proménnych
» vyroky mohou obsahovat proménné (x = 1)
» pravdivost pak zavisi na valuaci, tj. pfifazeni hodnot
proménnym

P> Kvantifikatory

» 3 — existuje alespon jedna valuace, pfi které vyrok plati
» V — vyrok plati pro viechny mozné valuace
> napi.: Ix(x =0Ax=1)

P> Predikaty

» funkéni symboly — vyjadfuji fakta o konstantach a proménnych
» napf. Prime(x) —,x je prvoéislo”
» napf. Plus(x, 2) =5-,x+2=5"

Néco z predikatové logiky ~ Néco z predikatové logiky

Néco z predikatové logiky (2)

» Priklady slozitéjsich formuli
> Ix(Fk(x =2k + 1)) A (3l(x =21))
> Vx(Prime(x) = Jk(x = 2k))
» Ix(Prime(x) A 3k(x = 2k))
> dokazete je precist?
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Matematicka indukce ~ Matematicka indukce Matematicka indukce ~ Korektnost matematické indukce
Matematicka indukce Proc¢ to funguje?
» Princip
P Intuitivni ovéreni korektnosti
» potrebujeme dokazat, Ze pro véechny prvky néjaké posloupnosti . ;
>p< xJ lati né&jaky vp'rok A YRR ’ > baze — plati Alx)
. V(:(Aixn)) P Jaky vy » indukeni krok — plati (A(x0) = A(x1))
o » modus ponens — plati i A(xq)
» dokazeme vyrok pro xp . o .
. » indukeni krok — plati (A(x1) = A(x2))
» — baze indukce o
» dokazeme, ze pokud vyrok plati pro x;_1, pak plati i pro x; pro > modus ponens — plati i A(xp)
. L ¥ = ! » atd. ad infinitum
libovolné i
> A(Xifl) = A(Xi) » Formalni ditkaz korektnosti matematické indukce
> = mdukéni.krolf . > existuje, ale nad ramec predmétu
> leva strana implikace vySe se nazyva indukéni predpoklad
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Matematicka indukce Slozitéjsi typy indukce Matematicka indukce Slozitéjsi typy indukce
Slozitéjsi typy indukce (1) Slozitéjsi typy indukce (2)
P Slozitéjsi indukéni predpoklad
> F. i i—1) 1 i
napr’ platl /,\(X' 1) ! A(X, _,2)1 L. »  Strukturalni indukce
» musime dokazat odpovidajici bazi i
> tj. A(x) i Alx1) » aplikujeme na induktivné definované objekty (napf. vyrazy)
» baze indukce: vyrok plati pro Eisla
> ivni defini . L . . .
Induktivn definice » indukéni krok 1: vyrok plati pro x a y = plati i pro (x + y)
» umozhuji popsat potencialné nekoneéné struktury » indukeni krok 2: vyrok plati pro x a y = plati i pro (x * y)
» bF - definice Ziselny - P . .
F_)r d_efm,lce CISElnyCh vyrazti se scitanim a nasobenim » Princip ziistava stejny, pouze vedeni ditkazu je komplikovanéjsi
» Cislo je vyraz
> (x+y), kde x a y jsou vyrazy, je vyraz
> (x*y), kde x a y jsou vyrazy, je vyraz
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Matematicka indukce Priklad indukce

Vsichni koné maji stejnou barvu

P> Véta: V kazdém stadé maji vsichni koné stejnou barvu.

» Diikaz: indukci vzhledem k velikosti stada

» baze: Ve stadé o 1 koni maji vsichni stejnou barvu.

» indukéni krok: Predp., ze véta plati pro dvé stada o n — 1
konich; dokazeme, ze plati pro stado o velikosti n

> 51 = {Kl7 ceny Kn—l}x 52 = {KQ,...7 Kn}

podle I. P. maji v 51 i v S, vSichni koné stejnou barvu

v

» koné Kj, ..., K,—1 jsou v obou stadech = i barva obou stad je
stejna

> tedy i ve stadé S = {Ki, ..., K,} maji viichni koné stejnou
barvu

» Kde je problém?

» (vsichni studenti oboru PLIN maji stejné pohlavi?)
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