Zaklady matematiky a statistiky pro

humanitni obory
studijni text k predmétim PLIN004 a PLIN006

Predméty jsou urceny studenttum humanitniho zaméreni (predevsim oboru
Cesky jazyk se specializaci pocitacova lingvistika), ktefi pro své studium
potfebuji nejnutnéjsi zédklady matematiky a statistiky. Cilem predméti je
seznamit studenty humanitnich oborii se zéklady vysokoskolské matematiky a
statistiky. Hlavnimi probiranymi oblastmi jsou vyrokova a predikatova logika,
uvod do teorie mnozin, relace a funkce, zaklady formalni lingvistiky, teorie
grafli, popisna statistika a teorie pravdépodobnosti.

Proc¢ potrebuji lingvisté matematiku

Matematika, jakou ji zname ze stfedni skoly, se v mnohém lisi od matematiky;,
s niz se budeme seznamovat v tomto predmétu. Zatimco hlavnim cilem stfedo-
skolské matematiky je naucit se pocitat s cisly, abychom byli schopni spocist
dané, spotiebu auta, tiroky z hypotéky, pripadné véci, o kterych ¢asto moc
nemame predstavu, k ¢emu slouzi (soustavy rovnic, matice a integraly), cilem
vysokoskolské matematiky je zejména naucit studenty uvazovat abstraktné a
v obecnostech. V tomto kurzu nejsou dulezité konkrétni védomosti a tikoly,
které budeme prochazet. Jde o zptisob mysleni, ktery si budete muset osvojit,
abyste byli schopni tyto tkoly resit.

Tento zpiisob uvazovani je velmi dilezity zejména v dnesni dobé, kdy
prozivame rychlou technologickou expanzi ve vypocetni technice a setkavame
se na kazdém kroku s nejriznéjsimi automatickymi nastroji, véetné nastroji
pro automatické zpracovani prirozeného jazyka. Jako studenti lingvistiky
zaméTeni na pocitacové technologie se s takovymi néstroji a lidmi kolem nich
budete setkavat jesté mnohem castéji.

Matematika je zakladem vsech technickych obori: slouzi jako zasobarna
abstraktnich pojmt, znalosti o nich, presnych definic a poskytuje prostredky
pro presné dokazovani tvrzeni o téchto abstraktnich pojmech. Znalosti o abs-
traktnich pojmech pak mtizeme snadno vyuzit pti feseni konkrétnich problémii.
Z tohoto duvodu maji vSichni studenti technickych obort (véetné informatiky)
zékladni vzdélani ve vysokoskolské matematice. Tim, ze takovyto zéklad
dostanete také, se vam oteviou dvere ke snazsi komunikaci s technicky zamére-
nymi lidmi, budete schopni lépe pochopit zptsob jejich uvazovani a diskutovat
s nimi o problémech na jiné trovni nez lingvisté bez matematického vzdélani.
V konkrétnim pripadé pocitacové lingvistiky si usnadnite spolupraci s vyvojari
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nastroju automatického zpracovani jazyka a budete schopni podilet se na
vyvoji téchto néastroji.

Kromé tohoto cile predpokladame, ze vam kurz usnadni studium predméti
na Fakulté informatiky.

1 Definice - véta - dukaz

Jak jsme jiz naznacili, vysokoskolska matematika se nezabyva navody, jak
néco spocitat (jako tomu bylo na stfedni skole), ale slouzi zejména jako
soubor poznatki o abstraktnich pojmech. Z tohoto divodu se ve vétsiné
ucebnic vysokoskolské matematiky setkavame se stylem vykladu definice-
véta-dukaz.

Definici se rozumi vymezeni pojmu. Definice musi obsahovat pouze pojmy,
které byly drive definovany. Obecné v matematice pracujeme pouze s pojmy,
které byly presné definovany. Casto je pojem vymezen jako libovolny objekt,
ktery splnuje néjakou mnozinu logickych vyroku (tzv. axiomu) — viz déle.

Prikladem jednoduché definice miize byt napt.: Prvocislo je jakékoli ptiro-
zené Cislo, které je délitelné pouze jednickou a samo sebou. Aby tato definice
byla plnohodnotna, musime vsak jiz mit definovany pojmy prirozené ¢islo,
délitelny a jednicka. Nelze spoléhat na to, Zze tyto pojmy jsou intuitivné
jasné (napft. patri 0 mezi ptrirozend cisla?). V dalsim vykladu osvétlime, jak
vyrobime (zadefinujeme) vSechny matematické objekty pouze na zakladé dvou
pilifi matematiky — matematické logiky a teorie mnozin.

Véta je formulaci poznatku o definovanych pojmech. Prikladem mate-
matické véty miize byt napi. Existuje pravé jedno sudé prvocislo. Opét je
potfeba mit predem definovan pojem sudy. (Jak?) Jednodussi véta byva téz
oznacovana jako lemma.

Dikaz slouzi k ovéreni pravdivosti tvrzeni, a to po jednotlivych krocich
tak, aby nikdo nemohl pochybovat o tom, ze véta je pravdiva. S vyuzitim
matematické logiky mizeme pojem ditkazu formalizovat (formélné definovat
dikaz). Vice v dalsim vykladu.

V tomto textu se vyse popsaného stylu vykladu budeme drzet spise zridka.
Dtvodem je snaha preklenout propast mezi matematikou a humanitnimi
obory a zjednodusit uchopeni matematickych pojmi.

1.1 Typy diakaza

V matematickych a informatickych textech se setkdvame s riznymi typy
dikazl: nejcastéjsi jsou nasledujici:



1.1 Typy ditkazi 1 DEFINICE - VETA - DUKAZ

Primy dikaz je strukturalné nejjednodussi — pouzitim definic a jiz
dokazanych tvrzeni odvodime pfimo znéni véty. Priklad: Méjme definovana
prirozena ¢isla a zakladni operace na nich. Dale méjme definovan pojem sudé
¢islo jako nasobek 2 (x je sudé, pokud existuje takové prirozené k, ze x = 2xk).
Dokazeme tvrzeni 10 je sudé cislo. Kroky dikazu:

1. 10 =5 % 2 (ze zékladni aritmetiky prirozenych ¢isel)
2. 5% 2 je sudé ¢islo (z definice — k = 5)
3. tedy 10 je sudé cislo

Neprimy dukaz vyuziva logickou ekvivalenci (viz téz dale) vyroku A =
B a =B = —A. Jinymi slovy, vétu tvaru A = B mtzeme dokézat tim, ze
dokézeme tzv. obménu =B = —A.

Dikaz sporem je velice podobny. Zde predpokladame, ze dokazovana
véta neplati a pouzitim znamych faktti odvodime spor — nesmyslné tvrzeni,
napr. 1 = 0, nebo neplatnost nékterého z predpokladi. Priklad: Méjme
definovana prirozena ¢isla, zakladni pocetni operace, délitele (z je délitelem
y, pokud existuje prirozené z tak, ze z % z = y), kladna racionalni ¢isla (r/s
takova, ze r a s jsou prirozend a nemaji jiného spole¢ného délitele nez 1), a
druhou odmocninu (a? = b, pokud b * b = a). DokéZeme sporem, Ze /2 nenf
racionalni ¢islo.

1. Pfedpokladejme, Ze v/2 je racionalni &slo.

2. tedy v/2 = r/s, kde r a s jsou pfirozena a nemaji spole¢ného délitele
(kromé 1)

3. dpravou dostavame /2 % s = r
4. 2% s% s =r*r (umocnénim na druhou)

5. Protoze leva strana je suda, prava je také suda, tedy r je sudé (dokazte
si podrobnéji)

6. Tedy r = 2 % ¢ pro néjaké prirozené c

7. nahrazenim dostaneme 2 x s* s = 2% cx 2 % ¢ a po vydéleni dvéma
Sks=2%xcxcC

8. podle tvahy z kroku 5 je s také sudé

9. r i s jsou suda, tedy maji spolecného délitele 2, coz je spor s predpokla-
dem.
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Matematicka indukce je dikazova technika, kterou vyuzivame, pokud
potfebujeme néco dokazat pro velmi dlouhou nebo nekone¢nou posloupnost
objektli. Vice o indukci v nésledujici kapitole.

2 Matematicka logika

Matematicka logika je univerzalnim jazykem matematiky, vSechny matema-
tické definice, véty a diikazy je mozno zapsat jazykem matematické logiky.
Jeho hlavnimi vyhodami jsou univerzalnost (stejny zapis vsude na svété zna-
mend totéz) a jednoznacnost (na rozdil od prirozenych jazyku, které jsou
viceznacné — napr. v mnohych oficidlnich textech mizeme nalézt véty typu
»k jednani pottebujete pas a ridi¢sky prikaz nebo obcansky prikaz”, kdy neni
jasné, co si s sebou vlastné mate vzit).

V pripadé dikazi pak logika zavadi pojem elementarniho kroku a forma-
lizuje tak drive zminénou vagni formulaci krok za krokem.

Existuje vice druhtt matematickych logik. Pravdépodobné jste jiz slyseli
modalni, temporalni, intenzionalni... Nasim cilem v této kapitole je probrat
zéklady vyrokové a predikatové logiky a naucit se je prakticky pouzivat
pro ¢teni a zapis matematiky. Pro podrobnéjsi vhled do temnych zakouti
matematické logiky doporucujeme predmét Matematicka logika na Fakulté
informatiky.

2.1 Vyrokova logika

Zakladni jednotkou vyrokové logiky je vyrok. Vyrokem chapeme tvrzeni,
o némz, lze tici, zda je pravdivé nebo nepravdivé, jinymi slovy, lze mu priradit
pravdivostni hodnotu. (Nezélezi pfitom na tom, jestli tuto pravdivostni
hodnotu zname, tj. nemusime védét, zda je vyrok pravdivy). Prikladem vyroku
mohou byt napr. véty ,,12345678915264591 je prvocislo”, ,vSechny kravy jsou
modré” a podobné.

K zachyceni pravdivosti vyroku pouzivame pritazeni hodnoty 0 (nepravda)
nebo 1 (pravda), nékdy zapisujeme jako v(A) =1 (vyrok A plati).
muli vyrokové logiky) z vyroku jednodussich pouzivame logické funkce.
Méjme vyroky A a B. Definujeme vyroky

e —A (negace) s pravdivostnimi hodnotami

o v(=A) =1, pokud v(A) = 0,
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o v(=A) =0, pokud v(A) = 1;
e A = B (implikace) s pravdivostnimi hodnotami

o v(A=> B) =0, pokud v(4) =1 av(B) =0,
o v(A => B) =1 v ostatnich ptipadech.
Tyto logické spojky se nazyvaji zadkladni, nebof jejich kombinaci 1ze
vyjadrit vechny ostatni logické funkce. ! VSechny ostatni logické funkce
nazyvame odvozené. Mezi nejpouzivanéjsi patii:

e AN B (konjunkce, téz logické ,,a”) s pravdivostnimi hodnotami

o v(AANB) =1, pokud v(A) =1av(B) =1,
o v(A A B) =0 v ostatnich pripadech;

e AV B (disjunkce, téz logické ,,nebo”) s pravdivostnimi hodnotami

o v(AV B) =0, pokud v(A) =0 av(B) =0,
o v(AV B) =1 v ostatnich pripadech;

e A & B (ekvivalence) ve vyznamu (A = B) A (B = A)

Implikaci ¢teme jako ,,jestlize A, pak B”, ekvivalenci ¢teme jako , A plati
pravé tehdy, kdyz plati B”. Pozor na presnou sémantiku implikace: pokud je
na levé strané nepravdivy vyrok, pak je cela implikace pravdiva, tedy vyrok
sjestlize jsou vsechny kravy modré, pak je uhli bilé” by byl pravdivy.

Pravdivost riznych slozenych vyrokii zkoumame nejcastéji pomoci prav-
divostnich tabulek, které znazornuji pravdivostni hodnoty slozenych vyrokt
v zavislosti na pravdivostnich hodnotach jednodussich vyroka a které jisté
znate ze stedni skoly. Pravdivostni tabulka pro vyrok (AV B) = C vypada
napr. takto:

A B C (AVB) (AVB)=C
1 1 1 1 1
1 1 0 1 0
1 0 1 1 1
1 0 0 1 0
0 1 1 1 1
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
0 0 0 0 1

I'Nicméné, existuji i jiné dvojice a dokonce i samostatné spojky, které by mohly byt
podle tohoto kritéria oznaceny za ,zédkladni”; volba negace a implikace je dana konvenci.

>
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(Dejte vzdy pozor na to, ze je nutné vypsat vSechny kombinace pravdi-
vostnich hodnot zdkladnich vyroki.)

Vyrok, ktery je za vsech okolnosti platny (v pravdivostni tabulce ma vsude
jednicky), se nazyva tautologie. Vyrok, ktery neplati nikdy (v pravdivostni
tabulce mé vSude nuly) se nazyva kontradikce.

Vyrokova logika nam téz poskytuje zéklad pro formalizaci pojmu dukaz.
Vyuzivame k tomu tzv. axiomy a odvozovaci pravidla. Standardni podoba
vyrokové logiky nam poskytuje tfi schémata axiomu (kde dosazenim konkrét-
nich vyroku vzniknou axiomy) a jedno odvozovaci pravidlo. Schémata axiomu
jsou:

1. A= (B=A)
2. (A= (B=0)=(A=B)=(A=0))
3. ("B=-4)= (A= B)

(Jako cviceni si pravdivostni tabulkou muzete ovérit, ze vSechny uvedené
axiomy jsou vzdy pravdivé, nezavisle na pravdivosti zakladnich vyroki.)
Odvozovaci pravidlo mame jediné, a to modus ponens:

e pokud plati A a plati A = B, odvodime, ze plati B

Diikazem potom rozumime posloupnost vyroku, z nichz kazdy je bud
axiomem nebo aplikaci odvozovaciho pravidla na predchozi vyroky. Prikladem
formalniho ditkazu je néasledujici posloupnost vyroku, ktera dokazuje, ze pro
libovolny vyrok X plati X = X:?

L. X=(X=2X)=X)=(X=(X=X)) = (X=X)) /an:2
2. X=(X=X)=X) /axiom1

3. (X = (X=X))= (X = X) / aplikace modus ponens na 2. a 1.

4. X = (X = X) /axiom1

5. X = X / aplikace modus ponens na 4. a 3.

Samozriejmeé, vsechny ditkazy nebudeme provadét takto forméalné — budeme
se vzdy spoléhat na to, Ze uz néco vime. Vyse uvedeny priklad ale ukazuje,
jaké jsou zakladni stavebni kameny dokazovani v matematice — kazdy dikaz
muze byt rozepsan az na zakladni axiomy a aplikace odvozovaciho pravidla,
jako je tomu vyse, a muze byt plné mechanicky ovérena jeho spravnost.

V nésledujici kapitole popiSeme nékteré aspekty predikatové logiky, se
kterymi se miizete casto setkat.

2Ponechme nyni stranou fakt, ze dokazovany vyrok je tautologie, coz mizeme snadno
ovérit pravdivostni tabulkou.
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2.2 Predikatova logika

Predikatova logika je rozsitenim logiky vyrokové. Zavadi zejména proménné,
kvantifikatory a predikaty.

Proménné, jak nazev napovida, zavadi symboly, které mohou nabyvat
riznych hodnot — nejcastéji je znac¢ime malymi pismeny. Formule predikatové
logiky mohou obsahovat proménné a jejich pravdivost muze zaviset na ohod-
noceni téchto proménnych, tj. na pritazeni konkrétnich hodnot proménnym
(napt. formule ;= = 1”: pokud je proménné z pritazena 1, je formule pravdiva,
jinak je nepravdiva).

Kvantifikatory nam umoznuji vyskyty proménnych svazat tak, ze prav-
divost formule jiz nebude zavisla na ohodnoceni. Rozeznavame dva kvantifi-
katory:

e univerzalni (V), ktery vyjadiuje, Ze nésledujici formule plati pro
vSechna mozna ohodnoceni proménné za kvantifikatorem. Napt. formule
Vx(x = 1) je nepravdiva, nebot zfejmé existuje ohodnoceni, kde napft.
x =0 a formule z = 1 je nepravdiva.

e existencni (3), vyjadiujici, Ze existuje alesponi jedno ohodnoceni ta-
kové, ze nasledujici formule plati. Napr. formule Jz(z = 1) je pravdiva,
nebot vyrok x = 1 plati pri valuaci, kde x = 1.

Predikaty jsou veskeré symboly, které nepatii do samotného jazyka logiky
—tj. v8e kromé proménnych, logickych spojek, kvantifikatori a zavorek. Vyznam
predikati zalezi na nasi definici, neni dan samotnou logikou. Prikladem
predikatt muze byt napt. Prime, kde Prime(z) budeme chapat tak, ze
x je prvocislo, nebo symbol €, ktery budeme dale pouzivat jako symbol
prislusnosti do mnoziny (jako € (z, X') nebo ¢itelnéji, z € X). Kazdy predikét
mé definovanu aritu, coz je pocet jeho parametru (Prime méa aritu 1, € ma
aritu 2). Predikaty arity 0 nazyvame konstantami (napt. 1 v prikladu vyse).

Vevs

(predikatu Prime) jen s vyuzitim zdkladnich operaci na pfirozenych ¢islech:?
Prime(z) =x > 2AVy((Fz(y*xz=2)) = (y=1Vvz=1)

Po c¢astech lze formuli ,,prelozit” jako: prvocislo je ¢islo vétsi nebo rovno 2,
kde pro vSechny mozné délitele (y) plati, ze pokud existuje rozklad = na (y* z)
(neboli pokud y je skutecné délitelem), pak jeden z ¢lent tohoto rozkladu je 1
(a druhy z; to uz ale neni treba explicitné zminovat).

3rovnéz zde prozatim predpoklddame, Ze viechny proménné jsou z domény piirozenych

¢isel
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2.3 Matematicka indukce

Matematicka indukce je v prvé radé dikazova technika, kterou muzeme
dokazat néjaké tvrzeni pro vSechny prvky néjaké posloupnosti (i nekonecné).
Princip indukce je vsak vyuzivan ¢asto i v definicich velkych (nekone¢nych)
struktur, jak uvidime v dalsim vykladu.

Meéjme néjakou posloupnost libovolnych objekta x, ..., x,, ... a chceme
dokézat, ze pro vsechny prvky dané posloupnosti plati néjaka formule F', tedy
Vi(F(x;)), kde F(z;) chapeme tak, ze formule F' plati pro prvek posloupnosti
x;. Technika dikazu indukeci se skladé ze dvou zakladnich ¢asti:

e baze indukce: Dokazeme, ze formule plati pro prvni prvek posloup-
nosti.

e indukéni krok: Dokazeme implikaci (F(z;) = F(x;41)), tedy pokud
formule plati pro néjaky prvek posloupnosti, pak plati i pro jeho bez-
prostfedniho naslednika. Levou stranu predchozi implikace nazyvame
indukcni predpoklad.

Priklad: Dokazeme, Ze pro vsechna prirozena n > 1 plati:
1+2+...+n=n/2%(1+n)
Baze indukce: za n dosadime prvni prvek posloupnosti, tedy 1. Dosta-
vame 1 = 1/2 % (1 + 1), coz je evidentné pravda.

Indukéni krok: Predpokladejme (indukéni predpoklad), ze pro néjaké k
plati

1424 .. +k=k/2x(1+k)
Dokéazeme, ze plati
1424+ .. +k+k+D)=k+1D/2x(1+(k+1))

Dosazenim indukéniho predpokladu do levé strany a nasledujicimi tpra-
vami podle aritmetiky nad prirozenymi ¢isly postupné dostavame:

e 1+2+. . +k+(k+1)
o k/2x(1+Fk)+ (k+1)
o (k+k*/2+ (k+1)
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k+k*+2k+2)/2

(
(k*
(k+2) % (k+1)/2
(k+1)/2% (k+2)
(

E+1)/2%(1+(k+1))
Tim je véta dokazana.

Je namisté se ptat: Je tento postup korektni? Opravdu touto technikou
dokazeme néjaké tvrzeni pro vSechny prvky ptislusné posloupnosti?

Je tfeba ovérit, ze technika matematické indukce je korektni. Na tomto
misté se spokojime pouze s intuitivnim ovéfenim a prohlasenim, ze formélni
ditkaz existuje, ale je nad ramec predmeétu.

Ovéfenim béaze je dokézéano, ze formule F' plati pro xo, plati tedy F'(zo).
Protoze jsme dokazali indukéni krok, plati také formule F(zg) = F/(z1).
Aplikaci pravidla modus ponens na predchozi dva vyroky dostavame, ze plati
i formule F(x;). Protoze indukéni krok jsme dokézali pro libovolné k, plati
i F(x1) = F(z2). Opét aplikaci pravidla modus ponens na predchozi dva
vyroky dostdvame platnost formule F'(x9). Takto muzeme pokracovat do

nekonecna a dopracovat se k platnosti formule F'(z;) pro libovolné prirozené
i, plati tedy Vi( (x ))

nam néekdy nestaci v indukénim kroku predpokladat, ze dana formule plati
pro jeden bezprostiedné predchéazejici prvek, ale potfebujeme dva nebo i vice
predchazejicich prvki. Princip indukce se tim neméni, pouze musime dokazat
odpovidajici bazi (tj. pro 2 nebo vice prvnich prvki, abychom byli schopni
poprvé aplikovat pravidlo modus ponens — viz predchozi odstavec).

Jak jsme jiz naznadili vyse, princip indukce se da dobre vyuzit i v definicich,
zejména pokud se jedna o nekonecné struktury, mnoziny a podobné. Zde to
vypada tak, ze vyctem definujeme jeden nebo vice nejjednodussich prvki
dané Struktury a analogii indukéniho kroku speciﬁkujeme jak z jednoduééich

vvvvvv

vyrazu se s¢itanim a nasobenim:
e kazdé ¢islo je vyraz (bdze)
e pokud z a y jsou vyrazy, pak (z + y) je vyraz

e pokud z a y jsou vyrazy, pak (z % y) je vyraz
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Jak vidime, definice vyse ma jednu béazi a dva indukéni kroky.

Pokud bychom potiebovali dokazat néjaké tvrzeni pro celou takto defino-
vanou strukturu, pouzijeme techniku zvanou strukturalni indukce, ktera
postupuje tzv. po strukture objektu, podle jeho definice. Konkrétné, doka-
zeme dané tvrzeni nejprve pro vSechny prvky z baze dané definice, a pak
dokazujeme implikaci ,,pokud tvrzeni plati pro jednodussi objekty, plati i pro

vvvvvv

vvvvvv

struktur jako jsou vyrazy, logické formule apod.
Jako cviceni si zkuste dokazat, ze libovolny ciselny vyraz podle vyse
uvedené definice obsahuje sudy pocet zavorek.

3 Teorie mnozin

Spolu s matematickou logikou, ktera tvori jakysi jazyk popisu matematického
sveta, je teorie mnozin zakladnim stavebnim kamenem matematiky. Témér
vsechny matematické objekty je mozno definovat jako mnoziny, véetné cisel,
posloupnosti, funkci, automatt apod., jak uvidime v dalsim vykladu. Navic,
vsechny tyto objekty lze zkonstruovat na zakladé jediného zékladniho objektu,
prazdné mnoziny (), tedy mnoziny, kterd neobsahuje zadné prvky.

Teorie mnozin doplnuje jazyk predikatové logiky o binarni predikat je
prvkem (€):

a € b ¢teme ,a je prvkem b”;

dale pak o konstantni symbol prazdné mnoziny (0)) a dale o prostiedky
pro zapis mnozinovych objekti, zejména slozené zévorky ({}).

3.1 Mnozina

Teorie mnozin zavadéji mnoziny jako objekty, které vyhovuji ur¢itym axiomiam
— takovymto teoriim tikame aziomatické teorie mnoZzin a jsou tou ,spravnou”
cestou, jak definovat matematické objekty. Prikladem axiomu z teorie mnozin
je axiom vydéleni, ktery vyjadruje, Ze z libovolné mnoziny mtzeme vybrat
nékteré prvky, pro které plati formule F', a tim vytvorit jinou mnozinu:

Va(Fb(Vz(z € b= (x € a N F(x)))))

(Diky tomuto axiomu napf. existuje prazdnd mnozina.) V soucasnosti
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3.2 MnoZinové operace 3 TEORIE MNOZIN

existuje vice axiomatickych teorii mnozin, které se od sebe mirné lisi tim,
jaky vycet axiomu je v kazdé z nich pouzit.

V tomto textu se nebudeme dopodrobna zabyvat zadnou z axiomatickych
teorii mnozin. Pijde nam hlavné o to, abychom se naucili mnoziny prakticky
pouzivat pri definicich a zapisech matematickych faktii a spokojime se s tzv.
,haivni” teorif mnozin, s niz jste se pravdépodobné setkali na stfedni gkole:*
Mnozinu budeme povazovat za skupinu objektu (které nemusi byt
nutné stejného typu), jezZ neobsahuje duplicity (tj. kazdy prvek
je v ni obsazen maximalné jednou) a neni usporadana ({1,2,3} a
{3,2,1} jsou totozné mnoziny).

Zejména si uvédomme tri zakladni fakta:

1. existuje prazdnd mnozina (), ktera neobsahuje zadné prvky;
2. prvky mnoziny mohou byt i jiné mnoziny;
3. mnoziny mohou byt nekone¢né (obsahovat nekoneéné mnoho prvkii).

Malé konecné mnoziny obvykle zapisujeme vyctem prvkii — napf. mnozina
{1,2,3} obsahuje prvky 1, 2 a 3, mnozina {), {(}}} obsahuje dva prvky —
0 (préazdnd mnozina) a {f} (mnozina obsahujici prézdnou mnozinu). Velké
nebo nekoneéné mnoziny mizeme zapisovat s vyuzitim formule, ktera musi
platit pro vSechny ¢leny mnoziny. Napr. mnozina {z |z € N A 2z > 5}
obsahuje prirozena cisla vétsi nez 5. Jako zkratka pro tento zapis se téz casto
powzivi{r € N | x > 5}.5

3.2 Mnozinové operace

Jak jsme jiz uvedli, zédkladni operaci na mnozinach je operace prislusnosti
do mnoziny €. Zduraznéme, ze na levé strané je vzdy prvek (ktery muze byt
mnozinou), na pravé strané je vzdy mnozina. Doplitkem operatoru € je ¢,
které definujeme takto:

a¢B << —(a€B)

4Problémy s naivni teorif mnozin nastévaji, pokud za¢neme pouzivat obskurni definice
mnozin — muzeme si je ilustrovat na piikladu vojenského holie: Rekneme-li, Ze holié
holi vSechny vojéky, ktef{ se neholi sami (a pfitom holi¢ sam je vojék), kdo holi holice?
Matematicka obdoba této jazykové hricky se nazyva Russeliv paradox a axiomatické teorie
mnozin pravé kvuli tomuto paradoxu definuji presné postupy, jak mohou vznikat mnoziny.
Mnozindm, které nesplnuji axiomy teorie mnozin, typicky fikame tridy.

>Pokud budeme dtisledné pouzivat podminku, ze vSechny prvky nadmi definované mnoziny
patii do néjaké jiné mnoziny, mame jistotu, ze se vyhneme Russelovu paradoxu — timto
postupem de facto vyuzivaime axiom vydéleni uvedeny vyse.
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3.2 MnoZinové operace 3 TEORIE MNOZIN

Priklady platnych formuli s témito operatory:

Va(x & 0)
0e{0}

0 ¢ {{0}}
00

Dalsi operaci (predikatem), kterou mizeme snadno definovat, je podmno-
zina (C). Definujeme ji takto:

ACB & Vz(re A=z € B)

Tedy mnozina A je podmnozinou mnoziny B pravé tehdy, pokud vsechny
prvky A jsou zaroven i prvky B.

Na tomto misté poznamenejme, ze pro predikatové formule tohoto typu
casto pouzivame zkraceny zapis:

Ve e A (x € B),

ktery by v takovéto podobé nebyl v ¢isté predikatové logice mozny. Po-
dobné, pro existencéni kvantifikator ¢asto pouzivame zkraceny zapis napt.

dr € A (x € B),

ale v trochu jiném vyznamu: Vyraz vyse je ekvivalentni formuli

Jx(x € ANz € B),

Na zakladé pojmu podmnozina definujeme pojem potenc¢ni mnozZina.
Poten¢ni mnozina mnoziny A — zapisujeme P(A) — je mozina vSech podmnozin
této mnoziny. Formalneé:

P(A) = {z | = € A}

Protoze potenéni mnoZina ma vidy 2% prvki, ¢ kde a je pocet prvki

mnoziny A, nékdy zna¢ime poten¢ni mnozinu mnoziny A jako 24.

Plati:

6Rozmyslete si proc.
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4 CISLA

o P(0) = {0}

o P({0}) = {0,{0}}
o Vz() € P(x) Ax € P(x))

S vyuzitim pojmu podmnoziny se definuje i rovnost mnozin:
A=B & (ACB AN BCA)

Tuto kapitolu zakonc¢ime definici dvou operaci, které znate ze stredni skoly,
prinik (U) a sjednoceni (N). Nez budete ¢ist dal, zkuste si je definovat
sami. Spravné definice jsou:

ANB={zx|z€A N z€ B}
AUB={z|z€A VvV ze€ B}

4 Cisla

Na stfedni skole jsme se seznamili s nékterymi ¢iselnymi mnozinami — pfiro-
zenymi ¢isly, celymi ¢isly, racionalnimi, realnymi a komplexnimi ¢isly a ucili
jsme se s nimi pocitat. V minulé kapitole jsme zminili, ze vSechny objekty
v matematice, véetné ¢isel, jsou mnoziny. V této kapitole si tedy ukazeme,
jak lze z mnozin vyrobit prirozena cisla a definovat operace na nich.

4.1 Prirozena déisla

Podobné jako jsou mnoziny ve forméalnich teoriich mnozin definovany axiomy
v predikatové logice, jsou i prirozena cisla definovana jako objekty, které
splnuji jisté formalni axiomy. Zatimco ve vykladu o mnozinach jsme tyto
axiomy neuvadeli, v pripadé cisel si je jiz uvedeme — jedna se o jednoduchy
axiomaticky systém, ktery ndm umozni 1épe pochopit, jak funguje formalni
matematika.

Jazyk prirozenych c¢isel zavadi do predikatové logiky dva nové symboly:

e nulu 0 a

e unarni funkéni symbol S, ktery budeme interpretovat jako nasled-
nika.

13



4.2 Operace na prirozenych cislech 4 CISLA

Prirozena cisla jsou pak ur¢ena mnozinou axiomi, které nazyvame Pea-
nova aritmetika (po italském matematikovi Peanovi). Tyto axiomy jsou:

Nyni definujeme mnozinovy systém, ktery bude spliiovat vyse uvedené
axiomy a tim dostaneme . fyzickd” prirozena cisla:

0
o S(z)=xU{x}

e (

Tedy nulu definujeme jako prazdnou mnozinu a naslednika libovolného
¢isla definujeme jako sjednoceni tohoto ¢isla (resp. mnoziny odpovidajici
tomuto ¢islu) s jednoprvkovou mnozinou, kterd toto ¢islo (resp. mnozinu)
obsahuje.

Jak tedy vypadaji prirozena ¢isla v mnozinové notaci?

0

1=2S5(0)=0uU{0} = {0}
2=25(1) ={0y U {{0}} = {0,{0}}
3=2502) =...={0,{0},{0,{0}}}

atd. Zkuste si jako cviceni vypsat jesté nékolik dalSich. Zjistite, ze pro
kazdé prirozené ¢islo n plati, ze n = {0, 1, ..., n — 1}. Zkuste rovnéz navrhnout
dikaz, ze pro takovyto mnozinovy systém plati Peanovy axiomy uvedené
vyse.

o (

4.2 Operace na prirozenych cislech

Nyni si ukdzeme, jak lze na systému prirozenych ¢isel definovat zakladni
operace, s¢itani (+) a nasobeni (x). Obé definice jsou induktivni:
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4.3 Dalsi ¢iselné mnoziny 4 CISLA

e a+0=a
e a+S(b)=S(a+b)

e ax0=0
e axS(b)=(axb)+a

Jak vidime, tyto operace jsou nezavislé na konkrétni (mnozinové) realizaci
a pracuji pouze s operaci naslednika. Nadale tedy mmnozinovou realizaci
prirozenych ¢isel jiz nemusime pouzivat a miizeme pracovat pouze s abstrakei
naslednika. Jak tedy bude vypadat napriklad vypocet 142 podle vyse uvedené
definice? (plati 1 = 5(0),2 = S(1) = S(S(0)) — tyto rovnosti chdpeme pouze
jako rtizné zapisy téhoz)

o1+ 2
o 1+ 5(1)

S(1+ 1)

(
S(1 + 5(0))
S(S(1 +0))
(
(

e S(S(1))
S5(5(0)))

o =3

e S

Vyzkousejte si i jiné vypoéty podle uvedenych definic. Zejména si vSimnéte,
ze nemuzeme zaménit 1 + 2 a 2+ 1 (i kdyz druhy z téchto vypoéti podle
definice by byl kratsi a i kdyz ze stfedni skoly vime, Ze to plati), nebot
nemame definovano zadné pravidlo, podle kterého bychom to mohli udélat, a
komutativitu s¢itani jsme zatim nedokéazali.

4.3 Dalsi ¢iselné mnoziny

Dalsi ¢iselné mnoziny (celd, racionélni, redlna ¢isla) jsou v matematice konstru-
ovany s vyuzitim dvojic, ekvivalenci a dalsich pokrocilejsich matematickych
konstrukei, kterym se budeme vénovat v dalsich kapitolach. Proto i konstrukce
dalsich ¢iselnych mnozin bude vylozena pozdéji.
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5 RELACE A FUNKCE

5 Relace a funkce

V této kapitole se budeme zabyvat koncepty relaci a funkci, které lze dale

vvvvvv

5.1 Usporadané dvojice

Zékladnim pojmem této casti je usporadana dvojice. Jak nazev napovida,
jedna se o spojeni dvou prvki, v némz (narozdil od dvouprvkové mnoziny)
rozlisujeme prvni a druhy prvek. Usporadanou dvojici s prvky a a b zapisujeme
(a,b) alze ji definovat jako mnozinu {{a}, {a, b}}. Touto definici je zaruceno,
ze v kazdém pripadé vime, ktery z prvki je prvni a ktery druhy, jinymi slovy,
ze dvé rizné usporadané dvojice nebudou reprezentovany stejnou mnozinou
jiné definice, vySe uvedena je ale nejprimocare;jsi.

Lze definovat i usporadané trojice nebo obecné n-tice (pro libovolné
pfirozené n), a to nasledovné:

e (a,b,c) = (a,(b,c)), tedy trojice je totéz jako dvojice, jejimz prvnim
prvkem je prvni prvek trojice a druhym usporadana dvojice se zbylymi
dvéma prvky

o (ay,as,as,...,a,) = (a1, (ag, (as, (..., an)...)))

Tato definice n-tic ma jisté nevyhody, proto si na konci kapitoly uvedeme
alternativni definici s vyuzitim funkei (kde definujeme n-tice jako kone¢né
posloupnosti).

5.2 Kartézsky soucin

Na zakladé pojmu usporadané dvojice miuzeme definovat kartézsky soucin
mnozin (A x B), definovany takto:

Ax B={(a,b) |a€ A N be B}
Tedy kartézsky souc¢in dvou mnozin obsahuje (vSechny) usporadané dvojice
takové, ze prvni prvek je z prvni mnoziny a druhy prvek je z druhé mnoziny.

Analogicky muzeme definovat kartézsky soucin vice mnozin, ktery bude
obsahovat usporadané n-tice.
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5.3 Relace

Motivaci pro pojem relace je zptisob svazani dvou, pripadné vice hodnot, moz-
nost vyjadfeni toho, ze nékteré hodnoty z obou mnozin maji néco spole¢ného.
Relace také tvori zaklad pro definici funkei.

Binarni relace mezi mnozinami A a B je podmnozina kartézského sou-
¢inu A X B (tedy mnozina usporddanych dvojic — podobné definujeme n-arni
relaci jako mnozinu usporadanych n-tic). Casto fikdime binarni relace na
mnoziné A, ¢imz rozumime relaci mnoziny s ni samotnou, tedy podmnozinu
kartézského soucinu A x A (analogicky muzeme opét mluvit o n-arni relaci
na mnoziné A).

Priklady relact:

e Relace identity na mnoziné A:
o Id(A) — binarni relace
o Id(A) ={(a,a) e Ax A|acA}
e Relace vétsi nebo rovno na prirozenych c¢islech:
o > (N) — binérni relace
o> (N)={(a,b) e Nx N |bCa}

o (srovnejte s mnozinovou konstrukei prirozenych ¢isel)
e Relace plus na prirozenych ¢islech:

o +(N) — ternarni relace
o +(N)={(a,b,c) e NXxNxXxN |a+b=c}

o a+b = ¢ pak muZeme prohlasit jen za jiny zapis pro (a, b, ¢) € +(N)
a vSechny operace na ¢islech povazovat za relace

Relace na malych koneénych mnozinach miizeme prehledné zapisovat ta-
bulkou, kde prvky mnoziny jsou v zahlavi radki i sloupcii a ptislusnost dvojice
v relaci znac¢ime jedni¢kou nebo nulou v prislusné bunce tabulky. Prehledny
je rovnéz zapis grafem, kdy mezi prvky mnoziny kreslime orientované sipky,
podle toho, které dvojice jsou v relaci.

5.4 Vlastnosti relaci

Lze definovat nékteré vlastnosti relaci, které jsou motivovany jejich naslednym
pouzitim. VSechny vlastnosti jsou definovany vyrokovymi formulemi, jejich
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5.4 Vlastnosti relaci 5 RELACE A FUNKCE

vyznam lze ale vétsinou vyjadrit srozumitelnéjsim jazykem. n-arni Reflexi-
vita vyjadiuje, Ze kazdy prvek je v relaci sim se sebou. Relace R na mnoziné
A je reflexivni, pokud plati

Va € A( (a,a) € R)

Symetrie, jak nazev napovida, je vlastnost, ktera vynucuje, ze ke kazdé
dvojici v relaci existuje symetrickd dvojice, tedy takova, kde prvni a druhy
prvek jsou prohozeny. Relace R na mnoziné A je symetricka, pokud plati

Va,b e A ( (a,b) € R= (b,a) € R)

Antisymetrie je opakem symetrie; 1iké, Ze relace neobsahuje zadné dvé
symetrické dvojice (s vyjimkou takovych, kde prvni a druhy prvek jsou stejné).
Formalné, relace R na mnoziné A je antisymetricka, pokud plati

Va,be A ( (a,b) e RA(bja) e R=a=b)

Tranzitivita je komplikovanéjsi. Relace je tranzitivni, pokud ke kazdym
dvéma dvojicim (a,b) a (b, c), které jsou v relaci, existuje v relaci i dvojice
(a, c); tranzitivita tedy vyjadiuje jisty typ souvislosti relace. V pripadé zapisu
grafem si tuto vlastnost lze predstavit tak, ze dojdeme-li z néjakého bodu do
jiného podle Sipek, pak musi existovat zkratka, tedy Sipka primo ze startu do
cile. Formélné, relace R na mnoziné A je tranzitivni, pokud plati

Va,b,c € A( (a,b) € RA (b,c) € R= (a,c) € R)

Ekvivalence je takova relace, ktera je soucasné reflexivni, symetricka i
tranzitivni.

Usporadani je takova relace, kterdje soucasné reflexivni, antisymetricka
i tranzitivni.

Napriklad identita na libovolné mnoziné splnuje vsechny uvedené vlastnosti
(rozmyslete si postupné proc¢), je tedy ekvivalenci i usporadanim. Relace
,mensi nebo rovno” na prirozenych cislech je reflexivni, antisymetricka a
tranzitivni (opét si rozmyslete proc), je tedy usporadanim. Hypoteticka relace
,sedi vedle” na mnoziné studenti v prednaskové mistnosti neni tranzitivni,
neni tedy ekvivalenci ani usporadanim.

18



5.5 Funkce 5 RELACE A FUNKCE

5.5 Funkce

Funkce je specialni typ relace; dalo by se Tici, ze ,,byti funkci” je vlastnost
relaci podobné jako naptiklad tranzitivita. Funkce je takova (n-arni) relace,
kde prvnich n — 1 hodnot v n-tici jednoznac¢né urcuje posledni hodnotu.

Alternativné se mizeme na relaci podivat jako na vstupné-vystupni me-
chanismus: prvnich n — 1 hodnot v n-tici mizeme pokladat za argumenty
relace (vstup), posledni hodnotu za jeji vysledek (vystup — srovnejte napr.
s relaci +(N) vyse). Pokud ma byt takova relace funkci, vystup musi byt
jednoznacné urcen argumenty. Z tohoto pohledu vychézi i specidlni zapis
funkci: napt. misto

(a,b,c) € +
piSeme casto v pripadé funkei
+(a,b) =c

(stale uvazujeme ternarni relaci +(V)). Z tohoto pohledu na funkce vychazi
i konvence ohledné arity funkci, ktera se urcuje podle poctu argumentt: Tedy
unarni funkce je binarni relace, ternarni relace je binarni funkce apod.

Formalné, binarni relace f na mnoziné A je funkce, pokud plati:

Va,b,c e A ( (a,b) € f AN (a,c) e f=b=¢c)
Obdobné, ternarni relace f na mnoziné A je funkce, pokud:
Va,b,c,d € A ( (a,b,c) € f N (a,b,d) € f=c=d)

Podobné si zkuste definovat funkce vice argument.

Funkcim také nékdy fikdme zobrazeni. Pro binarni relaci f mezi mnozi-
nami A a B, ktera je funkci, fikame ,funkce z A do B”, pripadné ,zobrazeni
z A do B” a zapisujeme

f:A—B

Mnozinu A potom nazyvame definiécnim oborem a nékdy znac¢ime Dy
nebo dom(f) (ve vyznamu ,definiéni obor funkce f”), mnozinu B nazyvame
oborem hodnot a zna¢ime R; nebo f(A). Jiz zminény zapis f(a) = b
muzeme c¢ist jako ,,b je obraz prvku a”, pripadné ,a je vzor prvku b”.
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5.6 Vlastnosti funkci

Také funkce maji nékteré specialni vlastnosti, které dale vyuzivame. Mezi

Vv

Injektivita. Funkce f : A — B je injektivni (téz prosta), pokud plati
Va,be A ( f(a)=f(b)=a=0)

neboli Zadné dva prvky nemaji stejny obraz.
Surjektivita. Funkce f : A — B je surjektivni (téz na), pokud plati

Vbe B(dac A (b= f(a))

neboli kazdy prvek oboru hodnot md néjaky vzor, pripadné muzeme rici,
ze cely obor hodnot je pokryty.
Uplnost. Funkce f: A — B je tuplna, pokud plati

Vac A(Jbe B (b= f(a))

neboli cely definicni obor je pokryty. Casto se mizZete setkat s tim, Ze
pojmem funkce je myslena tplna funkce.

Rekneme, 7e funkce je bijekce pravé tehdy, je-li soucasné injektivni,
surjektivni a uplné. Bijekce se dobfe pouzivaji mj. pfi porovnavani velikosti
mnozin: Existuje-li bijekce f : A — B, znamena to, Zze mnoziny A a B jsou
wstejné velké” (za okamzik tuto vagni poznamku rozvedeme formélné).

Pro bijekci f : A — B miizeme déle zavést inverzni funkci f~! : B — A,
ktera je definovana néasledovneé:

FiB)=a = fla)=b

5.7 Velikost mnozin

Do této doby jsme velikost mnoziny chépali pouze vagné, jako pocet jejich
prvka. V pripadé nekoneénych mnozin jsme neméli predstavu o velikosti
viibec. Nyni si zadefinujeme velikost mnoziny A (znaceno |A|) formalné:

e | A| je definovano jako pfirozené ¢islo n, pokud existuje bijekce f :n — A
(srovnejte s mnozinovou konstrukei pfirozenych ¢isel)

e mnozina A je spocCetna, pokud existuje bijekce f: N — A
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e mnozina A mad mohutnost kontinua, pokud existuje bijekce f : R —
A (kde R je mnozina realnych ¢isel)

Obecné, jak jsme jiz naznacili, pokud existuje bijekce z jedné mnoziny do
jiné, pak tyto mnoziny maji stejnou velikost (téz rfikdime mohutnost).

Mnoziny N, Z i Q (pfirozend, celd i racionalni ¢isla, stejné jako napf.
mnozina vsech sudych ¢isel nebo mnozina vSech prvodéisel) jsou vsechny
spocetné. Prislusné bijekce zde uvadét nebudeme, zkuste se nad nimi zamyslet
sami. Redlna cisla jsou striktné vétsi nez cisla pfirozend a jsou nejmensi
takovou mnozinou (¢ili |N| a [R| jsou dvé nejmensi nekonecna). Dikaz je vSak
jiz nad ramec naseho predmeétu.

5.8 Posloupnosti

Poslednim pojmem, jimz se v kapitole o funkcich budeme zabyvat, jsou
posloupnosti. Intuitivné tento pojem chapeme: jedna se o skupinu prvki, v niz
(na rozdil od mnozin) zalezi na potradi. Prvky se v posloupnosti také mohou
opakovat. Jiz jsme zminili, ze konecné posloupnosti mizeme povazovat za
usporadané n-tice; nyni si predstavime jinou definici, ktera dobre generalizuje
i na nekonecné posloupnosti.

Konecéna posloupnost délky n je uplna funkce, jejimz defini¢nim obo-
rem je mnozina n (viz mnozinova konstrukce prirozenych ¢isel). Nekoneén4
posloupnost je pak uplna funkce, jejimz defini¢cnim oborem je mnozina N.

Takovéto posloupnosti typicky zapisujeme jako ag, aq, ..., @y, ..., coZ pova-
zujeme jen za jiny druh zapisu pro f(0), f(1),..., f(n), ....

V pripadé nekoneénych posloupnosti casto pracujeme s induktivnimi
definicemi. V pripadé posloupnosti tyto definice vypadaji tak, ze vypiseme
prvni ¢len (pfipadné prvnich nékolik ¢lenti), coz je analogie béze indukee, a
poté urc¢ime predpis, podle kterého dostaneme n-ty prvek pomoci jednoho,
pripadné nékolika predchozich prvki (analogie indukéniho kroku). Podle
takovéto definice jsme schopni zkonstruovat libovolny prvek posloupnosti.

Péknym prikladem nekonecéné posloupnosti je tzv. Fibonacciho posloup-
nost, kde kazdy dalsi ¢len je sou¢tem dvou predchozich ¢lent: 0, 1, 1, 2, 3, 5,
8, 13, 21, 34, ... Induktivni definice Fibonacciho posloupnosti vypada takto:

® Gy = Qp—1 + Ap—2
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6 Zaklady formalni lingvistiky

A7 dosud jsme se zabyvali skuteénymi zéklady, pilitfi formalni matematiky.
Nyni si naopak ukazeme cast aplikované matematiky, ktera se intenzivné
vyuziva i v pocitacovém zpracovani prirozenych jazykt — na matematické
modely nékterych ryst jazyka neboli formalni lingvistiku.

Tyto matematické modely povazuji jazyk za mnozinu slov nad néjakou
abecedou, kde prvky abecedy mohou byt znaky, slova (pak muzeme za jazyk
(morfémy, ...). Modely, jimiz se budeme zabyvat, byly ptivodné navrzeny pouze
k popisu prirozenych jazyki; casem ale nasly i jiné uplatnéni (a naopak ana-
Iyzu prirozenych jazyka dosud uspokojivé nevyftesily) a dnes rozliSujeme tzv.
formalni jazyky, které jsou dobfe analyzovany jednoduchymi matematickymi
modely.

Nasim cilem v této ¢asti bude seznameni s nejzakladnéjsimi konstrukcemi
teorie formalnich jazykt, nebot je velmi pravdépodobné, ze se s nimi a jejich
modifikacemi pri studiu jesté mnohokrat setkate.

6.1 Zakladni pojmy

Nejprve zde uvedeme nékolik zékladnich pojmi, které teorie formalnich jazykt
pouziva:

Abeceda je konecna mnozina symboll. Znacime ji ¥ a pro jednoduchost
budeme c¢asto pracovat s abecedou {a, b}.

Slovo je libovolna konecna posloupnost prvkia X, napt. aabab.

Délka slova je velikost této posloupnosti, napt. |aabab| = 5.

Prazdné slovo je slovo nulové délky, znac¢ime je e.

>* je mnozina vsech slov nad abecedou X,
napt. {a,b}* = {¢,a, b, aa, bb, ab, ba, aab, abb, ...}.

Operace zietézeni slov, znacime teckou (.), je pro dvé slova u a v
devinovana jako u . v = uwv, napr. aab . ab = aabab.

Mocnina slova je pro slovo u a pfirozené éislo ¢ znacena u’ a je definovana
induktivné:

o u=¢
oyl =yt
Napf. (ab)® = ababab.

Jazyk je mnozina nékterych slov nad danou abecedou, tedy pro kazdy
jazyk L plati L C ¥* (ale nikoli naopak).

22



6.2 Formalni gramatika 6 ZAKLADY FORMALNI LINGVISTIKY

Dale mtizeme definovat i operace nad celymi jazyky analogicky k operacemi
nad slovy. Napr. operaci zfetézeni jazyku lze definovat nasledovneé:

Ll.ng{u.v|u€L1/\U€L2}

6.2 Formalni gramatika

Formalni gramatika je prvnim z nastroji forméalni lingvistiky. Mtzeme si ji
predstavit jako prepisovaci systém, jimz lze vygenerovat slova jazyka (viz
dale).

Formalné, gramatika je ¢tverice (N, X, P, S), kde

e N je mnozina neterminala (znac¢ime nejcastéji velkymi pismeny)

e Y je mnozina termindla (symboli abecedy, pro prehlednost znac¢ime
nejcastéji pouze malymi pismeny), je disjunktni s mnozinou N a N UYX
oznacujeme jako V' (mnozina vSech symboli)

e P je mnozina pravidel, formélné podmnozina kartézského soucinu
V* . N . V*x V* — tj. mnozina dvojic, kde prvnim prvkem je te-
tézec obsahujici alespon jeden neterminal a druhym prvkem je libovolny
fetézec

e S je pocatecni symbol gramatiky

Pravidla gramatiky jako dvojice Fetézcu (slov nad mnozinou V') (o, )
zapisujeme nejcastéji jako a — (. a nazyvame levou stranou pravidla a jak
jiz. bylo Tec¢eno, musi obsahovat alespon jeden neterminél. g nazyvame pravou
stranou pravidla.

Jak jsme jiz naznacili, gramatika je modelem, kterym lze generovat slova
jazyka. Toto generovani probihd néasledovné. Zacneme z pocatecniho sym-
bolu gramatiky S a pravidla gramatiky pouzivame jako pTrepisovaci systém,
to znamena, ze v jednom kroku prepisu muzeme nahradit néktery retézec
terminalt a neterminall, ktery je soucasné na levé strané néjakého pravidla,
pravou stranou tohoto pravidla. Tento postup opakujeme tak dlouho, dokud
nedostaneme Fetézec termindlnich symbolu (¢ili slovo nad 33). Tomuto procesu
fikdme odvozeni slova z gramatiky.

Pri ptrepisovani mame casto na vybér z vice pravidel. Miizeme se rozhod-
nout pro kterékoli z nich a vygenerovat tak potencialné rizna slova.
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Rekneme, 7e gramatika G generuje jazyk L, pokud existuje odvozeni
kazdého slova jazyka L z gramatiky G. Jazyk generovany gramatikou G
znac¢ime vétsinou L(G).”

Priklad. Méjme gramatiku (N, X, P, 5), kde

o ¥ ={a,b}
e N={S A}
e P={ S— A  A— AA, A—a }

Priklady odvozeni z této gramatiky jsou:

e S=A=aq

o S= A= AA = aA = adAA = acA = aaa

Vsimnéte si, Ze jeden krok odvozeni z gramatiky (jednu aplikaci pravidla)
znacime dle konvence stejnym symbolem jako implikaci. Jedna se samoziejmé
o dvé zcela rizné véci a rozezname je od sebe jednoznacné na zakladé kontextu.

Zkuste vymyslet dalsi odvozeni z této gramatiky. Jaky je jazyk generovany
touto gramatikou?

6.3 Chomského hierarchie jazykt

Pokud budeme zkoumat pravidla v riznych gramatikach, ziskdme rozliseni
gramatik na nékolik typi. Podle typtu gramatik rozlisujeme téz typy jazyk,
podle toho, ktery jazyk je mozné generovat kterym typem gramatiky. Toto
rozliSeni nazyvame Chomského hierarchie gramatik, ekvivalentné Chom-
ského hierarchie jazyki, podle amerického lingvisty Noama Chomského, jenz
ji poprvé predstavil.

Jak nazev naznacuje, typy gramatik tvori hierarchii; gramatika vyssiho
typu je vzdy soucasné i gramatikou nizsiho typu. Typy gramatik jsou urceny
omezenimi na mnozinu pravidel:

Gramatika typu 0 neklade zddné omezeni na mnozinu pravidel, libo-
volna gramatika je gramatikou typu 0.

Gramatika typu 1 neboli kontextova gramatika klade na vSechna
pravidla a — 8 podminku |a| < ||, tedy leva strana kazdého pravidla musi
byt kratsi nez jeho prava strana. Vyjimkou z tohoto omezeni je pravidlo
S — €, které muze byt pritomno.

"zde L neoznadéuje jazyk jako mnozinu, jedni se o konvenci pro zapis pojmu ,,jazyk
generovany gramatikou G”
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Gramatika typu 2 neboli bezkontextova gramatika ma vsechna
pravidla ve tvaru A — [ (tak, ze A € N), tedy na levé strané je vzdy pravé
jeden neterminal a 3 je neprazdné. Vyjimkou z tohoto omezeni je pravidlo
S — ¢, které muze byt pritomno.

Gramatika typu 3 neboli regularni gramatika mé vsechna pravidla
ve tvaru A — aB nebo A — a, kde A, B jsou neterminaly a a je terminal.
Vyjimkou z tohoto omezeni je pravidlo S — ¢, které mize byt pritomno.

Nejcastéji se pracuje s regularnimi a bezkontextovymi gramatikami a
jazyky. Tyto typy gramatik jsou efektivné zpracovatelné na pocitacich a jako
zaklad se pouzivaji i pti zpracovani textii v prirozeném jazyce.

6.4 Konecny automat

Automaty jsou jinym abstraktnim modelem charakterizujicim jazyky. Funguji
jako stavové systémy, které ¢tou po znacich slovo na vstupu, s prectenim
kazdého znaku zméni stav a na konci rozhodnou, zda slovo je akceptovano ¢i
nikoliv. Podobné jako fikdme, ze gramatika vygeneruje slovo (resp. existuje
odvozeni slova z gramatiky), fekneme, Ze automat akceptuje slovo. Zde si
predstavime nejjednodussi typ automatu, kone¢ny automat.

Kone¢ny automat je pétice (Q, %, d, qo k"), kde

e () je neprazdna koneéna mnozina stavii automatu

e Y je koneénd mnozina vstupnich symbolu (abeceda)

0: @ x X — @ je prechodova funkce automatu
® (o je pocatecni stav
e F' je mnozina koncovych stavi

Béh automatu probiha nasledovné. Zacneme v pocatecnim stavu. Pre-
¢teme prvni symbol na vstupu a na zakladé prechodové funkce se presuneme
do dalsiho stavu. Déale po jednom ¢teme dalsi symboly na vstupu a podle
prechodové funkce, aktualniho stavu a symbolu na vstupu se presouvame do
dalsich stavii. Pokud se po doc¢teni posledniho symbolu nachazime v nékterém
z mnoziny akceptujicich stavli, automat slovo akceptuje. Pokud se nachézime
ve stavu, ktery do mnoziny F' nepatii, automat slovo neakceptuje.

Koneény automat lze nazorné zakreslit tzv. prechodovym diagramem, kde
stavy znazornujeme krouzky, prechodovou funkci sipkami mezi krouzky ohod-
nocenymi symboly z abecedy, koncové stavy vyznacujeme dvojitym krouzkem
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a pocatecni stav sipkou ,,z prostoru”. Takovyto diagram je dostatecnou spe-
cifikaci konec¢ného automatu, mizeme z néj odvodit hodnoty vSech prvku
pétice.

Priklad. Ukazeme si béh nasledujiciho automatu na slové abaa:

O
H?#Q#

Zacindame vypocet v pocateénim stavu qq. Precteme prvni symbol vstup-
niho slova, ,,a”, a podle prechodové funkce znazornéné sipkou s prislusnym
symbolem prejdeme z pocatecniho stavu do stavu ¢;. Dalsim symbolem na
vstupu je ,,b” a na zakladé prechodové funkce prejdeme ze stavu ¢; do stavu
¢o- Dalsim symbolem je ,,a”, prejdeme tedy ze stavu ¢y do stavu ¢;. Poslednim
symbolem je opét ,,a” a automat na zakladé prechodové funkce prejde ze stavu
q1 do stavu ¢o. Jsme na konci vstupniho slova a nachazime se v akceptujicim
stavu, automat tedy toto slovo akceptuje.

Pokud automat akceptuje pravé vsechna slova néjakého jazyka L (vSechna
slova daného jazyka a zadné jind), fekneme, ze automat rozpoznéva jazyk
L. Podobné jako v pripadé gramatiky znacime jazyk rozpoznavany urcitym
automatem A jako L(A).

6.5 Ekvivalence formalismu

Konec¢ny automat je ekvivalentnim formalismem k reguldrnim gramatikam, to
znamena, ze rozpoznavaji stejné tiidy jazykt. Jinymi slovy, ke kazdé reguldrni
gramatice existuje konecny automat, ktery rozpoznava jazyk generovany touto
gramatikou; a plati to i naopak, tedy ke kazdému konec¢nému automatu existuje
regularni gramatika, ktera generuje jazyk rozpoznavany timto automatem.
Diikaz tohoto faktu je konstruktivni, tj. pfimo predstavuje prevod gramatiky
na automat a naopak. Nebudeme jej zde uvadét, zkuste se ale zamyslet nad
tim, jak by tento prevod mohl vypadat.

Existuji i dalsi typy automatii; nékteré z nich jsou ekvivalentni s jinymi
typy gramatik. Pravdépodobné jesté uslysite napt. pojmy zdsobnikovy automat
nebo Turinguv stroj. Tyto formalismy jsou jiz nad ramec naseho vykladu.
Vice se o nich muzete dozvédét v kurzu Formalni jazyky a automaty na FI.
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7 Kombinatorika a pravdépodobnost

V dalsim vykladu se budeme zabyvat statistikou a pravdépodobnosti. K tva-
ham o pravdépodobnosti ¢asto potrebujeme védét, kolik riznych moznosti
v rtznych pripadech muze nastat. Timto pocitanim se zabyva kombinatorika; a
kromé zminéné motivace je rovnéz jednim z klict k pochopeni matematického
uvazovani.

Ze stfedni skoly si mozna pamatujete nékteré vzorecky pro variace, permu-
tace a kombinace, s opakovanim nebo bez. Tyto vzorecky si tady pripominat
nebudeme, vlastné by bylo lepsi je zapomenout. Casto je obtizné rozhod-
nout, ktery vzorecek pouzit pro kterou situaci, navic tyto vzorecky casto
nejsou jednoduché a navadi nas spise k jejich mechanickému pouzivani nez ke
skutecnému premysleni o dtivodech, které k vysledkim vedou.

7.1 Zakladni kombinatoricka pravidla

Misto vzorecki si predstavime dvé jednoduché pravidla, které je relativné
snadné ,napasovat” na konkrétni pripady, a konkrétni vypocty budeme resit
spise uvahou, ktera bude zase na druhou stranu komplikovanéjsi nez v pripadé
pouziti vzorecki. Dobry zptsob, jak fesit komplikovanéjsi pripady, je vyzkouset
si, jak véci funguji v jednoduchych pripadech, kdy napf. miizeme vypsat
vsechny moznosti, a na zakladé téchto jednoduchych pripadii zobecnovat.

Prvnim ze zminovanych pravidel je tzv. pravidlo souctu, které rika, ze
pro disjunktni mnoziny A;, As, ..., A, o velikostech pq, ps, ..., p, Ma mnozina
AU AU ... U A, velikost p1 + pa + ... + p.

Druhym je pravidlo soucinu fikajici, ze pocet vsech usporadanych k-tic,
takovych, ze 1. ¢len lze vybrat n, zpusoby, druhy ¢len ny zptsoby, ..., k-ty
clen ny zplsoby, je ny * ng * ... % ny.

Tato témér trivialni pravidla jsou vse, co potiebujeme ke kombinatorickym
uvaham. Ukazeme si jedno pouziti na prikladé.

Piiklad. Kolika zpusoby lze sefadit mnozinu {1, 2, ..., n}? Prvni prvek
vybirame z n prvki, druhy z n — 1 prvki atd. Podle pravidla soucinu je pocet
vSech sefazeni n* (n — 1) * (n —2) * ... = nl.

7.2 Pravdépodobnost

Pravdépodobnost néjakého jevu je definovana jako podil m/n, kde m je
pocet moznosti, kdy dany jev nastal, a n je pocet vSech moznosti, které
potencialné nastat mohly ¢i mohou. Tato ¢isla nékdy vyvozujeme na zakladé
kombinatorickych ivah a jistych predpokladi (napt. predpokladame, ze kostka,
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kterou hézeme, je vyvazend), casto je vSak také odvozujeme na zakladé
statistickych dat, jak brzy pozname v dalsim vykladu.
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