Algoritmy teorie ¢isel - aktualizace uc¢ebniho textu

Deterministicky test na prvociselnost

polynomialni ¢asové naroc¢nosti

V 1été roku 2002, ptrestoze byly prazdniny, obéhla rychle svétem zprava, ze
byl konec¢né objeven dlouho hledany algorimus, ktery v polynomialnim case
rozhodne, zda dané prirozené ¢islo je prvocislem. Jde o vyznamny pokrok,
prestoze se zda, ze jeho vyuziti je jen na teoretické irovni — difive znamé ne-
deterministické algoritmy totiz pracuji rychleji. Zjednodusené feceno, pokud
se nedeterministicky algoritmus zastavi a da nam vysledek (vcetné certifi-
katu, coz je dikaz, ze dané ¢islo je prvocislo, nebo dikaz, 7e je sloZené), ne-
musi nam vadit, ze jsme k vysledku dosli nedeterministickou cestou. Kromé
toho o dfive zndmych deterministickych algoritmech (naptiklad o ptivodnim
Millerové deterministickém algoritmu, ktery pozdéji Rabin upravil do zné-
mého nedeterministického testu, nebo o deterministické verzi testu Solovaye
a Strassena) je znamo, 7e jsou polynomialni, pokud plati zobecnénéd Rieman-
nova hypotéza (coz je tvrzeni, o némz je vSeobecné véfeno, ze je pravdivé,
avSak neumi to nikdo dokdzat). Na druhou stranu pro teoretickou informa-
tiku je dulezité védét, ze nedeterministicky algoritmus polynomialniho ¢asu
skutecné existuje.

Ve zminovaném c¢lanku panové Agarval, Kayal a Saxena z Indie dokazali,
ze nasledujici algoritmus je polynomialniho casu a pro kazdé prirozené cislo
n dava spravny vysledek.

Algoritmus (Agarval, Kayal, Saxena). Pro dané pfirozené ¢islon > 2
algoritmus rozhodne, zda je n prvocislo nebo slozené.

1. [Mocniny] Je-li n sudé nebo pokud je n = a®, kde a,b € N, b > 1, vytiskni,
ze n je slozené a skonci. Jinak poloz r < 2.

2. [Prvni cyklus] Nejmensi prvocislo vétsi nez r uloz do r. Jestlize r|n, pak
vytiskni, ze n je slozené a skonci. Jinak do q uloz nejvétsi prvocislo délici
&islo v — 1. Jestlize plati q > 4y/rlogn a soucasné n"="/4 £ 1 (mod 7),
jdi na 3, jinak opakuj 2.

3. [Druhy cyklus] Pro a od 1 do 2+/rlogn provadéj: jestlize

(x—a)"# (2" —a) (mod (z" —1,n)),

pak vytiskni, zZe n je slozené a skonci.
4. [Zaveér] Vytiskni, ze n je prvocislo a skondi.



Kongruence uzitd v bodé 2 je kongruenci mezi celymi ¢isly a je ovérovana
tak, Ze leva strana je pocitana bindrnim umocnovanim, pricemz po kazdém
nasobeni je vysledek zmensovan délenim celym cislem r se zbytkem. Kon-
gruence v bodé 3 je vSak kongruenci mezi polynomy. Je opét ovérovana tak,
ze leva strana je pocitana bindrnim umocnovanim, pritom vsSak po kazdém
nasobeni polynomi je nejprve stupen jejich souc¢inu eliminovan pomoci dé-
leni se zbytkem polynomem z" — 1 (jinymi slovy, koeficient u mocniny z* pro
s > r se presune, tj. pfi¢te ke koeficientu u mocniny z* "), poté se vSechny
koeficienty vzniklého polynomu nahradi svymi zbytky po déleni ¢islem n.

V diikaze spravnosti algoritmu je tfeba ovérit dvé véci:

e  malych® prvocisel r s ,velkym“ prvociselnym délitelem c¢isla r» — 1 je

hodné, a tedy prvni cyklus je ,brzy“ prerusen s ,pomérné malym* r;

e pripadna slozenost ¢isla n se projevi v pritbéhu vypoctu druhého cyklu.
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moznosti této prednasky. Jen pro predstavu o tom, jak je asi dikaz veden,
zde tyto vysledky analytické teorie ¢isel uvadim:

Véta 1. Necht P(n) znaci nejuétsi prvocislo délici prirozené cislo n. Pak
existugi konstanty ¢ > 0 a ngy tak, Ze pro vsechna x > ngy plati
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Véta 2. Necht w(n) znaci pocet prvocisel p < n. Pak pro libovolné n > 1
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V ¢lanku je dokazano, ze ¢asovd naroc¢nost uvedeného algoritmu je radu
O(log™ n-f(loglogn)) pro n&jaky polynom f, je tedy nap¥iklad ¥adu o(log'® n)
a tedy jde opravdu o polynomialni algoritmus.



