Modely s rozlozenymi zpozdénimi |

Modely s rozlozenymi zpozdénimi (téz ,modely rozdélenych zpozdéni“) tvorfi dulezitou
(a dosti rozsahlou) oblast regresnich schémat vyuzivanych v ekonometrii. VSechny se
vyznacuji pfitomnosti zpozdénych proménnych (a to jak vysvétlujicich proménnych,
tak nékdy i vysvétlované proménné) mezi ostatnimi (nezpozdeénymi) veli€¢inami
regresni rovnice. Tyto modely sou¢asné znamenaji zac¢lenéni dynamickych prvk{ do
modell analyzovanych ekonometrickymi metodami.

Lze je klasifikovat nékolika zplsoby, jedno z moznych rozdéleni je toto:

A) modely s konecnou délkou zpozdéni (modely s kone¢nym zpozdénim)
B) modely se zpozdénim o nekonecné délce (modely s nekonecnym
zpozdénim)

S uplatnénim modell rozlozenych zpozdéni se poji dvé zakladni otazky :

a) jaka maximalni délka (hloubka) zpozZdéni je je$té unosna pro zafazeni
veli¢iny s timto zpozdénim do modelu? Je ziejmé, ze pfipusténi zpozdéni o znacné
délce (napf. 10) mluvi ve prospéch obecnosti modelu, na druhé strané muze silné
znesnadnit vypocet parametrl (nejsou-li tyto jinak specifikovany) u zpozdénych
veli¢in (s ohledem jednak na zna¢nou pravdépodobnost vyskytu pfiblizné kolinearity
zpozdénych veli¢in, jednak na malou hodnotu rozdilu T-k, jestlize je poCet pozorovani
relativné maly a pocCet vysvétlujicich proménnych naopak relativné velky) s obtizemi
pfi testovani jejich statistické vyznamnosti.

b) Jaka ,vahova struktura® ma byt pritazena jednotlivym zpozdénym
velicinam? Jen v malo pfipadech je rozumné uvazovat stejnou silu vlivu jednotlivych
zahrnutych zpozdénych vysvétlujicich proménnych (v podstaté jde o rovhomérné
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hloubkou zpozdéni sila vlivu (znaéné) zpozdénych veli€in postupné klesa.

Poznamka | kdyz v principu je model s nekonecnou délkou zpozdéni neprilis
realisticky, muze byt vypocet jeho parametrl (pfi konkrétné specifikované vahové
strukture) snadnéjsi nez komplikovany model s koneéné rozlozenym zpozdénim.

Obecny tvar modelu s konecnou délkou zpozdéni (k) je (pfi absenci konstantniho
¢lenu regresni rovnice)

(1) Y. =BX +BX  +BX ,+BX s+ + B Xt
neboli
K
(1a) Y, :ZﬂjXH. + &, t=12....T
iso

Kazdy z koeficientl g, predstavuje vahu (téZ koeficient reakce) j-t¢ zpozdeéné
velic¢iny na aktualni hodnotu proménné X . O ¢, se predpokladaji obvyklé viastnosti
nahodné slozky linearniho regresniho modelu.



Néktera konkrétni schémata modell s koneénym rozlozenym zpozdénim
1) Model s linearné rozlozenymi zpozdénimi

Predpoklada se, ze vahy w; (oznacene zde f;, nebot jde o regresni koeficienty) u
jednotlivych zpozdénych vysveétlujicich proménnych linearné klesaji od ,nezpozdéné*
veliciny X, (nebo od X,, se zpozdenim 1) k veliciné X,, s maximalnim
pripustnym zpozdénim k. To odpovida predpokladu, ze zpozdéné proménné vykazuji
slabnouci vliv s konstantnimi ubytky.

Poznamka Ne nutné musi byt soucet pfijatych vah roven 1 (normovani na hodnotu
1 |ze ostatné vzdy zajistit), vahy vSak zpravidla budou vSechny kladné.

Znamena to, ze vahovou strukturu Ize popsat nasledovné:
(1.1a) B;=(k+1-j).p j=012..k
(1.1b) B; =0 j>k
Dosazenim do zakladni rovnice 1a) dostaneme vztah
k
(1.2) Y, =B (k+1- )X, ; +& = pZ" +e, t=12,..T

Jj=0

jehoz jediny nezndmy parametr 8 mdze byt snadno odhadnut MNC jako?

\ . z®Py
(1-3) OLS/B = (Zt(k)'-zt(k)) 1Zt(k)'yt = Z j i

Z 7 K?
t
Z ngj pak jiz snadno odvodime odhady pro (nenulova) jednotliva j; jako

a a

(1.4) B;=(k+1-j).p8 Jj=012,.. .k

! Ve skuteénosti viak nejde o ,gisty* odhad MNC, ale o odhad metodou OLS-Al, nebot je vyuZivana



2) Model s dvojlinearné rozlozenymi (stfechovitymi) zpozdénimi

Toto vahové schéma priklada nejvétsi vahu hodnoté proménné s urCitym pevné
zvolenym zpozdenim (napf. x,) , od néhoZ ve sméru do pfitomnosti i do minulosti
vahy linearné klesaji. Pfedpokladame-li , ze g, = B, =0, pak pfi sudém k mazeme
strukturu zpozdéni popsat témito vztahy?

(2.1a) B, =Jp j=012,.. kI2
(2.1b) B, =(k-j).p j=ki2ki(2+1),... k

Dosazenim do zakladniho modelu dostaneme regresni vztah

ki2

(2.2) Yt‘_ﬂzjxt]+18 Z (k- J)Xt]+8t_ﬂzt(k)+gt

j=ki(2+1)
jehoz opét jediny neznamy parametr [ Ize odhadnut metodou OLS stejnym
zpUsobem jako v pfedchozim ptipadé. Velitina Z," je véak definovana odligné jako

ki2

z" zfxt,+ Z (k- )X,

j=k/(2+1)

Odhady puvodnich parametru ,5’]. ziskame analogicky jako u linearniho modelu,
tentokrat prirozené vsak misto 1.4) jako

(2.3a) B =ip j=012,... kiI2

(2.3b) B, =(k-j).5 j=kl/2kl2+1,.. k

dodatecna informace (2A) o vztazich mezi parametry modelu
2 alternativné téz Bi= (+1).p pro j=0,1,2, ..., k/2
Bi= (k-j+1) .p pro j=k/2, k/i2+1,.... , k



3) Polynomicky model Almonové [1965]

je prikladem modelu s koneénymi rozdélenymi zpozdénimi, u kterych je plvodni
(pocetnd) mnozina parametrl prevedena na (poétem skromnéjsi) mnozinu jinych
parametrd, pficemz prislusné transformacni vztahy mezi parametry jsou pfedepsany
maticovym schématem. Plvodni parametry se takto vyjadrfi jako linearni kombinace
parametrd ,novych“ se zapisem

(3.1) ﬂ[k+1,1] =M k1] X

(puvodnich k+1 parametrld s ozna¢enim £, novych r+1 parametrl se znaéenim «,
transformacéni matice M)

Konkrétné se v modelu Almonové predpoklada zavislost polynomialniho tvaru,
vnémz je transformaéni vztah mezi parametry  a « popsan jako mnohoélen
uréitého (nevelkeho) stupné s formalnim zapisem

(3.2a) ,Bj:ao+al.j+a2.j2+a3.j3+....+a,.j’ , Jj=012...k

Vahovy vektor  zde mizeme vyjadrit kompaktnéji maticovym zapisem:

By 1 0 0 ... 0 a,
B 11 1 1 a,
(3.2b) Bl = |1 2 22 ... 2" | e
B 1 k Kk* ... k" a,

PUvodni regresni model tvaru y = X8 +¢ Ize pfi transformaci parametrll g =M.«

prepsat do tvaru y=X.M'Ma +c=Za+¢, takze plvodnich (k+1) vahovych
koeficientll je pfevedeno na mensi pocet (r+1) parametrd. V transformovaném

modelu spoéteme MNC odhad & , nadez vektor vah zpozdé&ni 3 ziskame dosazenim
& do vztahu B=M.é .

Priklad se specifikaci transformace jako polynomu 2.stupné:
_ . )
(3.3) ,Bj =0, ta . jta,.]
Dosazeni do regresniho vahového schématu 1a) vede k vyjadieni

k
- ) (k) (k) (k)
(34a) Y, => (ay+a.j+a,j) X, ;j+& =02, +a,.Z," +a,Z,," +¢,
=0

(3.4b) Z,(k)= ZXH Z,(k)=>jX,; Z,(k)=>jX,;

J=0 j=0 j=0
Aplikujeme-li MNC na tento model, spoéteme odhady koeficient a,,d,, ¢, apo jejich
dosazeni do puvodniho modelu ziskame odhady vychozich vahovych koeficientt ,B]
V pfipadé, ze zvolime maximalni délku zpozdéni napf. k =3, ziskame po upravé
(pfeskupeni proménnych dle prislusnosti ke koeficientdm «,) pro vysvétleni zavisle
promenné rovnici:



Y, =a,(X, + X, , + X, , + X, ;) +o(X,, +2X,,+3X,,)+
+a, (X, , +4X,,+9X,;) + &

Poznamka PoCet r parametri a; je o 1 vétSi neZz stupen polynomu, zatimco
pocet parametrt S, je o 1 vétsi nez volena hodnota maximalniho zpoZzdéni k.

K tomu, abychom pocet parametrl jesté pripadné dale omezili, mizeme vyuzit
,okrajovych* podminek £, = f,., =0, coz vede k relacim:

(3.5a) O=ay)—o+a, j=-1
(3.5b) 0=c, +a,(k+1)+a,(k+1) j=k+1

Z nich dostaneme (v zavislosti na «,, které musi byt zaporne ) :

(3.6) o, =-a,(k+1), o =-a,k

Po substituci za «,, ; 1ze takto konkretizovany model psat jako

k
(3.7) Y,=a,Z" +¢, kde z" = (" -k-k-1X,
j=0

Oba predchozi vztahy jsou rovhocenné zapisu

k
Y, =Y a(~(k+1)-kj+ )X, +e&
j=0

Pro nas konkreétni pfipad k =3 dostaneme: o, =-3.a,,q,=-4.,
k 3

Vyraz > (j*-k(j+1)-1) jepro k=3 roven > (j’-3j-4), pfitemz koeficienty
j=0 j=0

u jednotlivych zpozdénych proménnych jsou tyto

Y, =—4c, X, -6, X, , -6, X, ,-4c,.X, ,+¢&,  (pfizapornéem «,)

resp. Y, =20, (2X, +3.X, , +3.X,,+2.X,,)+ ¢

Odhady parametrl ziskané timto postupem jsou vydatnéj§i nez odhady ziskané
pfimo metodou OLS. Nevyhodou postupu je, ze zpravidla nemame voditka po uréeni
maximalni délky zpozdéni. Doporucuje se pouzit pro zvoleny polynom nizkého fadu
(max.3-4) ruzné délky max. zpozdéni a vybrat tu, u které je hodnota korigovaného
R’ nejvétsi. Urceni stupné polynomu je nicméné obvykle subjektivni zalezitosti.

PFi ur¢eni maximalni délky zpozdéni bude hrat roli mj. téz povaha vzorku ¢asovych

fad — u Ctvrtletnich ¢i mésicnich bude mit maximalni zpozdéni vétsi hodnotu nez
v pfipadé odhadu modelu z ro¢nich ¢asovych Fad.



4) Koyckuv model - Koyckova transformace

je (naopak) prikladem modelu s rozlozenym zpozdénim o nekonecné délce. Ma-li byt
zachovana moznost statisticky odhadnout parametry takovychto modell, musi byt
dano néjaké pravidlo o souvislostech mezi nimi. V pfipadé modelu navrzeného
Koyckem klesaji vahy u jednotlivych vysvétlujicich zpozdénych proménnych podle
schématu popsaného geometrickou posloupnosti.

ZapiSeme-li rovnici modelu s nekonecne rozlozenym zpozdénim ve tvaru
(4.1a) Y, =B X+ BXe s+ By X s + B X s+ B X +&,
neboli ve zkraceném zapisu

(4.1b) Y =S BX, e,
=0

je ihned patrné, ze takto obecné vyjadieny model nelze prakticky pouzit (nelze
odhadnout nekoneény pocet parametrl). Dle Koyckem navrzené konkretizace
pfijimaji parametry tuto apriorni vahovou strukturu:

(4.2a) B=bw; j=012,...
vahy/koeficienty w; jsou prvky geometrické posloupnosti

(4.2b) w=(1-q9)q’ 0<g<l
ktera je pro danou hodnotu kvocientu q klesajici.

Timto zpUsobem Ize prevést pluvodné nekoneény pocet parametrl pouze na dva
parametry b,q , pfiCemz v kone¢né podobeé model nabude tvar

(4.3a) Y.—qY,, =b(1-q9) X, +(& —q¢&, )

ktery |ze upravit na tvar

(4.3b) Y,=qY,, +b(1-q9)X, +v,

ktery je nazyvan

autoregresnim tvarem Koyckova modelu (nekone¢ného) rozlozeného zpozdéni.
Vsimnéme si zde zejména dvou VEci:

a) do modelu se na pravou stranu dostala (jedina) zpozdéna zavisle proménna
(se zpozdenim o 1 krok) Y, ,.

b) nahodné slozky modelu v,=¢,—-qe¢,, jiz (bohuzel) nebudou vzaemné

nekorelované, a to ani tehdy ne, jestlize byla predpokladana nekorelovanost
pUvodnich nahodnych slozek ¢,. PFi€inou toho je skute€nost, ze ,nova“ vysvétlujici

proménna Y, , neni nekorelovana s nahodnymi slozkami v,. Plati totiz vztahy:

(44) E[Yt—l(gt —q&., )] = E[gt—l(gt —Q&, ] = E[gt—l'gt] - E[gt—l'(q'gt—l')] =-qo’

kdeo® je rozptyl ndhodnych slozeke, (stejny pro véechna t). Oproti klasickému
linearnimu regresnimu modelu tedy zde zfejmé nejsou splnény dva predpoklady:



- vysvétlujici proménna Y, , neni nekorelovana s nahodnou slozkou v, .
- vysvétlujici proménna Y, , neni nestochasticka (jeji soucasti je nahodna
slozka ¢, ,), coz je hned vidéet, zapiSeme-li model se zpozdénim o 1 krok.

Model (4.3b) je regresni model se dvéma regresory a bez uroviiové konstanty, ktery vsSak
postrada zakladni vlastnost LRM: nekorelovanost nahodnych slozek s vysvétlujicimi
proménnymi, takze odhad parametrii provedeny metodou OLS nebude konzistentni.

Pokud bychom (ony dva) parametry takto odhadovali, dostaneme regresi hodnoty parametrii ¢,
F=b(1-q); b pakodtud dopoéteme jako podil b=7/(1—g) .

Z uvedenych dUvodld nemohou mit odhady parametrl (provedené obycejnou
metodou nejmensich ¢tvercll) uspokojivé vlastnosti, nemusi byt dokonce ani
konzistentni. Literatura uvadi pro tuto a podobné situace nékteré specialni odhadové
postupy (vedouci ke konzistentnim, pfipadné i vydatnym odhadim parametr().
Predpoklady o chovani nahodnych slozek podmiriujici nasazeni téchto postupu jsou
vSak obvykle malo realisticke .

S ohledem na vlastnosti geometrického rozdéleni pfijatého v Koyckové modelu Cini
primeérna délka zpozdéni a rozptyl hodnotu

(4.53) Ex--9_ 4.5b) pX =9
1-q (1-q)

Pfigq=1/3 bude EX =1/3:2/3=1/2

Plig=1/2 bude EX =1/2:1/2=1

Pfiq=2/3 bude EX =2/3:1/3=2

Interpretacné to znamena, ze agregovany uc€inek vSech v modelu uvazovanych
zpozdénych vysvétlujicich veli€in (jichz je nekonecné mnoho) se projevi zhruba
stejné jako jedina zpozdeéna vysvétlujici promeénna, ktera bude mit zpozdéni 0,5 roku
resp. 1 rok, resp. 2 roky.

Odvozeni vztahu (4.3):
ZapiSeme model (4.1a) konkretizacemi vah (4.2a) (4.2b)

(4.6) I,t = bo(wOXt + w]Xt—] + W2Xt_2 + W3Xt_3 +..t kat—k o) +&; resp.
Y, =b.(1-q)q" X, + @' X + @’ X, 5+ X, 5+ 4" X )+,
pro soucasnou a bezprostiedné minulou hodnotu zavisle proménné:
I,t—] = b.(]—q)(qut_] +q]Xt_2 +q2Xt_3 +q3Xt—4 +....+qut_k_] +“““““)+gt—] Na
Na levé strané vyjadfime ,,zobecnénou diferenci“ zavisle proménné

2 2
Y —qY, ;= b-(l_q)[Xt 4 Xy 4 X X " Xyt } +Ef —q-E4—
pfiCemz se na pravé strané ¢leny se stejnymi zpozdénymi hodnotami proménné X vzajemné
vyrusi, ziistane pouze nezpozdény ¢len X, . Pfevodem €lenu ¢.Y;_; napravo dostaneme

(4.3b) Y,=qY, +b(1-q)X,+v, kde v, =g, —q.¢&,_,



