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Úvodem

• Dnes: Důležitá otázka bez Planckovy konstanty
• Přímé pozorování moleklárního chaosu
•Jedna třetina toho Einsteinova zázračného roku
• Odvoláme se na kinetickou teorii ideálního plynu a 
zobecníme trochu
• Ne jen rovnovážné vlastnosti, ale také jejich 
fluktuace a stochastická dynamika
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Makrosvět, mesosovět, mikrosvět
Na přelomu 19. a 20 století bylo ještě běžné

mluvit o „atomové hypotéze“
Atomy a molekuly platily za nepozorovatelné.
Teprve začátkem 20. století bylo toto cliché

prolomeno několika experimenty s 
mesoskopickými objekty.

Ty vedly k Nobelovým cenám.
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Prostředník -- mesoskopický objekt
Základní myšlenka:

prostředník -- mesoskopický objekt může zároveň vykazovat 
• některé vlastnosti společné s makrosvětem, být pozorován a ovlivňován
• některé vlastnosti společné s mikrosvětem, na které tím dosáhneme

MY       makrosvět prostředník mikrosvět
Dva případy použití

1. R. Millikan měřil elementární náboj na kapičkách oleje vzášejících se ve 
vzduchu. Elektrická síla a gravitační síla na kapičku byly srovnatelné

2. J. Perrin měřil Avogadrovu konstantu: pozoroval koloidní suspense. 
Koloidní částice byly viditelné mikroskopem, ale podléhaly  vlivu 
molekulárního chaosu.
• Barometrická formule
• Brownův pohyb 2D
Myšlenka byla ale Einsteinova       

m makroe   ikro    E mg�
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Barometrická formule
Klíčová myšlenka: částice koloidu jsou dost malé na to, aby v tepelné rovnováze s 
matečnou kapalinou tvořily „plyn“ (… malá koncentrace) a řídíly se Boltzmannovým
rozdělením pro plyny ve vnějším poli

Pro koloidní částice (gumiguty) v kapalině a poli tíže
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Brownův pohyb
Známé obrázky pocházejí také až od Perrina

Polohy částic 
zaznamenány vždy po 

30 sec.
Spojnice jsou jen vodítko 

pro oko
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Robert Brown (1773 – 1858)



23.2.2006 II. Tepelné fluktuace 8



23.2.2006 II. Tepelné fluktuace 9



23.2.2006 II. Tepelné fluktuace 10



23.2.2006 II. Tepelné fluktuace 11

Einsteinův rok: od Boltzmanna k Einsteinovi

Ann. Phys.
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Einsteinův rok: od Boltzmanna k Einsteinovi
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Einsteinův rok: od Boltzmanna k Einsteinovi

Ann. Phys.

1896
• molekulární chaos i        
v ideálním plynu
• teplota ~ kinet. energie  
molekul

• nevratnost … růst 
entropie
PROBLÉMY
• Umkehreinwand

Loschmidt• Wiederkehreinwand
Zermelo Poincaré• Neuvážil Brownův pohyb
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K obsahu Einsteinovy práce
! Souběžně velmi podobná práce Mariana Smoluchowskiho
Postup A.E. je "polofenomenologický "
Výsledky
1. Odvozen molekulárně-kinetický vzorec pro koloidní osmotický tlak (…"nezajímavé")
2. Formule pro difusní konstantu … Einsteinův vztah
3. Formule pro evoluci Brownovy částice
4. Navržen nový způsob stanovení Avogadrovy konstanty     … dnes úloha do praktika

K Einsteinovu vztahu
Odvození 1. rovnováha objemových a povrchových sil makroskop. část

2. rovnováha toků Poiseuillův vs. difusní mesoskopická část
síla A

rη
ν
⋅= V

N
N
RTp

A

stavová rovnice koloidu
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3 . u za vře n o  za p o čte n ím  m o l e ku l. ch a o su
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Tři interpretace:
Most mezi rovnovážnými fluktuacemi a odezvou na vnější sílu ( fluktuačně – disipační teorém )
Most mezi makro a mikrosvětem prostřednictvím Avogadrovy konstanty
Most mezi třením a stochastickými silami  … později 

rN
RTD

πη6
1

A
=

kB

difusní konstanta

dynamická viskosita
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pohyblivost
BD k T B= ⋅
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RD T B
N

= ⋅

plynová konst. -- ZNÁMA
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Formule pro evoluci Brownovy částice
Difusní rovnice

t Dν ∆ν∂ =

0t = t2 2x Dt=

Odplouvání Brownovy částice od výchozí polohy
interpretováno jako difuse

Perrin se spolupracovníky provedl opětovaná měření a z nich 
vypočetl difusní konstantu. Pomocí Einsteinovy formule určil

23 1
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Obecnější pohled na termické fluktuace
Termické fluktuace jsou universální. 

Má proto smysl podívat se na ně z obecného hlediska.

Začneme Kapplerovým pokusem. 
Ten začal éru studia vlivu termických fluktuaci na 

přesnost mechanismů a měřicích přístrojů.

Obecný nástroj při této práci je ekvipartiční zákon.
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zrcátko 
galvanometru

zvětšení pohybů
ekvipartiční

zákon

chyba 1%

První přesné stanovení Avogadrovy konstanty
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Systematický popis termických fluktuací
termické fluktuace     ||     kvantové fluktuace

současnost
š u m
n o i s

e

MAKROSKOPICKÁ APARATURA

S
T termostat makroskopický " nekonečný "       .  . 

mnoho nezávislých vnitřních stupňů volnosti
systém  mesoskopický
interakce T -- S

HH
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+≈

++=
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STSTTOT

měřicí
blok
není

součástí
systému

?ST
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+=∑

U
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UHH α

×
"silné slabé" ↔ molekulární chaos

mikroskopické globální
stupně volnosti
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Tři příklady mesoskopických systémů
globální stupně volnosti

• translační mohou být exaktně odděleny od vnitřních SV
• rotační

1) Brownova částice        volný translační (+ volný rotační) pohyb

2) pérové váhy                mezipřípad: translační pohyb s vratnou silou

3) Kapplerovo zrcátko     těžiště pevné, rotace okolo osy s vratnou silou

rotace+=
m

H
2

2p

2
2
1

2

2
Axm

pH +=

2
2
1

2

2
ϕA

I
LH +=



23.2.2006 II. Tepelné fluktuace 27

Tři příklady mesoskopických systémů
globální stupně volnosti

• translační mohou být exaktně odděleny od vnitřních SV
• rotační

1) Brownova částice        volný translační (+ volný rotační) pohyb

2) pérové váhy                mezipřípad: translační pohyb s vratnou silou

3) Kapplerovo zrcátko     těžiště pevné, rotace okolo osy s vratnou silou

rotace+=
m

H
2

2p

2
2
1

2

2
Axm

pH +=

2
2
1

2

2
ϕA

I
LH +=

s hamiltoniánem kvadratickým v globálních  
kanonických proměnných
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Termostat
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obecný tvar hamiltoniánu
pro (téměř) ideální plyn

srážky vedou k chaotisaci
podmínky pro dobrý termostat                   

z ideálního plynu 

v
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vv
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l

doba chaotisace (srážková doba)
doba termalisace (relaxační doba)
hydrodynamická doba

TERMOSTAT:
definuje a fixuje teplotu
je robustní, nedá se vychýlit
je rychlý při návratu do 
rovnováhy
Boltzmann měl správnou intuici 
o molekulárním chaosu,
ale ve své době byl ojedinělý se 
svým názorem
… kapituloval jen chvíli před 

vítězstvím svých idejí
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Termostat v rovnováze
Chování termostatu v rovnováze …

distribuční funkce pro každý stupeň volnosti zvlášť

je to hustota pravděpodobnosti, tedy                                  
má význam pravděpodobnosti. Speciální případ je           
barometrická formule zobecňující Boltzmannovo rozdělení

Jestliže potenciál popisuje stěny, pak také vede k chaotisaci
tzv. biliárovým efektem a bude vypuštěn.
Prostřednictvím skrytých chaotisačních interakcí se 
termický chaos přenese z T i na dynamický systém S.

TkqpHqpf B/1)),,(exp(),( =⋅−∝ ββ αα

qpqpf ΩΩα dd),(

))(exp()exp(),( 2
2 qVqpf
m αα ββ α

C⋅−⋅⋅−∝
p

)),(exp(),( qpHqpf ⋅−∝ β



23.2.2006 II. Tepelné fluktuace 30

Dynamický systém v rovnováze s termostatem
Naše malé systémy si můžeme myslet jako  "N + 1" molekulu, trochu sice 
větší, ale jinak zapadající do Boltzmannovy konstrukce kinetické teorie
Předpokládáme totiž

Škrtnutý člen vyvolá nevratnou dynamiku. Jsou dvě cesty:
• Počítáme střední hodnoty s rozdělovací funkcí

Tímto vnucením rovnováhy jsme rovnocenně dosáhli nevratnosti.
• Začneme dynamické výpočty pro systém S pod dynamickým vlivem T. To 
je možné např. za použití Langevinovy rovnice ( … Příště)

STTTOT UHHH ++=∑ α ×
"N + 1" molekul

)),(exp(),( qpHqpf ⋅−∝ β
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Ekvipartiční teorém
Ekvipartiční teorém
je obecně platný za následujících předpokladů:
• Systém je klasický ( fatálně důležité … viz Planckova funkce)
• Uvažovaný stupeň volnosti (p nebo q) vystupuje v celkovém hamiltoniánu
jen jako aditivní kvadratická funkce, typicky 
Pak
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⋅−⋅⋅
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∫

β
β

Tento výsledek pokrývá mimo jiné Kapplerovský výpočet. Na kinetické
energii vůbec nezáleží, ani na rozdílném dynamickém chování pro různé
podmínky (tlak vzduchu v "termostatu")


