
Zadania:

1. Nájdite rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkcie f(x, y) = ln(7y2 − 3x) v bode

[2, 1, 0].

2. Rozhodnite, £i výraz (3x2 + y2)dx + (2xy)dy + dz je diferenciálom nejakej funkcie a v

prípade, ºe áno, ur£te túto funkciu.

3. Ur£te Taylorov polynóm 6. stup¬a so stredom v [0, 0] pre funkciu f(x, y) = ex2
y2.

4. Nájdite maximum funkcie f(x, y) = x2−xy+y2 na4ABC : x−y ≤ 1, x ≥ −1, x+y ≤ 1.

5. Ur£te rovnicu doty£nice v bode [1, 1] ku krivke ur£enej rovnicou x3y − y3x = 0 a

rozhodnite, £i krivka leºí v okolí tohoto bodu pod alebo nad doty£nicou.

Rie²enia:

1. fx = −3
7y2−3x

= −3, fy = 14y
7y2−3x

= 14, rovnica roviny je z = −3x + 14y − 8.

2. Rozhodneme tak, ºe overíme, £i platí fxy = fyx, fxz = fzx, fzy = fyz. Máme

fx = 3x2 + y2, fy = 2xy, fz = 1 a vyjde nám, ºe áno.

Ur£íme teda funkciu. fx(x, y, z) = 3x2 + y2 ⇒ f(x, y, z) = x3 + xy2 + c(y, z). Z

toho máme fy(x, y, z) = 2xy + cy(y, z) = 2xy ⇒ cy(y, z) = 0 ⇒ c(y, z) = k(z) a

f(x, y, z) = x3 + xy2 + k(z). Z toho máme fz(x, y, z) = k′(z) = 1 ⇒ k(z) = z + k1 a

výsledná funkcia je f(x, y, z) = x3 + xy2 + z + k1.

3. Vieme, ºe TP funkcie ex so stredom v [0, 0] je 1 + x + 1
2
x2 + 1

3!
x3 + · · ·, a teda TP

funkcie ex2
je 1 + x2 + 1

2
x4 + 1

3!
x6 + · · ·. Z toho f(x, y) = ex2

y2 = y2 + x2y2 + 1
2
x4y2 + · · ·.

4. Najskôr zistíme body, kde má funkcia nulové derivácie: fx(x, y) = 2x − y = 0

a fy(x, y) = −x + 2y = 0, je to len v bode [0, 0]. Ostatné extrémy sú teda na hranici

mnoºiny.

Zistíme body, v ktorých sa nejaká vrstevnica dotýka hranice. Vrstevnice sú dané rovni-

cou x2 − xy + y2 − c = 0. Z toho spo£ítame derivácie (ako pri implicitnej funkcii):

y′ = − 2x−y
−x+2y

a x′ = −−x+2y
2x−y

. Hranicu tvoria tri úse£ky:

1. y = x − 1: ⇒ y′ = 1 a teda − 2x−y
−x+2y

= 1 ⇒ 2x− y = x− 2y ⇒ x = −y.

To spolu s pôvodnou rovnicou, y = x− 1, dáva bod [1
2
,−1

2
].

2. x = −1: ⇒ x′ = 0 a teda −−x+2y
2x−y

= 0 ⇒ x = 2y. To spolu s pôvodnou

rovnicou, x = −1, dáva bod [−1,−1
2
].

3. y = 1−x: ⇒ y′ = −1 a teda − 2x−y
−x+2y

= −1 ⇒ 2x− y = −x + 2y ⇒ x = y.

To spolu s pôvodnou rovnicou, y = 1− x, dáva bod [1
2
, 1

2
].

Okrem toho môºe by´ extrém aj v niektorom z vrcholov trojuholníka, t.j. bodoch

[−1,−2], [−1, 2], [1, 0]. Teraz zistíme, v ktorom z týchto bodov nadobúda funkcia f na-



jvä£²iu hodnotu: f(0, 0) = 0, f(1
2
,−1

2
) = 3

4
, f(−1,−1

2
) = 3

4
, f(1

2
, 1

2
) = 1

4
, f(−1,−2) = 3,

f(−1, 2) = 7, f(1, 0) = 1. Takºe maximum je 7.

5. Spo£ítame deriváciu y′ = − 3x2y−y3

x3−3y2x
= 1. Rovnica doty£nice v bode [1, 1] je teda

y = x. Druhá derivácia vyjde nulová. Ke¤ skúsime upravi´ rovnicu x3y − y3x = 0 zo

zadania, dostaneme: xy(x2 − y2) = 0. Z toho x = 0 alebo y = 0 alebo x = y alebo

x = −y. �iºe na²a krivka sú vlastne ²tyri priamky:
�@
@� Preto nemôºe leºa´ ani pod, ani

nad nájdenou doty£nicou. (Doty£nica ku priamke je samotná priamka.)


