
Ur£te viazané extrémy funkcie f

1. f(x, y) = xy na mnoºine zadanej rovnicou x2 + y2 − 1 = 0.

2. f(x, y, z) = xyz na mnoºine zadanej rovnicami x+ y + z− 5 = 0 a xy + yz + zx− 8 = 0.

3. f(x, y, z) = x− 2y + z na mnoºine zadanej rovnicou x2 + y2 + z2 − 1 = 0.

Rie²enia:

V²eobecne, ak h©adáme extrémy funkcie f(x, y) na mnoºine zadanej rovnicou g(x, y) = 0,

de�nujeme funkciu L(x, y, λ) := f(x, y) + λg(x, y) a rie²ime sústavu rovníc

∂L(x, y, λ)

∂x
= 0,

∂L(x, y, λ)

∂y
= 0, g(x, y) = 0.

♣1. Máme L(x, y, λ) := xy + λ(x2 + y2 − 1) a rie²ime sústavu rovníc

∂L(x, y, λ)

∂x
= y + 2λx = 0,

∂L(x, y, λ)

∂y
= x + 2λy = 0, x2 + y2 = 1.
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Hodnoty funkcie f v týchto bodoch sú f(x1, y1) = f(x2, y2) = 1
2
(maximum), f(x3, y3) =

f(x4, y4) = −1
2

(minimum).

♣2. Máme L(x, y, z, λ1, λ2) := xyz + λ1(x + y + z− 5) + λ2(xy + yz + zx− 8) a rie²ime

sústavu rovníc

∂L(x, y, z, λ1, λ2)

∂x
= yz + λ1 + λ2(y + z) = 0,

∂L(x, y, λ1, λ2)

∂y
= xz + λ1 + λ2(x + z) = 0,

∂L(x, y, λ1, λ2)

∂z
= xy + λ1 + λ2(x + y) = 0, x + y + z = 5, xy + yz + zx = 8.

Od£ítaním prvej rovnice od druhej, druhej od tretej a tretej od prvej dostaneme tri nové

rovnice: (x − y)(λ2 + z) = 0, (y − z)(λ2 + x) = 0, (z − x)(λ2 + y) = 0. Z toho x = y

alebo y = z alebo z = x.

Ak x = y, potom zo ²tvrtej a piatej rovnice dostaneme 2x + z = 5 a x2 + 2x(5− 2x) = 8,

rie²enia sú teda (x1, y1, z1) = (2, 2, 1) a (x2, y2, z2) = (4
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3
).

Zo symetrie potom ¤al²ie rie²enia sú (x3, y3, z3) = (1, 2, 2), (x4, y4, z4) = (7
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3
), (x5, y5, z5) =

(2, 1, 2) a (x6, y6, z6) = (4
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, 7
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3
).

Hodnoty funkcie f v týchto bodoch sú f(x1, y1, z1) = f(x3, y3, z3) = f(x5, y5, z5) = 4

(minimum), f(x2, y2, z2) = f(x4, y4, z4) = f(x6, y6, z6) = 112
27

= 4 4
27

(maximum).

♣3. Máme L(x, y, z, λ) := x− 2y + z + λ(x2 + y2 + z2 − 1) a rie²ime sústavu rovníc

∂L(x, y, z, λ)

∂x
= 1 + 2λx = 0,

∂L(x, y, z, λ)

∂y
= −2 + 2λy = 0,

∂L(x, y, z, λ)

∂z
= 1 + 2λz = 0, x2 + y2 + z2 = 1.
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Hodnoty funkcie f v týchto bodoch sú f(x1, y1, z1) = −3 (minimum) a f(x2, y2, z2) = 3

(maximum).


