Jar 2007

F2070 Elektrina a magnetismus

Podmienky absolvovania cvi€enia:

= 6 spravne vyrieSenych domacich uloh

= min 2 body zo 4 bodovej pisomky

Kontakt:

Jozef Rahel, tel. 54949 6747

rahel@mail.muni.cz

Studijné materialy:

http://www.dep.fmph.uniba.sk/mambo/index.php?option=com_content&task=view&id
=78&ltemid=27

http://aquila.physics.muni.cz/~zbona/tirpak/

http://www.sci.muni.cz/~trunec/elmag/elektrina.html

Priklady z cvi¢enia:

http://is.muni.cz/el/1431/jaro2007/F2070/um/3208971/



Skalarne pole
,.Cisla“ rozloZené v priestore, napr. lokdlna teplota, lokélna hustota naboja, lokdlna merna
hmotnost’ (hustota)

u= u(xl,xz,x3)= u(f)
Vektorové pole

,.Sipky““(vektory) rozloZené v priestore, pricom kazd4 ,,$ipka“ m4 vlastny smer aj velkost.
Priklady: Intenzita elektrického alebo magnetického pol’a, rychlosti v pridiacej kvapaline...

a=a(r) = (a,(F), a, (F), a,(F)) = a, ()€, +a, (F)E, +a, (F)e,

Priklad jenorozmerného vektorového pol’a:
a=at)=(q,2), a,(t), a;(1)) = a,(1)&, + a, (1)e, + a,(1)&,

Scitanie a odditanie vektorov

v

Skalarny siaéin dvoch vektorov:

a-b=ab, +a,b, +a,b, =skalar (&slo)

Vektorovy siéin dvoch vektorov

e € &
axb=detla, a, a,|=(ab,—ab,)é,+(ab,—ab, )6, +(ab,—a,b, )é, = vektor
bl b2 b3

Derivovanie vektorovych funkcii

4 +pre)=da db dC

dt dt dt dt

% (pa)= cjl—tﬁ + (p% (¢ —skalarna funkcia r)
4 (G5)=5 .5

dt dt dt

i(ﬁxa)zﬁxf)ﬂixﬁ

dt dt dt

i”[ (t)]= da_dg (retazové pravidlo)

a =
dt do dt

ﬁ di 1’ d K d'a
a(

Taylorov rozvoj vektorovych funkeii: S+t -
de 2 dt n! dt




Sdradnicové sdstavy (najpouzivanejsie)

Kartézidnska (pravouhld) Cylindrickd Sférickd
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Prevody cylindricka-kartezidnska

(1,0.2) — (2,9, 2) (x.y,72) — (r.0.2)
(OOI‘dlIldteb
x =rcosd Va2 + 42
arctan— r>0, y>0
y=rsind 7r+a1rctanfZ <0
27r+arctan— r>0, y<0
z==z z=z

Unit vectors
1=cosle, —sinfey
j=sinfde, +cosbey
k=e.

e, =cosfi+sindj
€y =—sindi+ cosd]
e, =k

Prevody sféricka -kartezidnska

(T,0,¢)—> (a:,y.,z) (a:,y,z)—> (7’,0,¢)
Coordinates
x=rsinfcos o r= /a2 +y?+ 2
arctan@ z2>0
Yy = rsindsin ¢ =14 % 2=0
7r+arctan@., 2<0
arctan . >0 y2>0
z=rcosd ¢=9 mtarctan?, <0
2r +arctan?, x>0, y <0

Unit vectors

1=sinfdcosg e, + coscospey —sing e,
J=sinfsin¢ e, + cosfsind ey + cosd ey
k=cosfe. —sinfeg

e, =sinfcospil+sinfsingj+ cosdk
eg =cosfcospl+ cosfsingj—sindk
es = —s8nP1+cosdj




Polohovy vektor r

V kartezianskej sustave :

r=x€, + y€, +z€,

V cylindrickej sustave:

r=ré, +z€,

Vo sférickej sastave:
r=re,

Prevodova tabul’ka

pricom pre vel'kost plati:

pricom pre vel'kost plati:

pri¢om pre vel'kost plati:

[fl=yx +y2 427
|F|=\/r2+z2

el =r

| Kartesische Koordinaten

Zylinderkoordinaten

Kugelkoordinaten

|

vV = V,ex + V,€, + V.6,

L;e; + 1’;3;: + V.,

Veer + Vagy + Voey

v,

= Vycosip — Vysing

= Vsindcosy + Vycosd cosey

— Vpsine
v, = V,sing + V, cosp =V.sindsing + Vycosdsing
+ V, cos
. Vv =V, = V. cosd — Vysind
| Vacoso + Vysing =V, = V;sind + Vj cos?
—Vesing + Vycosp =V, =¥
v, =V, =V, cos¥ — Vysind
Vesindcos g + Vysindsing 4+ Vycosd | = V,sind + V, cos v =V
Vo cosdeos o + Vycosdsing — Vysing | = V,cosd — V; sin %, =V
LRl ccsip Sl ik

Derivovanie poli v kartezianskych siradniciach

Hamiltonov (nabla) operator

GRADIENT
Skalarne pole:

gradf(azvf(x,y,z):(

- d_. Jd_. 0J.
V=—¢ +—¢ +—¢€_=
ox ' dy ' oz
o of o
ox dy 0z

Vyrobi zo skaldrneho pola f(r) vektorové pole. Uddva smer a velkost’ najvacsej

zmeny v skaldrnom poli.

Vektorové pole:




avV, dV, dV

ox dy 0z
_ - avV, dV, a9V
dV(r)=VVix,y,z)= > > >
V()= WV ey c)=| 52 T
av. dV, JV,
ox dy 0z
DIVERGENCIA
L. oF
divF=v.F =2 20 OF

+
ox dy 0z

Udava ,,zriedlovost™ vektorového pola.

ROTACIA
§, & &
rotF=Oxo|d O 9|_(9F. _9F OF OF OF, JF
dx dy 0z dy 0dz dz Ox OJx Oy
X Fy Fz

b113

Udava ,,virovost™ vektorového pola.

LAPLACIAN
A=V.V=V?
’U 9*U 90U
AU(x,y,z)= + +
(o y.2)=73 oy’ | 09z

Operator nabla v réznych siradnicovych systémoch

Kartezianske v:éxi+éyi+ézi: i’i,i
ox dy “dz \odx dy oz
Cylindrické voedig 19 6 O
or ro@ oz
Sférické V=g, 91, %46 L 9
or rdé rsin@ 0@



Diferencidlne vektorové operatory v kartezianskych, cylindrickych a sférickych

siradniciach
Kartesische Koordinaten | Zylinderkoordinaten Kugelkoordinaten
d§ = dif | exde + eydy + €,dz e,dp + €,pdyp + €,dz éxdr + Eyrdd + €, sinddyp
l-adU e“'%_{_e—'a_U_i_é’a_U ﬂ@_’_e"la_({q_i_-‘a__tf _,8U+ 18U+_, J___?E
8 9z oy o, v op %00 T B, o T 58 T i 00
-~ | 9V, 8V 6‘V 10 19V, oV, |10 T @ e
d. Yy z - E it S S el = I_.f_: ,ﬁ
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Loy,
rsind dg
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t —;{ z ] _;7
i 5 (ay 0z ) & (p dp Oz ) o sind [aﬁ(v S dy
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. [0V, OV, (10 19V, ok [ O oV,
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Priklady:

Uloha &. 1
Ukazte, Ze jednotkové vektory v cylindrickej suradnicovej sustave tvoria ortonormalny
systém.

Uloha ¢&. 2

Jednotkové vektory v kartezidnskom sdiradnicovom systéme sa nemenia v zavislosti od
pozicie. To ale neplati pre krivocCiare stiradnicové systémy. Pre cylindricky stradnicovy
systém urcite, Comu sa rovnaji derivacie jednotlivych jednotkovych vektorov podl'a kazdej
z priestorovych suradnic.

Uloha &. 3
Uk4zte rozkladom na jednotlivé parcidlne derivécie, Ze v cylindrickom stiradnicovom systéme
plati nasledujica identita:

div(fii) = f div(ii)+ - grad f
pricom f oznacuje skaldrne pole a u vektorové pole.

Uloha ¢&. 4 Tirpdk, Uloha 6, str.104
Dana je vektorovd funkcia so zlozZkami v pravouhlych stradniciach E\=Ky, E,=Kx, E.=0,
K=konst.
a) Vypocitajte divergenciu a roticiu tejto funkcie a rozhodnite, ¢i mdze predstavovat’
redlne elektrostatické pole.
b) Vypocitajte drahovy integrél J-Edl medzi bodmi (0;0) a (1;1) po niekol’kych
jednoduchych drdhach. Zavisi hodnota integralu od vol'by drahy?
¢) Néjdite potencidlovu funkciu k danému vektorovému polu

Domaca uloha ¢.1

S vyuzitim predpisu pre div a grad v kartézskom stradnicovom systéme zistite,
C1 pre tento suradnicovy systém plati rovnaka identita ako v tlohe €.3. Pouzite
rozklad na jednotlivé parcidlne derivécie.




Vinvi=u-VIv+ (v Viu+uxiVEv +vxiVxul
Veiful = [Veoutu-vS

Vewxv) = viaVxul —u-(VXv)

Ve¥xu =0

Vxiful= fVxu+ Vixu

Vvl =uV-vy = vV-u+ (v-Viu—-(u-Viv
Vx(Vxu = ViV-u) — V*u

VxI(VFl =10

Viu-ul = 2(u-Viu + 2uxiVxu

Vi) = [V + gV + 2V )Yy

VAN = Vgl =0

VeAfVg—gVFl = [V — gVif

Table 1.5. Uscful sdentitics mvalvang the mabla operator; [ and g are scolar ficlds,
and W el v oane vector fickds, P is assumad thed all the partaad derreadiocs snoalved
G COTHETUOUS,



