NEEUKLIDOVSKE GEOMETRIE

JARO 2007

Uvop

Prvni otazka zni: Co je euklidovskd geometrie? Odtud pak vime, co neni eukli-
dovské geometrie a mizeme domyslet, co asi je neeuklidovskd geometrie .........

Zavérem téchto ivah byla vSeobecna shoda, Ze neeuklidovska geometrie je skoro
euklidovska geometrie, akorat je néjak modifikovin pozadavek rovnobéznosti. V
kazdém pfipadé zlistava moznost méfeni vzdalenosti a uhli. Je zajimavé, ze Eu-
klidiv axiomaticky systém vyluéuje moznost ,7Zadné rovnobézka®, viz 1.2. (Jesté
zajimavéjsi je stopovat divody tohoto pozorovani...) Modifikaci pozadavku rov-
nobéznosti v tomto ramci dostavame pravé Lobacdevského neboli hyperbolickou ge-
ometrii, jak je to pfedstaveno v kapitole 2. Eliptickd geometrie je studovana o dost
méné zevrubné v 3.

Prvni dvé a ¢ast tieti kapitoly piedstavuji jakysi elemantdrni pfistup a nevy-
zaduji zadné specialni pfedbézné znalosti. Ve zbylém textu potfebujeme linearni
algebru vcetné kvadratickych forem. ..

1. ZAKLADY EUKLIDOVSKE GEOMETRIE

1.1. Euklidovy zaklady.
— nékteré definice, zejména definice pravého tihlu a rovnobéZnosti:
D10 kdyz pfimka na pfimce postavend tvofi vedlejsi Gthly sobé rovné, kazdy z
téchto rovnych thla se zove pravgm, . ..

D23 rovnobéZky jsou ptimky, které jsouce v téze roviné a do nekonecna na obé
strany prodlouZeny, nesetkaji se v Zzddném sméru
— postulaty:
(I) aby kazdé dva body slo spojit primkou,

) aby kaZdou pFimku slo neomezené prodlouZit na obé strany,

) aby z kaZdého bodu pro kaZdy polomer sla sestrojit kruznice. . .,
(IV) aby vsechny pravé dhly byly stejné,

) aby kdyZ pFimka protinajici dvé jiné pFimky tvori vnitini dhly na jedné
strané menst neZ dva pravé, pak tyto dvé primky jsouce prodlouZeny do
nekonecna setkaji se na té strane, kde jsou thly mensi dvou pravych.

— axiomy vyslovené a nevyslovené. ..

— standardni model euklidovského prostoru: E3 = afinni prostor R? se standardnim
skaldrnim soudinem

1.2. Paty postulat a jeho ekvivalentni podoby.
— (V) je ekvivalentni s nasledujicim tvrzenim, kterym je (V) nejéastéji nahrazovan:

e kaZdym bodem ke kaZdé primce jde prdvé jedna rovnobéZka.
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DULEZITY POSTREH: Bez (V) Ize kazdym bodem ke kazdé ptimce sestrojit né-
jakou rovnobézku, viz [E, kniha I, tvr. 31]. (V) je potfeba pouze k diikazu jedno-
znacnosti takové rovnobézky!!!!
— (V) je ekvivalentni s tvrzenimi:

o soudlet vnitinich whli libovolného trojihelnika je roven w (lépe asi dvéma
pravym,),
soucet vnitinich Gwhli jednoho trojihelnika je roven w,
soucet vnitrnich whli je v kaZdém trojuhelniku konstanini,
existuyt podobné a neshodné trojihelniky,
pro kaZdy bod uwvniti lib. neprimeého dhlu existuje primka, kterd timio bodem
prochdzi a protindg obé ramena daného dhlu.

® & @ O

Druhé tvrzeni jsme nedokazovali, pouze citovali jako druhou Legendrovu vétu. Pi
této prilezitosti jsme taky definovali defekt trojihelnika a obecnéji n-thelnika jako
rozdil

(n — 2)mw — soucet vnitinich hli.
Jeden smér kazdé ekvivalence je ve vSech pripadech bud trividlni nebo je FeSen
Euklidem v nékterém z prvnich tvrzeni Zikladd. Opadény smér vétsinou vyzaduje
né&jaky rafinovany napad. Napf. u piedposledniho tvrzeni by predpoklad podobnych
neshodnjch trojuhelnikd znamenal existenci ¢tyfihelnika a odtud i trojihelnika s
nulovym defektem. Tento zévér je zaloZen na pozorovani, které jsme formulovali
jako pruvni Legendrovu vétu, a jehoz diikaz nezavisi na (V):

e Soucet vnitinich thld libovolného trojihelnika je mensi nebo roven m,

tj. defekt > 0. Posledni tvrzeni ze seznamu se objevuje jako skryty predpoklad v
Legendrové dikazu, ze defekt trojihelnika nikdy neni kladny. ..

— Uvazujeme-li euklidovskou geometrii formalné jako vsechny disledky néjaké sady
axiomu a hyperbolickou geometrii jako vSechny dfisledky stejné sady axiomt s tim,
7e (V) je nahrazen jeho negaci, pak dostdvime néasledujici jednoduchy a uzitecny
princip:
o Jestlize néjaké tvrzent plati v euklidovské geometrii a jeho negace plati v
hyperbolické geometrii, pak toto turzeni je ekvivalentni s (V).

Uvédomte si, Ze vzhledem k dilezitému postiehu na str. 2, negace (V) spolu s ostat-
nimi Euklidovymi axiomy znamené: ,existuje bod a pfimka tak, ze timto bodem
jdou aspori dvé rizné primky rovnobézné s tou primkou“!! Kromé jiz dokézanych
tvrzeni, lze diky tomuto principu docela jednoduse charakterizovat dalsi tvrzeni
ekvivalentni s (V), napf.:

Pythagorova véta (viz (17), str. 7),

existuje trojihelnik s libovolné velkym obsahem (viz 2.4, str. 6),

kaZdému trojihelniku jde opsat kruZnice (viz 2.2, str. 4),

mnozina bodu, které leZi v jedné poloroviné a magi stejnou wvddlenost od
dané primky, je primka (viz 2.2, str. 4)

o a dalsi.

(o]

o O O

1.3. Shrnuti. Nezdvisle na (V) jsou v Euklidovych Zakladech dokdzdna vSechna
tvrzeni 1-28 v prvni knize a samoziejmé fada dalsich. Tahle tvrzeni budou platit
i v hyperbolické geometrii a patfi mezi né napft.:
o T4 = veta SUS,
T8 = véta SSS,
T12 = sestroj kolmici k primce z bodu, ktery na ni neleZi,
T16 = véta o vnéjsim thlu,
T17-20 = zndmé nerovnosti v trojihelniku,
T26 = véta USU,

o O e O O

POSTREH
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da2

da3

defekt
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e T27 = véta o stfidavych thlech
a zejména jiz zminované

e T31 = konstrukce rovnobézky. . . ..
7 vselijakych zévislosti pfipominam, Ze T31 zaviselo zejména na T27 a T27 pouze
na T16. Toto je cesta k pochopeni neexistence rovnobéznych piimek v eliptické
geometrii, doporucuji dorozmyslet podrobnosti...

Naopak, fada dalsich tvrzeni je pfimo zavisld na (V), tedy nebudou platnd v
hyperbolické geometrii, napft.:

e T29 = primka protinayici dvé rovnobéiné primky. ... .. ,

o T32 = unéjst dhel trojihelnika je doven souctu protéjsich vnitrnich a soucet
vnitrnich whli trojihelnika je roven dvéma pravym,

o T47 = Pythagorova véta.

Déle samoziejmé nebude platit, zadné z predchozich tvrzeni, u né¢hoz jsme od-
halili ekvivalenci s (V). Takto napfed miizeme napft. tvrdit, Ze v hyperbolické geo-
metrii:

e budou existovat primky, které maji vic rovnobézZek,

e vsechny trojihelniky bodou mit kladny a nekonstatnind defekt,

o nebudou existovat podobné neshodné trojihelniky (tj. jakdsi UUU véta)
e a pod.

2. ZAKLADY HYPERBOLICKE GEOMETRIE

2.1. Uvodni pozorovani. Zékladni vstup do této kapitoly, tj. do studia hyper-
bolické geometrie, je tvrzeni, které dostdvame negaci (V) spolu s ostatnimi Eukli-
dovymi axiomy a jeZ jsme tak peclivé diskutovali vyse:

e Fristuje bod a primka tak, Ze timto bodem jdou aspori dvé rizné rovnobéZky

k té primce.

Odtud pak docela snadno odvozujeme, Ze:

e kaZdym bodem ke kaZdé primce jdou asporn dvé rizné rovnobézky,

e kaZdym bodem ke kaZdé primce jde nekoneéné moc riznych rovnobéZek.

— Pfipominame, Ze, podle definice, pfimky jsou rovnobézné, kdyz lezi ve spolecné
roviné a neprotinaji se. Nyni pozorujeme, jak jsou vsechny pfimky prochézejici da-
nym bodem v hyperbolické roviné rozdélény na primky rtiznobézné a rovnobézné s
néjakou danou pfimkou. Vidime dvé hraniéni pfimky, které jsou nutné rovnobézky
a tém budeme fikat soubéZky, ostatni rovnobézky budeme jmenovat rozbézZkama.
Vzhledem ke vstupnim objektiim bychom spravné méli fikat, Ze ,pfimka je sou-
bézna k pfimce p z bodu B v tom/onom sméru“. Vzhledem k néasledujicim elemen-
tarnim, ale ne vzdy Uplné trividlnim, faktim se vyjadfovani ponékud usnadni:

o je-li q soubéZka k primce p z bodu B a C je lib. bod na q, pak q je taky

soubézka k primece p z bodu C (fikdme 4 je soubézna k p*),

o je-li q soubéznd k p, pak je p soubéZnd ke q (flkdme ,p a g jsou soubézné“).
Nasleduje oc¢ekdvana tranzitivnost soubéznosti, jak ji zndme pro rovnobézky v eu-
klidovské roviné. Nic podobného samoziejmé neplati pro rozbézky!

o Jsou-li dvojice piimek p,q a q,r soubéiné (v tomtéz smeru!), pak i p ar

jsou soubézné.
— Podobnymi Gvahami, jako pred definici soubéznosti, dostdvéme:

o pro kaZdé dvé riznobéiné poloprimky (sviragict ostry thel) existuje jedind

primka, kterd je kolmd k jedné a soubéznd s druhou poloprimkou,

e pro kaZdé dvé ruznobéiné poloprimky existuje jedind primka soubéind s

obéma poloprimkama.

cvideni

soubézky a rozbézky

pront kolmice
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Druhé tvrzeni mimo jiné ukazuje, Ze nevlastni body hyperbolické roviny netvoii
pfimku, jak jsme zvykli fikat v euklidovské roving; v dalsim textu lze vystopovat,
co je to za kiivku... Pfedchozi dvé tvrzeni ziejmé plati, kdyz nahradime rizno-
bézné polopfimy soubézkami a néjakou analogii bychom snadno zformulovali i pro
rozbézky. Misto toho radéji uvadime nasledujici charakterizaci rozbéznosti:
o primky jsou rozbéZné pravé kdyZ maji spolecnou kolmict, tato kolmice je pak
nuiné jedind.
— Diskuze o ,vzdalenostech® mezi dvojicemi pfimek rtizného typu tpné preskaku-
jeme:
o wvzddlenost mezi soubézkami monotonné klesd k nule ve sméru soubéznosti
a momnotonné neomezené roste proti smeéru soubéZnosti,
o podobné pro ruznobézky: vzddlenost monotonné a neomezené roste na obé
strany od spolecného bodu,
o podobné pro rozbéZky: vzddlenost monotonné a neomezené roste na obé
strany od spolecné kolmice.

— Na zavér jedna zasadni definice: Pro pifimku a bod definujeme uhel soubéZnosti
jako thel, ktery svird libovolna soubézka s kolmici z bodu na danou pfimku. N4-
sledujici fakta by se méla dokéazat:

o uhel soubéZnosti neni konstanini a zdvisi pouze na vzddlenosti x bodu od
primky, piseme a = I(x),
o funkce 11 je definovand pro x € (0, 00), vSude rostouci a lirr(l) (z) = 5 a
z—
lim II(z) = 0.
T—00
Ze symetrickych divoda definujeme II(—z) = 7 — 1(x).
— POZNAMKY: Funkci IT budeme jmenovat funkei Lobadevského (Lobacevsky
ji fikal F'). Podoba funkce II ma zdsadni vyznam pro vSechny metrické vztahy v
hyperbolické geometrii, viz 2.6, pfedstavime ji v odstavci 2.5, viz téz 5.2.2.

2.2, Zobecnéné svazky primek, kruznice, sféry.

— klasicky pojem svazku piimek, zobecnéni v euklidovském prostoru; zobecnéni v
hyperbolickém prostoru ~ obycsvazek = svazek rliznobéznych primek, horosvazek
= svazek soubéznych pfimek, hyposvazek = svazek piimek kolmjch ke spolecné
pfimce.

e Osy stran libovolného troyihelnika patri do nékterého zobecnéného svazku.
— pojem kruZnice, alternativni definice, zobecnéni ~~ obyécykl = obycejna kruZnice,
horocykl = mezni kruznice, hypocykl = zadmezni kruznice.

P#imo z definice (a pfedchoziho) mame:

o cxistujt troyihelniky, ktergm nejde opsat kruzZnice,

e duvé zobecnéné kruZnice ze stejného svazku maji konstantni vzddlenost,

e kaZdd zobecnénd kruZnice je kolmd ke véem primkdm odpovidayictho svazku,
Odtud zejména:

e skoro Zdidnd zobecnénd kruznice nent primka!
Jediné zobecnéné kruznice, které jsou pfimkami, jsou spole¢né kolmice v hyposvaz-
cich; v tomto pfipadé jsou hypocykly odpovidajiho hyposvazku pravé ekvidistanty
dané spole¢né kolmice. .. Je-li ekvidistantou dané pfimky pfimka, pak plati (V),
sr. 1.2, str. 2.
— Podobné pozorovani v prostoru ~ sféra, horosféra, hyposféra. . .
— Uz tady lze dokazat nasledujici podstatné tvrzeni:

o vSechny horosféry jsou shodné (sféry a hyposféry nikoli),

cvideni

da4

thel soubéznosti

cvideni

zobecnéné svazky

dabs

zobecneéné cykly

zobecnéné sféry
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¢ na horosfére je indukovand euklidovskd geometrie (na sfére je sfé- DUT
rickd a na hyposfére hyperbolickd geometrie).

ZASADNI POSTREH: Pfedposledni tvrzeni je napsané tlusté, protoze je skuteéngé POSTREH
dilezité! Tato skute¢nost byla pozorovéna jak Lobacdevskym, tak Bolyaiem a eu-
klidovskd geometrie na horosféfe mé zésadni vyznam pfi odvozovani skoro vSech
metrickych zévislosti v dalsim textu; prvni ukdzka viz 2.3. Tvrzeni se ¢asto formu-

luje jako ,horosféra je modelem euklidovské rovinné geometrie”. K diikazu potfebu-

jeme diskutovat zejména (V) nebo néjakou jeho ekvivalentni podobu s tim, Ze roli
bodi hraji body horosféry a roli pfimek hraji horocykly. Uvédomime-li si, ze kazdy
horocykl je prénikem horosféry a roviny obsahujici nevlastni stfed odpovidajiho
horosvazku, lze docela snadno ukézat, Ze ke kazdému horocyklu kazdym bodem

(na kazdé horosfére) vede jedind ,rovnobézka“...Jiny argument je pfedstaven v

2.4, str. 6.

2.3. Délka horocyklu.

— Ozn. s’ a s délky dvou rtiznych horocyklti vymezené dvéma soubézkami odpovi-
dajiho horosvazku a ozn. d vzdalenost téchto horocykli. Pak

(1) o s =se

pro néjakou kladnou redlnou konstantu k.

e

— Prvni typicka aplikace zdsadniho postfehu z minulého odstavce je nasledujici POZOR
konstrukce, které fesi zavislost délky s horocyklu na délce ¢ odpovidajici tétivy:

+ nakresli pravouhly trojuhelnik AB,,C s nevlastnim vrcholem B, a pravym
thlem u C,

ozn. t = |AC|, potom £A = 11(¢),

sestroj kolmici k k roviné AB..C z vrcholu A,

doplnt soubézky ke &k z vrcholli B, a C,

nakresli horosféru urcéenou timto horosvazkem a C,

na ni horosféricky trojihelnik A’B'C: /C = 5 a LA = LA =11(t),

ozn. délku horocyklu (odp. tétivé ¢) |A'C| = s a délku |B'C| = &,
konecné, euklidovska geometrie na horosféfe dava:

(2) e s = rcot I1(2),
kde II je Lobacevského funkce.

T

— Uplné analogicky lze odvodit vzorec zéavisejici na délce ¢’ odpovidajici tecny:
(3) o s =rcoslI(t).

— POZNAMKY: Ve vzorecku (1) se poprvé objevuje jist4 neurcitd konstanta ozn.
k. Podobnou véc potkdme jesté nékolikrat, vidy budeme pouzivat stejny symbol konstanta k
a az v odstavci 5.2 dokazeme, Ze toto nase rozhodnuti je spravné, tj. Ze se jedna
pofad o stejnou konstantu. Ve skutec¢nosti k pfedstavuje jakysi ,,polomeér kiivosti“
hyperbolické roviny, viz téz postfeh na str. 8...

Velic¢ina s v poslednich dvou vzorcich odpovida délce jistého specidlniho horo-
cyklu, viz obr. Na str. 13 ukdZeme, Ze

(4) or ==k,

takze celkem ziskdme jakousi ndzornou interpretaci charakteristické konstanty k. .. Diky

tomuto faktu a vztahtim (11) budeme formule (2) a (3) pouZivat ve tvaru: délka horocyklu
t

(5) os:/fsinhz7

/

4
(6) os:ktanhg.
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2.4. Obsah mnohothelnika.
— Elementarné a docela pracné lze odvodit, Ze pro libovolné dva trojihelniky
(mnohothelniky) je pomér jejich obsahll a pomér defektt stejny, tj.
(7) o S = konst -4
pro né&jakou kladnou realnou konstantu.
— Pokud je to pravda, pak zfejmé

o neexistugi trojihelniky s libovolné velkym obsahem (sr. 1.2, str. 2)
— S pfedpokladem, Ze obsah trojuhelnika s max. defektem, tj. se vSemi vrcholy ne-
vlastnimi, je koneény (ozn. 7), jsme na prednisce predstavili ideu Gaussova dikazu,
7e
(8) S =

da6é

-0.

S

Ve skutecnosti plati 7 = k%=, viz 5.2.3, str. 13, takZe pfedchozi formuli se budeme

udit jako

©) oS = k%.

POSTREH: Podobny vztah plati i na sféfe, viz 5.4 nebo taky postieh na str. 8: POSTREH
oS = —r?s,

kde r je polomér sféry a znaminko minus proto, Ze 6 < 0. Odtud lze jednoduse
ukdzat, Ze defekt mezniho trojuhelnika na mezni sféfe (horosféfe) je nulovy, coz je
slibovany alternativni dikaz zdsadniho pozorovani v 2.2... du7

2.5. Uhel soubé&Znosti.

— Popularizace Lobacevského fascinujiciho diikazu, kondiciho slovy:
1 -
(10) e tan iﬂ(x) =e *

pro né&jakou konstantu k; detaily c¢asem v 5.6. ..
— k je stejné jako v (1), viz 5.2.2

— (10) je ekvivalentni s:

e cosll(z) = tanh %7

(11) e sinll(z) = ——

2.6. Trigonometrie.

— pravouhly trojuhelnik ABC (pravy thel u C), kolmice k k roviné trojihelnika
z vrcholu A, horosféra uréend k + B, soubézky s k z vrcholtt B a C, pravothly (!)
trojuhelnik A’ BC' na horosféfe + euklidovské geometrie na horosfére + formule (5)
pro délku horocyklu ~» vzorec pro sin « v pravouhlém hyperbolickém trojiihelniku:

(12) e sinacotll(c) = cot Il(a)
nebo ekvivalentné vzhledem k (11):

(13) . sinasinhg = sinh %.

— Podobné lze odvodit taky zbylé vztahy: dus
(14) o cosacosll{c) = cosIl(h),
o tanacotI(b) = cosIl(a).
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— Déle napf.:
(15) o sina = sinIl(b) cos 3,
(16) o tanatan 8 = sinll(c).

— 7 pfedchozich vztahil dostavame velice pfimo a snadno hypebolickou verzi Py-

thagorovy véty, tj. vztah, ktery porovnavé jenom délky stran v pravouhlém troja-
helniku:

(17) e sinll(c) = sinll{a)sin11(b)
nebo ekvivalentne

c a b
(18) e cosh P cosh T cosh T

— Odtud Ize podobnymi tvahami jako v euklidovské roviné odvodit jesté sinovou
a kosinovou vétu; zde je ta kosinova:

(19) o sinll{a) = sinlI(b) sinII(¢) + cosI(b) cosI{c) sin[I(a) cos a
nebo ekvivalentné:

b b
(20) o cosh % = cosh z cosh g — sinh z sinh % cos a.

— POSTREH: Ve vsech odvozenych vzorcich vystupuji jenom analytické funkce a
dosazenim £ — oo nebo ¥ — 0 do pfislusnych nekoneénych fad pozorujeme, Ze
v kazdém jednotlivém pripadé dostavime odpovidajici euklidovské vzorecky nebo
trividln{ rovnosti (jako nap¥. pro (15),(16)). Jinymi slovy, pro hodné velké k nebo na
hodné malé (vzhledem ke k) &asti hyperbolického prostoru pozorujeme euklidovskou

geometrii!

3. SFERICKA A ELIPTICKA GEOMETRIE

Sférickd geometrie je geometrie na sféfe a sférickd geometrie neni totéz co elip-
tické. .. Nez zacneme pocitat, uvédomme si, Ze to, ¢emu fikdime geometrie na sféfe

(21) S% = {2® +y* + 2% =r?} CE,

je pravé geometrie indukovana z okolniho euklidovského prostoru, podobné jako
geometrie na horosfére byla indukované z okolniho hyperbolického prostoru. K po-
pisu vlastni geometrie na sféfe lze zaujmout rizny postoj, coz je pomérné detailné
pfedstaveno v 5.3. Prozatim lze zmiriovany odstavec preskodit, ale jeho ¢éstecné
pochopeni bude nutné pro vétsinu konstrukei v 4.

3.1. Trigonometrie na sfére.

— Uplné analogicky k odvozovani v 2.6 miizeme dokazat v pravoihlém trojihelniku
na sféfe s polomérem r, Ze

(22) o sinasin & = sin i
T T

(23) o cosatan - = tan <
T T

a podobné az k Pythagorové a kosinové vété. . . Podstatnym vstupem v téchto tva-
hich je samozfejmé zivislost délky s oblouku kruznice na délce ¢ tétivy (seény),
pEip. na délce ¢ teény:

(24) ot —rsin’,
T

(25) ot —rtan .
7

cvideni

Pythagorova véta

da9

kosinova véta

POSTREH

cvideni
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— Protoze se na sféfe v euklidovském prostoru citime o néco jistéji nez na horosféie
v hyperbolickém prostoru (také diky povidani v 5.3), dokdzeme odvodit kosinovu
vétu rovnou piimo:

+ obecny sféricky trojihelnik ABC, vrcholim odp. vektory ozn. z, v, 2,
+ a=LA=Z(y, ), kde ¢ a 2’ jsou kolmé projekce y a z do z- = T4S?,

t].
r_ (x7y)x z/*z—(%z)x
r

+ plati
(', 2)
VL))

+ dosad za ¢y’ a 2’ a uprav vyraz ~

® COsSQ —

(26) o cos © = cos b cos < 1 sin b sin < cos .

r r r rooor
— ZAJIMAVY POSTREH: Vsechny odpovidajici vzorecky v hyperbolické roviné a
na sféfe vypadaji podeziele podobné! Ve skute¢nosti staci do jednéch dosadit k = ir
a dostaneme druhé nebo opacéné pro r = —ik. (Plyne z definic hyperbolickych
sind a kosind, viz 5.1.) Tuto skutefnost zmiriuje sam Lobadevsky jako zfejmou
a podporujici presvédcéeni o bezespornosti jeho geometrie. .. Nas tohle pozorovani
pfivede k prvnimu modelu hyperbolické roviny, viz 4.1.

3.2. Elipticka geometrie.

— Sférickd geometrie neni euklidovské a v duchu uplné Gvodnich iivah je to geome-
trie eliptického typu, tj. ,Zadné rovnobézky“. Eliptickou geometrii se vsak obvykle
mysli nasledujici modifikace sférické geometrie, kterd ma za cil pfiblizit se vice ostat-
nim Euklidovym axiomtim, tj. vyloudit vlastnosti typu ,existuji dvojice bodi, které
spojuje nekonecné mnoho pfimek*, ,kazdé dvé pfimky se protinaji ve dvou bodech*
a pod. Stejné jako pro sférickou geometrii, ani pro eliptickou geometrii se nesnazime
o zadny poradny axiomaticky popis, spokojime se s popisem standardniho modelu:
— Standardni model eliptické geometrie vznikne ze sféry identifikaci protilehlych
bodt, piseme E? = 5%/ ~, kde ~ je relace na S? ,byt protilehly*. Konkrétné, body
eliptické roviny jsou t¥idy tohoto rozkladu, tj. dvojice protilehlych bodfi na S2, tj.
priseciky S? s piimkami v E? obs. poéatek. Odtud E? ztotoznujeme s projektivizaci
R3, tj. s redlnou projektivni rovinou, coz piseme E? = P2, (Pf¥imky v E? jsou ziejmé
pravé projektivni pfimky.)

Metrika, tj. vlastni geometrie na F2, je uréens ,stahnutim*“ metriky z S? stejnym
zplsobem, jak uvidime jesté mnohokrat v 4. V Kleinove pojeti je geometrie eliptické
roviny uréené grupou Isom(FE?) 22 SO(3), takze
(27) E? = 50(3)/0(2),
viz 5.3.3 pro napovédu. ..

— Konstrukce eliptické roviny ndm zarucuje, Ze
e kaZdé dva body spojuje jedind primka,
e kazZdé dvé primky se protinaji v jednom spolecném bode.
Odtud zejména:
e v eliptické roviné nejsou Zadné rovnobéZky.
A&koli nemame metriku v E? explicitné popsanou, vzhledem k jejimu ptivodu mil-
7Zeme jednoduse prohlasit, Ze

e vsechny primky v eliptické roviné maji konecénou délku a to rm.

POSTREH

cvideni

elipticka rovina

cvideni

cvideni
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Tato vlastnost pfedstavuje typickou odlisnost od pfimek v euklidovské a hyperbo-
lické roviné, které jsou nekoneéné dlouhé (coz je implicitné zahrnuto v (II)). Ve
skutecnosti, pfimky v E? jsou uzaviené a z dalsich topologickych zvlastnosti elip-
tické roviny zmifiujeme:

o piimka nerozdéluje B2 na dvé cdsti,

o F? neni orientovatelnd,

o F? neni jednoduse souvisld.

4. MODELY HYPERBOLICKE ROVINY

4.1. Prvni model. Postfeh na str. 8 nds nutké vyslovit nasledujici vétu, prozatim
jesté v uvozovkach:

o ,geometrie hyperbolické roviny je geometrie na sfére s imagindrnim polo-
mérem ik.“

Imaginérni sféra
(28) {2? 4 y* + 22 = —k*} CE?

se zd4 byt nasim prvnim modelem hyperbolické roviny. Nevihodou tohoto modelu
je, Ze nemd ani jeden redlny bod. Misto, abychom analyzovali tento imaginarni
model, vhodné jej transformujeme:

— Uvazujme transformaci 2’ = z,vy’ =y, 2/ = iz. Tato transformace neni shodnost
E3 a standardni norma 22 + y? + 22 se transformuje na indefinitni 2 + ¢/? — 2’2
Vektorovy prostor R? s touto normou se nazyva Minkovského a budeme ho znadit
E%!. V tomto prostoru mame nenulové vektory s nulovou velikosti, napt. (0, 1, 1),
a vSechny takové vektory tvoifl kuzel {z'? + y'? — 22 = 0}. Vektory uvniti toho
kuzele, napf. (0,0, 1), maji imagindrn{ velikost, vektory vné pak redlnou, jak jsme
zvykli. ..

Obrazem imaginarni sféry (28) vzhledem k uvazované transformaci je tedy kvad-
rika

(29) sz{x2+y2—22:—k2}CE2’l7

nas prvnoi redlny (skoro)model hyperbolické roviny, viz obr. ,,Skoro“ fikdme proto,
7e kvadrika H? = H2 U H? neni souvisl4, takZe by zde neplatil hned (I). ..

— Vsimnémé si, Ze v kazdém bodé hyperboloidu H? je tedny prostor tvofen vektory
s nenulovymi realnymi velikostmi, tj. metrika indukovana na H? z Minkovského
metriky v E%! je positivné definitni! H? je tedy Riemanntv prostor v duchu 5.3.1
a jako obvykle pfimkami v modelu H? myslime geodetiky. Ale jak tady geodetiky
vypadaji? Analogicky k myslenkam v 5.3.2 postupné ukazeme:
o tecny prostor v kaidém bodé p € H? spljvd s kolmym doplikem p*,
o Isom(H?) =2 0(2,1) a H2 =2 0(2,1)/0(2),
e geodetika urcend bodem p € H? a vektorem v € p je prdvé (hlavni) hyper-
bola H? N {p,v) (resp. jedna jeji vétev),
o navic, pokud ||v|| = k, pak coshi-p+sinht-v je parametrizace této geodetiky
s konstantni rychlosti k.

— Od hyperboloidu H? ke skuteénému modelu hyperbolické roviny vede stejna
cesta jako v 3 od sférické k eliptické geometrii, totiz ztotoznénim protilehlych bodi.
Nasim prvnim modelem hyperbolické roviny tedy rozumime H?/ ~, je7 ztotoziu-
jeme s jednou z komponent hyperboloidu, feknéme s Hi Ptedchozi zavery se nijak
neméni az na

o Tsom(H2) = 0'(2,1) a H? = 0(2,1)/0(2),

imaginarni sféra

prostor Minkovského

hyperboloid H?

dalo

: 2
prvni model H+
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kde O’(2, 1) znac¢i podgrupu O(2, 1) zachovavajici orientaci osy z, tj. kazdou kom-
ponentu hyperboloidu. Pozor, O’(2,1) #£ SO(2,1).

— diky pfedchozi charakterizaci geodetik umime zejména popsat viechny vzajemné
polohy ,,pfimek“ v H i podle typu prilisecnice odp. rovin: smér priise¢nice ma veli-
kost imaginarni ~~ rdiznobézky, nulovou ~~ soubézky, redlnou ~~ rozbézky

— diky homogennosti Hi vedeme dalsi diskuzi pouze v okoli bodu (0, 0, k), nakonec
umime charakterizovat vSechny zobecnéné kruznice jako priniky Hi s vhodnymi
rovinami: ,kruznice* = elipsy, ,,horocykly* = paraboly, ,hypocykly* = hyperboly

4.2. Kleiniv model. Jind (standardni) realizace projektivizace z pfedchoziho
odstavce vede k dalsimu, tzv. Kleinovu modelu hyperbolické roviny: uvazujeme
projekei z po¢atku do roviny z = 1, obraz H? znadime KZ2.

— ,body* = body uvnitt kruhu 2% +y? = 1 (hranice pfedstavuje body v nekone¢nu),
— ,,pfimky*“ = se¢ny kruhu,

— ,,zobecnéné kruznice* = kruznice nebo elipsy (typ zobecnéné kruznice je urcen
poctem dotykovych bodi s hraniéni kruznici)

— metrika v K? je stdhnuté metrika z hyperboloidu H?, ale neZ ji explicitné popi-
Seme, vSimneme si, Ze:
o piimky p, q Jsou kolmé prdve kdyZ q prochdzi pélem p (vzhledem k hranién{
kuZelosedce),
e body A, A’ jsou symetrické podle primky p prdvé kdyZ (AA'PQ) = —1, kde
P =pdlpa@ =pnAA,
o wzddlenost bodi A, B = gln(ABUV), kde U,V jsou priseciky AB s hra-
nicnt kuZeloseckou.

— predchozim a predpfedpiedchozim tvrzenim je metrika na K? vpodstaté tplné
urcena. Explicitné jeji kvadratickd forma vypada takto:
o de? — 12 (1 — y¥)dz? + 2zydzdy + (1 — 22)dy?

(I —a2 — y?2)?

(30)

a odvodi se takto:

+ popise se bijekce K? — H?, (z,y,1) — (2/,y/,2'):
(i) zfejme (2/,y',2") = A(z,y, 1) pro néjakou funkci A = A(z, y),
. 2 s o k
(ii) aby (z',y/,2’) € H?, mus{ byt A = Byl

+ spocitaji se diferencidly dz’, dy’, dz’,

+ dosadi se do ds? = dx'? + dy'® — dz'?

+ a po Case se upravi na (30).

— POSTREH: kromé bod na soufadnych osiach nejsou kolmé sméry v tomto mo-
delu euklidovsky kolmé, coz koresponduje s pozorovanim s pdlem vyse. . .

4.3. Polosféricky model. Vznikne z K2 kolmou projekci na polosféru pod K2
se spoleénou hranici, znacime S2.
— ,body“ = body polosféry {2 + 3% + 22 = 1,2 <0} C R3,
— ,,primky“ = polokruznice kolmé k roviné zy (tedy k hrani¢ni kruznici!),
— ,zobecnéné kruznice* = vSemozné kruznice nebo jejich ¢ésti (viz pozndmky v
4.4)
— POZNAMKY: Metrika neni indukovana z okolniho E3, ale zase pfenesens z
predchoziho modelu; v soufadnicich (z,y) tedy uzivame (30).

Tomuto modelu nevénujeme pfilis pozornosti, poslouzi pouze jako cesta k ostat-
nim: dalsi modely vznikaji z $? vhodnymi projekcemi do vhodnych rovin, uvazte
napf. stfedovou projekci z pocatku do roviny z = —1...

cvideni

Kleinav disk K2

polosféra S2

cvideni
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4.4. Poincarého model. Vznikne z S? stfedovou projekci ze severniho pdlu
(0,0,1) zpét do roviny zy (stereografickd projekce!), znadime D?:

— ,body“ = body uvniti kruhu 2% + y? = 1,
— ,pfimky* = ¢ésti kruznic kolmych k hranici,
— ,zobecnéné kruznice® = ¢asti kruznic (viz poznidmky nize)

— podobné jako na konci 4.2 miizeme po néjakém pocitani odvodit kvadratickou
formu metriky pfetazené z predchoziho modelu:

4k?

(31) 0 ds = T m gyt

dz® + dy?).

POSTREH: Metrika v D? je konformni se standardni euklidovskou metrikou, tj.
thly vidime, narozdil od Kleinova modelu, vsude nezkreslené! (Protoze D? vznikl z
52 stereografickou projekci, také odchylky na polosféfe S2 odpovidaji euklidovskym
odchylkdm v E3.)

— podobné jako v Kleinové modelu Ize jednoduse popsat zakladni shodnosti a
urcovat vzdalenosti:

o wvzddlenost bodu = logaritmus néjakého dvojpomeéru oblouki,
e symetrie podle pFimek = kruhové inverze.

POZNAMKY: Nyni je mozné charakterizovat vdechny zobecnéné kruznice v D?
jako euklidovské kruznice. (Typ je urcen poctem spol. bodd s hranici.) (Pozor,
stfed kruznice nemusi bt ve stfedu odpovidajictho svazku!) Zddvodnéni ze zd4 byt
virazné méné primocaré, nez jak jsme pozorovali v hyperboloidovém a Kleinové
modelu. Odtud pak miiZeme zpétné popsat zobecnéné kruznice v polosférickém
modelu a odtud pak vime, jak budou vypadat v polorovinovém modelu, pokud to
celé nejde rozmyslet néjak lépe...?7

4.5. Polorovinovy model. Vznikne z S? stfedovou projekci z bodu (0, 1,0) do
roviny zz (jina stereograficka projekce!), znacime R?:

— ,body“ = body v poloroviné z < 0 (hranici tvof{ pfimka z = 0 plus jeden
nevlastni bod ve sméru osy z),

— ,,primky“ = kruznice/pfimky kolmé k hranici,
— ,,zobecnéné kruznice“ = vétsinou kruznice, ale taky pfimky...

— Podle o¢ekavani z piredchézejicich diskuzi musime opét dostat konformni model;
po jistém pocitani lze stejné jako v 4.4 odvodit kvadratickou formu metriky (misto

(,2) piseme (z,)):
k2
(32) o ds* = y—z(dgs2 + dy?).

Nad odekévani tak dostdvame nejjednodussi tvar, jaky mizeme potkat. Z tohoto
divodu je polorovinovy model jasnym favoritem, kdykoli bude tfeba néco integro-
vat, viz 5.2. Odpovidajici forma objemu v tomto modelu je

k2
(33) o du = —dxdy.
Y

4.6. Beltramiho pseudosféra.

Poincarého disk D?

cvideni

polorovina R%
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5. PRiLoHY

5.1. Hyperbolické funkce. Znime

x
T
ZEZ ZE4
Cosx 1 54‘1 ERI
ZES ZE5
sinx T 3!+5'

Eulerova formule zni:
e’ =cosz+isinz,

odkud pak
1 . .
cosr — 5 (611 4 6711)7
3 1 ix —ix
sine = —(e" —e 7).
24
Hyperbolické funkce definujeme
1, ., . - R
coshxzi(e +e ):1+5+I+...7
. 1, . x> 2
smhx:5(6 —e ):x+§+a+...
a ziejmeé plati
e® = coshz +sinhz,
cosix = coshz,
siniz = 4sinhz.

Odtud a ze zndmého cos? z + sin? z = 1 mame
2 .12
cosh®x —sinh“z = 1.

Podobné jako (cost,sint) parametrizuje kruznici 22 + y? = 1, tak (cosht,sinht)
parametrizuje hyperbolu 22 — 4? = 1, resp. jednu jeji vétev. ..

5.2. Konstanta k. V této ¢asti kone¢né ukazeme, Ze neurcitd konstanta k, kterou
jsme nékolikrat pfi riiznych pfilezitostech potkavali, je pofdd tatéz velicina. Veskera
pocitani déldme v polorovinovém modelu s metrikou (32)...

5.2.1. Délka horocyklu.
— Pro porovnéni délek horocykll uvazujeme stejny obr. jako na zadatku 2.3, str. 5:
+ soub&zky z = 0,z = a a dva odp. horocykly y = b,y = b,
+ ozn. s, s’ délky téch horocykld a d jejich vzdalenost (pozor, a,b, b’ predsta-
vuji euklidovské soufadnice v modelu, s, s’, d jsou hyperbolické vzdalenosti),

+ jednoduse méme s = k% a s’ = k7,

b
+ spocitame d = [ &dt = kln %,
b/
+ celkem pak Sg/ = 5 = e%, Q.E.D
— Pro specidlni délku x tamtéz staci uvazit nasledujici:
+ piimka z = 0, kolmice = pilkruznice (S = 0,r = lib.), spole¢na soubézka
= pfimka x =7,
+ horocyklus y = r, délku ozn. &,
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+ trividlné k =k~ =k Q.E.D

5.2.2. Uhel soubéZnosti. Vhodné umistime vichozi obrazek z 2.5, str. 6:

+ piimka 2 = 0, kolmice = ptlkruznice & : (S = 0,7 = 1), soubézka = pfimka
z=a,0<a<l,

+ ozn. d délku kolmice, o = II(d) thel soubéznosti,

+ kolmice—pilkruznice je parametrizovdna k(t) = (cost,sint) a zfejmé a =

cos a,
+ odtud potom d = [ A .1di=.. = —klntan % +0, Q.ED
/2

5.2.3. Obsah nejvétsiho trojuhelnika. Vzhledem k pocitani v 2.4, str. 6, staci spo-
dtat obsah 7 néjakého trojihelnika s maximalnim defektem (vsechny jsou shodné);
uvazujme nésledujici:
+ 1. strana = pilkruznice k : (S = 0,r = 1), 2. strana = pfimka x = —1, 3.
strana = pfimka z = 1,
+ integrujeme formu (33), meze jsou z € [—1,1], y € [V'1 — 22, o0]:

1 o] 1
/ / kzd d kz/il d k2
T = — xTr = X = ™,
y? Y V1 — 2?2
“1yi-a? -1
Q.E.D

5.3. Geometrie na sfére.

5.3.1. Riemannova sféra. Podle stanoviska Riemannova je celd geometrie na sféfe
urdend pravé Riemannovou metrikou' indukovanou ze standardniho skaldrniho sou-
¢inu v E3, tj. v kazdém bodé p € S? uvazujeme ziiZeni tohoto skalarniho soudinu na
te¢ny prostor T,5% C E*. V obvyklé poledniko—rovnobézkové parametrizaci sféry

(uy € [-5, 5] je ,zemépisnd Sitka“, up € [0, 27] ,zemépisna délka*)

2
(34) fug,u2) = r(cosuy cosug, cos ug Sinue, sinuy)
vektory
of . . .
(35) u=gs = 7(—sinu; cosusg, — sinwy sinwug, cosuy ),
U1
af .
(36) =g = 7(— cos uy sin ug, cos uq cosuz, 0)
U2

tvofi bazi teéného prostoru v kazdém bodé p = f(uq,us) (kromé pdlil) a vzhledem
k této bazi mé nas skalarni soucin v Tp52 matici

(37) (vi,v1)  (vi,v2)) (72 0
(va,v1) (v2,v2))  \ O 7%cosuy)’
odtud metricka kvadratickd forma a forma objemu jsou

(38) ds? = 7r3(du? +cos®uidul) a

(39) dp = r?cosuy duidus.

1Obecné, Riemannova metrika na abstraktni hladké varieté M je praveé prifazeni p € M —
skalarni sou¢in v te¢ném prostoru T, M, které zavisi hladce na p. Riemanniv prostor/varieta je
hladka varieta s Riemannovou metrikou.
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Takhle vypadaji vstupni data pro veskera dalsi pocitani v Riemannové duchu.
Odtud napf. geodetiky na sféfe jsou charakterizovany jako feSeni nasledujici sou-
stavy obycejnych diferencidlnich rovnic:

(40) iy = —r?sinwu; cosuy(ug)?

(41) Gy = 2rftanu; wits.

Ackoli mélokdo na prvni pohled vidi, jak vypadaji obecné feseni, geodetiky jsou
vidycky jednoznac¢né urceny jednim bodem a tecnym vektorem v tomto bodé a
predstavuji nejkratsi spojnice dvou raznych bodi. V ramci moznosti jsou geodetiky
ty nejméné kiivé ¢ary...7Z feceného lze intuitivné odvodit, Ze

o geodetiky na sfére jsou hlavni kruZnice.

5.3.2. Geodetiky. Vzhledem k tomu, co potfebujeme v 4.1, podpofime pfedchozi
Z4ver jesté néjakym argumentem. Ozn. Isom(S?) grupu viech isometrii sféry, tj.
grupu vsech transformaci S? — S2, které zachovavaji danou metriku. Potom

o [som(S?) = O(3),

kde O(3) znadi grupu ortogonalnich transformaci E? (shodnosti zach. pocatek).

Dikaz. To, ze kazdy prvek O(3) urcuje isometrii sféry je zfejmé z definice. Opacné,
7e kazda isometrie S? je uréena néjakou ortogonalni transformaci E2, plyne z toho,
7e
(a) v grupé O(3) vidycky najdeme transformaci, kterd zobrazi libovolny bod
sféry na kterykoli jiny? a
(b) kazd4 shodnost v kazdém tecném prostoru kazdého bodu sféry je urdend
néjakou transformaci z O(3).

Obé tyto vlastnosti mizeme zdlvodnit takto: vime, Ze
e tecny prostor TpS? v kazdém bodé p € S? splyvd s kolmgm dopliikem p*.

Proto, kdyZ (v1,v2) je ON baze T,5?%, pak (%p71}171}2) je ON baze E*. Ale kazda
ON béze E3? lze zobrazit na kteroukoli jinou ON bazi pomoci néjaké transformace
z O(3)... Q.E.D

Odtud jiz ocekdvana charakterizace geodetik jako hlavnich kruznic:

o geodetika urcend bodem p € S? a vektorem v € pt = T,5?% je prave hlavni
kruZnice S? N {p,v).

Dikaz. Ozn. g geodetiku na sféfe urcenou pocateéni podminkou (p,v). Ozn. p ro-
vinu {p,v) a uvazujme isometrii f sféry urcenou zrcadlenim podle roviny p v E3.
Protoze g je prodminkou (p,v) uréend jednoznacné a p,v € p, plati f(g) = g. Ale
jediné pevné body zobrazeni f lezi na hlavni kruZnici £ = p N S2, takZe musi byt
g C k. ProtoZe g a k jsou souvislé kfivky, mame g = k. Q.E.D

Jako cviceni doporucuji ¢tyfi z péti geometrli rozmyslet, Ze:

o pokud ||v|| = r, pak cost p+sint-v je parametrizace (s konstantni rychlosti
1) geodetiky, tj. hlavni krugnice, uréené bodem p € S? a vektorem v € p-.

2Rikame, Ze O(3) pisobi tranzitivné na S2.

cvideni
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5.3.3. Kleinova sféra. Jako vedlejsi, ale docela zajimavy, produkt pifedchozich tivah
mame identifikaci sféry jako faktorové mnoziny

(42) 522 0(3)/0(2),

jez by méla reprezentovat fakt, ze sféra je krasné homogenni. Jak tomu rozumét?
Homogennosti sféry myslime, Ze v okoli libovolného bodu vypada sféra, resp. geo-
metrie na ni, vidycky stejné. Pfesnéji:

Diky podmince (a) v§se vime, Ze kazdy bod na sféfe je obrazem napf. e; =
(r,0,0) vzhledem k néjaké transformaci z O(3). Hodné prvki O(3) vsak e; zacho-
vavé, napf. vSechny rotace kolem osy e, a kdyz oznadime H C O(3) podgrupu
véech takovych transformaci, pak S? = O(3)/H. Kazd4 transformace z H zacho-
vava eq, tedy i ef a zlZeni na ef je opét shodnost. Vzhledem k (b) takto umime
popsat kazdou shodnost ei-, takze H =2 O(2). Konkrétné, vlozeni H =2 O(2) C O(3)
vypadé takto

(43) H{(é g>:Aeo(2)}.

Je jasné, Ze jind volba e; € S? na zaddtku dava jiné vloZeni na konci, ale vidycky
mame H =2 O(2) a S% =2 O(3)/0(2). Toto je, co rozumime homogennosti sféry.>
Pii této identifikaci jde samoziejmé o vic, neZ jen popsat sféru jinak, studujeme
zZejména geometrii:
e geometrie na sfére je studium vlastnosti, které se neméni pisobenim grupy
0(3),
jinymi slovy geometrie na sféfe je uréend pravé grupou, kterd na ni pasobi. Toto je
piistup Kleintiv ke geometrii, viz téz 3.2, 4.1 a nésledujici cviceni:
o Popiste geometrii euklidovské, afinni a projektivni roviny jako Kleinovu ge-
omelri.

5.4. Gaussova—Bonnetova formule.
5.5. Formalnéjsi axiomatika geometrie.

5.6. O nacalach geometrii.
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SObecné, homogenni prostor je hladka varieta M, na niz tranzitivné pusobi néjakéd grupa G.
Pokud ozn. H C G podgrupu, zachovavajici néjaky bod, pak M = G/H.

cvideni



REJSTRIK

E3, viz prostor euklidovsky
E21, viz prostor Minkovského
I, viz funkce Lobacevského
K, 5, 13

sinh, cosh, 12

T, 6,13

k, viz konstanta k

defekt, 2, 6
délka horocyklu, 5, 12

ekvidistanta, 4
elipticka rovina, 8

funkce Lobacevského, 4, 6, 13

horocyklus, 4
horosféra, 4

konstanta k, 5, 12
kosinova véta, 7

model hyperboloidovy, 9
model Kleintuv, 10
model Poincarého, 11
model polorovinovy, 11
model polosféricky, 10

prostor euklidovsky, 1
prostor homogenni, 15
prostor Minkovského, 9
prvni kolmice, 3
Pythagorova véta, 7
paty postulat, 1

sféra imaginéarni, 9
sféra Kleinova, 15
sféra Riemannova, 13
soubé&zky a rozbézky, 3

trocka, viz horocyklus
zobecnéné svazky a kruznice, 4

thel soubé&znosti, viz funkce Lobacevského
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