Kongruence a aritmetické funkce

Resené piiklady

Priklad. Urcete, zda jsou cisla a, b kongruentni podle modulu m:
l.a=5b=15m =4
2.a=3,b=1,m=2
3. a=T7,b=25m=3

4. a=T7,b=25,m =4

Regeni. 1.
5—15=-10
41-10
5# 15 (mod 4)
2.
+1
- +1
3=1 (mod 2)
3.
7T—25=-12
3|12
7=25 (mod 3)
4.
7=1-4 +3
25=6-4 +1

7#25 (mod 6)

Priklad. Udejte piiklad aritmetické funkce.
Resent. Napriklad funkce 7(a), o(a).



Priklad. Urcete p(72).

Resent. 72 = 23 - 32
w(72) =0 O

Priklad. Urcete, zda je Mobiova funkce multiplikativni. Zdtvodnéte.

Resend. Funkce je multiplikativni, pokud je aritmeticka a pro vSechna nesoudélna ¢isla a, b
spliiuje rovnost f(a-b) = f(a) - f(b).
Méobiova funkce je definovand na mnoziné prirozenych cisel, je tedy aritmeticka. Zbyva
dokazat, ze je funkci multiplikativni.
Nechf a = pi* - ph2..... phn b =pltpl.. plr . kde p; je prvocislo, k;, I; € No, ki +1; > 1,

i €{1,2,...,n}, n je nejvétsi prirozené ¢islo takové, ze k, > 0V [, > 0.
a-b= p]f1+l1 _p1262+12 ,,,,, picln-i-ln

1. die{l,2,...;n}:k;>1VI]>1= pla) =0V ub) =0= pua) ub) =0=pu(a-b)

2. Vie{1,2,...,n} : k; < 1Al <1. Protoze ¢isla a, b jsou ze zadani multiplikativni
funkce nesoudélna, plati také (k; = 0Al; = 1)V (k; = 1 Al; = 0). Oznacme k pocet
prvocisel, pro ktera plati k; = 1, [ pocet prvocisel, pro ktera plati [; = 1. Plati tedy:
pla-b) = (=) = (=1)* - (=1)" = p(a) - u(b).

Méobiova funkce tedy je funkci multiplikativni. O
Priklad. Urcete ¢(10) podle definice.

Resent.
©(10) = {a € N|0 < a <10, (a,10) = 1}| = [{1,3,7,9}| = 4

O
Priklad. Uréete p(1377).
Reseni. 1377 =3%*-17
©(1377) = o(3%) - p(17) = (3 —1) - 3% - (17 — 1) = 864 O
Priklad. Dokazte, ze pro vSechna prirozena cisla m, k plati:
p(m*) =m*' - p(m).
Resend. Oznacme m = pi* - ph> ... phn.
p(m") = p((py! ~p’§j€_~k- o)) = Py ph e i) = (M) p(ph2) - (Pl ) =
=0 o) 0y plpa) e T () =
= (p};)’f‘; P e(pr) - (pf]z’“‘l Pt p(p) ()=t o(pn) =
= (" s P ) T p(rt) - p(py?) - p(pyr) = m*1 - p(m) O

Priklad. Urcete tad ¢isla 7 modulo 15.



Reseni. R4d ¢isla @ modulo m je nejmensi takové &islo, pro néjz plati " = 1 (mod m).
Také vime, ze Tad r déli p(m). Protoze ¢(15) = 2 -4 = 8, staci ovérit ¢isla 1, 2, 4 a 8.

7' =7 (mod 15)

72 =49 =4 (mod 15)

"=(1")2=4"=16=1 (mod 15).

R4d ¢isla 7 modulo 15 je roven 4. O

Priklad. Uréete posledni éislici dekadického zépisu &isla 3123456,

Reseni. Urceni posledni &slice dekadického zépisu je ekvivalenti otdzce, jaky zbytek dava
zadané ¢islo po déleni deseti, a tedy i kongruenci modulo deset. Resime tedy kongruenci
3123156 =? (mod 10).

©(10) = p(2)p(5) =1-4=4

Z Eulerovy véty vime, ze plati 3* =1 (mod 10).

Protoze 123456 : 4 = 30864, miizeme zadanou kongruenci snadno vyftesit:

3123456 — (34)30864 = 130864 = | (;od 10). 0

11
Priklad. Uréete posledni &slici dekadického zapisu ¢isla 17557

Reseni. Resime kongruenci 1715 =9 (mod 10). Vyuzijeme vlastnosti fadu r ¢isla a, pro
ktery plati:

am =a" (mod m) < m=n (mod r)

V nasem ptipadé je a = 17 = 7 (mod 10), hledame tedy fad ¢isla 7 modulo 10.
0(10) =4 = r € {1,2,4}

7' =7 (mod 10)

72 =9 = —1 (mod 10)

7= (7)?=(-1)? =1 (mod 10) = r = 4.

175 = 75" = 7% (mod 10) & 15" = 2 (mod 4).

158" = (=1)8" (mod 4)A F4d &isla -1 modulo 4 je roven &slu 2 =

= (-1)®¥" =2 = (-1)Y (mod 4) © 13" =y (mod 2) = y =1 (mod 2) =
=r=-1=3 (mod 4) = 7" =7*=3 (mod 10) = 175 = 3 (mod 10)

PNV IE PR 13 NEE7RT
Posledni ¢fslici &sla 1757 je éislice 3. O

Priklad. Kolik m € N: 10° < m < 107 je délitelnych 7867
Reseni. m € {k-786,(k+1)-786,...,(k+1)-786 : k-m > 10° A (k+1) - 786 < 107}
pocet: [(x < 107) — (z < 109)]

107—1 106
5 - %] L

Priklad. Urcete pocet n € N:n < 100 A (n,36) = 1.
Reseni. 36 = 22 - 3

pocet cisel délitelnych 2. .. % =49
pocet cisel délitelnych 3. .. % =33
pocet cisel délitelnych 6. . . [%] =16
99 — (49 +33) + 16 = 33 O



