Zobecnene linearni modely
(GLM, generalized linear models)
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Parametry rozlozeni

Soubor dat (fada Cisel) mUuzeme charakterizovat parametry jeho
rozlozeni

Hlavni skupiny téchto parametru muzeme charakterizovat jako
ukazatele:
Stfedu (median, primér, geometricky primér)
Sitky rozlozeni (rozsah hodnot, rozptyl, smé&rodatna odchylka)
Tvaru rozlozeni (skewness, kurtosis)
Kvantily rozloZeni — kolik % fady dat lezi nad a pod kvantilem
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Distribucni funkce

Definice kvantilu dle distribuCni funkce - Kvantil rozlozeni (X, 5) je Cislo, jehoz
hodnota distribu¢ni funkce je rovna pravdépodobnosti, pro kterou je kvantil
definovan (d(x) ... distribucni funkce), tj. pokud vezmeme néjaky bod rozlozeni
a porovname jej s timto bodem (kvantilem), mame 95% pravdépodobnost, ze
bude mensi nez hodnota kvantilu (X; g5).

Pomoci distribu¢ni funkce mizeme urcit
jaky podil hodnot rozlozeni je mensi nez
dana hodnota — vyuziti pri statistickych
testech
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Zobecnéneé linearni modely (GLM)

GLM (Generalized linear models) jsou rozSifrenim linearnich
modeld (LM) s vetSi toleranci pro rtzné distribu¢ni vliastnosti
vysvetlovanych promennych.

GLM

()
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Prehled (nejznamejsich) rozdeleni z tzv. Exponencialni
rodiny rozdéleni

Normalni rozdéleni (Normal distribution)
Exponencialni rozdéleni (Exponential distribution)
Poissonovo rozdéleni (Poisson distibution)

Beta

Gamma

Alternativni rozdéleni (Bernoulli d.)

Binomické rozdéleni (Binomial d.)

Multinomickeé rozdéleni (Multinomial d.)

http://broiler.stat.vt.edu/~sundar/javal/applets/



http://broiler.stat.vt.edu/~sundar/java/applets/

Linearni regresni model

V klasickém linearnim regresnim modelu (specialni pfipad
zobecneneho linearnino modelu) systematicka Cast vyjadfuje
linearni vztah pro stfedni hodnotu E(Y) a pro xj - prediktory neboli
vysvetlujici promenne.

P
E(Y,)=p =B+ B X;.i =1...n
j=1

kde Bj jsou neznameé parametry, poCet nezavisle proménnych
(prediktoru) je p, poCet pozorovani je n.

Nahodna slozka modelu je reprezentovana nahodnymi chybami &i .
Rozdéleni techto nahodnych veli€in & je normalni ( a rozptyl neni
funkci stfedni hodnoty).

V realném svété ma mnoho procesu jiny nez linearni vztah a také
variance stochastické slozky muze byt zavisla na o¢ekavané
(stfedni) hodnote E(Y).




Zobecnény linearni model

Zobecnéné linearni modely (GLM) rozsSifuji klasické linearni
regresni modely ve dvou smeérech:

Predpokladané rozdéleni Y pro danou nezavisle promennou X/
nemusi byt normalni, ale muze rovnéz pochazet z tridy
exponencialnich rozdéleni, které zahrnuji dalezita rozdéleni jako je
binomickeé, Poissonovo, exponencialni nebo gamma.

Normalita chyb- Casto nesplneny predpoklad KLM

Zavislost hodnot vysvétlované proménné na hodnotach prediktoru je
dana linkovaci funkci g(ui) (link function):

g(E(Yi )) =1, =9() = "‘Z:Bjxij,

kde g(ui) je nelinearni linkovaci funkce, ktera spojuje neznamé
stfedni hodnoty vychoziho rozdéleni nahodné veliCiny Y

s hodnotami nezavisle proménnych.(Na funkci g(ui) je kladen
pozadavek, aby byla monotdonni a diferencovatelna)



Link function

Volba linkovaci funkce a predpokladany typ distribuce se ovSem
nemuze kombinovat nahodné. Linkovaci funkce, ktera pfislusi

danému rozlozeni se nazyva kanonicka linkovaci funkce (canonical
link function).

U linearnich modelu, ve ktrerych nahodna komponenta zavisi na
predpokladu, ze vysvétlujici proménna ma normalni rozdéleni je
kanonicka linkovaci funkce identita.



Linkovaci funkce

Linkovaci funkce, ktera prislusi danému rozlozeni se nazyva

kanonicka linkovaci funkce (canonical link function).

T FOm&nneé "Typicka" link Referenéni
ypp funkce distribuce
pocCty (frekvence) log Poissonova
pravdépodobnost
(relativni frekvence) logit nebo probit binomicka
rozmery, pomery _
inverze nebo log gamma
. vy . . : Gaussova
vzacne typy mereni identita ("normalni”)




Vystavba regresniho modelu:

Vhodné zvoleny regresni model by mél splnovat tyto kritéria:

obsahovat co nejmensi poCet parametra: vice parametru sice
zvysi presnost modelu, avsak pri aplikace na noveé data se
stava nevhodnym

Parametry by meély byt navzajem nezavisle: pouzité
parametry by se nemeély dat vyjadrit kombinaci ostatnich
parametru, coz je ovSem Castym problémem nelinearnich
modelu

funkce by méla spravné popisovat vysvétlovanou (zavislou)
promennou v extremech zavislosti i v jejim asymptotickem
chovani: pfi nizkych nebo vysokych hodnotach nezavisle
promenne nektere modely poskytuji nespravne limitni
hodnoty zavislé proménné



Multikolinearita

Multikolinearita - Existuji-li zavislosti mezi jednotlivymi nezavisle
promeénnymi modelu. Koeficienty determinace linearnich modelU
(jedné nezavisle promenne na ostatnich nezavisle promennych)
jsou vysokeé (vétSi nez 0,5). Nezavisle proménné jsou navzajem
korelované.

Odhad regresnich parametrt — velky rozptyl.

| vyznamné nezavisle proménné se jevi jako nevyznamneé, popr.
parametry mohou mit opacné znaménko...

Obtizna interpretace parametrd beta. (Obvykle: Koeficient beta1 Ize
interpretovat jako stredni zmenu Y pri jednotkové zmeéne X1 a
nezmenene hodnote X2. Nyni vsak X1 a X2 vzajemne korelovane,
proto nelze predpokladat, Ze pfi zméné X1 zustane X2 nezménéna.)

Priklad 1: obvod pasu a vaha vyznamné korelované
Priklad 2: Vyska platu a dané uzce korelované

F{eéer_ii: meéné proménnych v modelu, vyloucCeni korelovanych
nezavislych promennych.



Vystavba modelu

LM

GLM

Odhad parametru
modelu

Metoda nejmensSich
Ctvercu

Metoda maximalni
vérohodnosti

Signifikantni T-test Test pomerem
prediktory F-test verohodnosti

Walduv test
Hodnoceni vhodnosti | Koeficient deviace
modelu determinace AIC




Véerohodnost (Likelihood)

Vérohodnostni funkce (likelihood function) — je funkci parametr(
modelu. Je to pravdépodobnost, s jakou Ize ziskat naméfena data, v
pripadé, ze parametry modelu jsou dané.

Metoda maximalni vérohodnosti (maximal likelihood method) -
vede k takovym hodnotam odhadu parametru, které maximalizuji
pravdepodobnost ziskani naSi pozorované mnoziny dat.

Jsou hledany takové parametry, pro které je vérohodnostni funkce
maximailni.

Pro snadné&jSi vypocet se vérohodnostni funkce logaritmuje —
logaritmicka vérohodnostni funkce (log-likelihood function)



Verohodnostni funkce

Pro danou distribuci ur€enou f(yi ; 3,F) a pozorovaniy = (y1, y2, . . .,
yn)', je vérohodnostni funkce ( log-likelihood function) pro 3 a F,
vyjadrena jako funkce stredni hodnoty y = (u1,..., un) zavisle
proménné {Y1, Y2, ..., Yn} ama tvar:

l(y) = ilog f(y;:B.9)

U klasickych linearnich regresnich modell se jako kritérium pro odhad
neznamych 3 = (130, B1,..., Bp) parametrl pouziva metoda
nejmensich ¢tvercl. Pokud jsou pozorovani nezavislé a normalné
rozlozené s konstantnim varianci s2, je odhad parametru 3 a s2
pomoci metody nejmensich ¢tvercu ekvivalentni k odhadu maximalni
vérohodnosti.



Maximalni verohodnost

Odhad maximalni vérohodnosti parametru 8 mizeme
dosahnout napr. pomoci iterativniho algoritmu re-weighted
least squares (IRLS) (podrobny popis McCullagh and Nelder,

1989) nebo Newton-Raphsonova metoda (podrobny popis
Harrell,2001).
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Vyznamnost proménnych

Mame —li odhadnuté regresni parametry, musime urcit statistickou
vyznamnost vsech nebo jednotlivych vysvetlujich promennych
zahrnutych do modelu. To znamena, ze zkoumame zda dana
promeénna (nebo skupina k-dannych proménnych) po pfidani do
modelu prinese statisticky vyznamné zpfesnéni predpovézenych
hodnot Y.

Polozime tedy vektor regresnich koeficientu k testovanych kovariat
rovny nule.

tedy:

Hy:8,=0,J=1..m

V nasem pripade jsou kovariaty vysvetlujici promenne (prediktory),
které zahrnujeme do modelu a u nichz zatim nezname jejich prispevek
do modelu.

K otestovani vyznamnosti regresnich koeficientl se pouziva napr. test
pomérem vérohodnosti (likelihood ratio test), Waldulv test...



Test pomérem verohodnosti

pouzivame na porovnani globalni hypotézy, ze zadné efekty nejsou
statisticky vyznamné proti pilnému modelu odhadnutému MMV.

Pouziva statistiku LR,.

| zahypotézy H,
| s MMV odhadem

LR=-2In

Polozime tedy proti sobé alternativu modelu bez testovanych kovariat proti
uplnému modelu (se vSemi kovariatami) s regresnimi parametry
odhadnutymi metodou maximalni vérohodnosti.

Pri velkém n ma statistika LR pfiblizneé x2 rozdeleni (chi-kvadrat) se stupni
volnosti rovnymi poCtu odhadovanych parametru. LR test se vyuziva pri
testovani hypotézy, ze vSechny regresni koeficienty jsou rovny nule , 3 =
(RO, B1,..., Bp)=0

Nulovou hypotézu zamitame na hladine vyznamnosti a jestlize
LR > x21-a (p), kde p je poCet odhadovanych parametru.



Walduyv test

Walduv test se pouziva k otestovani statistické vyznamnostsi
daného prediktoru nebo skupiny prediktoru

Waldova statistika W, ktera je zevseobecnénim t- nebo z-
statistiky je funkce rozdilu MMV odhadu a hypotetické
hodnoty regresniho parametru testované kovariaty,
normalizovaného odhadem standardni odchylky MMV
odhadu.

Tato statistika ma pfi dostate¢né velkém n priblizné x?2
rozdéleni (chi-kvadrat) se stupni volnosti rovnymi poctu
odhadovanych parametru.

Nulovou hypotézu zamitame na hladiné vyznamnosti a
jestlize W > x?1-a (p), kde p je poCet odhadovanych
parametru.



Oveéerovani vhodnosti modelu

Podobné jako rezidualni soucet ¢tvercu v linarnich regresnich
modelech se i v ZLM testuje hypotéza o vhodnosti modelu
(goodness-of-fit ). Ureni vhodné modelové rovnice je
zakladem vSech regresnich modeld.

Jednim z dulezitych principu regresnich modelu je zasada
jednoduchosti- jednodussi model, ktery dobre popisuje nase

Vg VIV /S

dokonale
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skalova deviace D (scaled deviation)

K otestovani vhodnosti modelu slouzi sSkalova deviace D:

D(y;p) =2[I(y;y) - lI(;y)]

Kde l(¥;¥)je maximaing vérohodny odhad, ve kterém jsou fitované hodnoty
rovny pozorovanym hodnotam a |(J1;y) je vérohodnostni funkce
odhadnutych parametru 3.

Deviace je velmi uzitec¢na pri srovnani dvou modeli z nichz jeden je
podmodelem (submodelen) druhého.

MMV odpovida hledani minima deviace modelu.

Je-li D > y2, (n-m), kde m (n) je po¢et odhadovanych parametra
submodelu (celkového modelu), pak je model nevhodny.
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Akaikovo informacéni kritérium
(Akaike information criterion, AIC)

AlC=-2(maximum logaritmované vérohodnosti — pocCet
parametru modelu)

Cim je hodnota AIC mensi, tim je model lepsi.
AIC penalizuje modely s velkym pocétem parametru
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Analyza rezidui

Analyza rezidui je dulezitou soucasti ovéfovani vhodnosti
modelu. Muzeme tak zjistit, zda vychozi pfedpoklad o
rozdéleni nahodnych chyb ¢i tvaru linkovaci funkce byl
spravny.

Pomoci rezidui zjistime body, jejichz reziduum je velmi
odliSné od ostatnich pozorovani. Pokud se v grafu objevi
zavislost rezidui na prediktorech nebo variabilita rezidui roste
v zavislosti na veliCinach modelu, musime cely model znovu
prehodnaotit, popf. jej vytvorit od zacatku.

Typy rezidui: Pearsonova (standartizovana) rezidua,
Ascombova rezidua, deviacni rezidua, rezidua stabilizujici
rozptyl etc



Nejznamejsi typy rezidui v GLM

Pearsonova (standardizovana) rezidua (linear)
-nevyhodou je, ze pro nenormalni rozdeleni jsou zesikmena

Standardizovana transformovana rezidua (transformed
linear)

-rezidua se transformuiji aby se jejich rozlozeni blizilo
normalnimu

1) Anscombova rezidua — snaha je, aby
transformovana rezidua meéla nulovou Sikmost

2) Rezidua stabilizujici rozptyl - cilem je, aby u
transformovanych rezidui nebyl rozptyl funkci stfedni
hodnoty, ale konstantni

IBA
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