Analyza casovych rad

Z.akladni informativni prehled

Dekompozice CR
Box &Enkinsovy modely (AR, MA, ARMA)
Spektralni analyza



Casova fada (time serie)- definice

Casova fada (CR) je chronologicky uspofadana
posloupnost pozorovani urcitého statistického
ukazatele.

Jedna se o spojity znak méreny v pravidelnych
(nepravidelnych) ¢asovych intervalech
Diskretni body pozorovani t=1,...,n:

y,i=1...,n



Ptiklady c¢asovych fad

Vyvoj ekonomickych ukazatelu (burza,
pasazeéri prepraveni leteckou spolecnosti)

Prutok rek (Nil)

Aktivita slunce — slunecni skvrny (perioda 11
let)

Télesna teplota organismu



Ulohy fesené v souvislostt s CR

Porozuméni mechanismu, na zakladé kterého jsou
generovany sledované udaje. (pf. rozpoznani
cyklického chovani, urCeni trendu)

Znalost modelu umoznuje predikovani budouciho
VyVoOje.

Poznamka: budeme zkoumat statistickou casovou
fadu (jeji chovani je zatizeno nejistotou). Nebudeme
zkoumat deterministické Casove rady (chovani lze
striktné popsat matematickymi vzorci).




Specifické problémy casovych rad

Problémy s volbou ¢asovych bodt pozorovani
(atmosféricky tlak)

Problémy s kalendarem
pr. nestejny pocet dni v mésici

Nesrovnatelnost jednotlivych méreni
chybi méreni na nékterych subjektech
zména zpusobu méfeni — hladina reky NIL

Nedostate¢na délka ¢asové rady
prilis kratka — nedoporucuji se nekteré
metody
prilis dlouha — méni se charakteristiky rady



Slozky casovych fad

Trend (odrazi dlouhodoby vyvoj) - Trt

Sezodnni slozka - seasonal component (periodicka
slozka se znamou periodou, pr. rok,den) - Sz,

Cyklicka slozka (periodicka sloZzka s neznamou
periodou) - C

4

Residualni slozka (zbytkova, nahodna4, iregularni), E
na rozdil od regrese nejsou chyboveé slozky mezi
sebou nezavislé — autokorelace! — vSechny vlivy,
které na Casovou fadu pusobi a které nedokazeme
systematicky podchytit a popsat



Nahodna slozka: plati —li predpoklady

E(€i) = 0 pro kazdé i=1,2,...,n

Stfredni hodnota nahodné slozky je nulova. Tato podminka
znamena, ze nahodna slozka nepusobi systematickym
zpusobem na hodnoty Casoveé fady Yi.

E(ci) = 02 pro kazdeé i=1,2,...,n
Rozptyl nahodné slozky je konstantni. Tato podminka

vyjadruje, ze variabilita nahodné slozky nezavisi na hodnotach
systematickych slozek a je rovha neznamé kladné konstanté .

Cov (¢i g)=0 pro kazdé i # j=1,2,...,n
Kovariance nahodné slozky je nulova. Hodnoty nahodné slozky
jsou tedy nekorelované.

€i maji normalni rozdéleni pro kazdé i=1,2,...,n.

1+2+3 bily Sum
1+2+3+4 normalni bily Sum



Dekompozice ¢asovych fad

Aditivni dekompozice
y,=1Tr,+C, + 8z, + E

Multiplikativni dekompozice
Y :Trt 'Ct 'SZt 'Et



‘ Aditivni dekompozice
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Multiplikativni dekompozice
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Metody modelovani trendu

Adaptivni postupy modelovani trendu
klouzavych pruméru
exponencialniho vyrovnavani
Modelovani pomoci matematickych kfivek



Periodicka slozka a autokorelace

Lze prokazovat a hodnotit po odstranéni
trendu a sezdnniho kolisani — ,o¢isténi“ CR
od nekterych slozek, odfiltrovani

Specialni postupy — nelze mechanicky vyuzit
linearni regresi ¢i linearni vyhlazovani



Modelovani pomoci matematickych kfivek

Tvar casoveé rady: Yt = Tt + ¢t

Odhad parametrt trendoveé funkce — metoda
nejmensich ¢tvercu

Regresni model, kde v roli vysvétlujici
proménne vystupuje cas



Modelovani pomoci matematickych kfivek

konstantni trend (nékdy se takova rada oznacuje jako fada bez
trendu)
Tt=B0 prot=12,...,n

linearni trend
Tt=B0+B1t prot=1.2,...,n
kvadraticky trend
Tt=B0+B1t+B21t2 prot=12,...,n
exponencialni trend
Tt=B0B1t kde 1>0, prot=12,...,n
modifikovany exponencialni trend
Tt=B0+B1B2t kde B2>0, prot=12,...,n
logisticky trend
Tt=y/(1+B0B11t) kde B2>0, prot=1,2,...,n
Gompertzova krivka
In(Tt) =y+B0B1t kde B2>0, prot=12,...,n



Metoda klouzavych pramerua
(moving averages, M.A)

Adaptivni pristup k trendové slozce

Adaptivni metody jsou schopny pracovat s trendovymi
slozkami, kieré se méni v Case.

Pozorovani Yt porovnavame s vazenym prumérem (linearni
kombinaci) m sousednich pozorovani (vCetné Yt).Napf.

1

S (3,120, 17X, 412, =3, )

t+1

Snaha vyhladit nahodilé vychylky a zachovat ,primérny“ vyvoj

Vhodné zejména k interpolaci a nalezeni dosud prehlizenych
systematickych vlivu -

Jednoducheé klouzavé pruméry — bézné aritmetické prumeéry.



Metoda klouzavych pramerua
(moving averages, M.A)

Urcéeni vah

Koeficienty(vahy) pevné dané a konstantni pro celou
cas.fadu nebo odhadnuty viz.bod 2.

MA jsou ekvivalentni vyrovnavani kratkych useku rady
urCitymi matematickymi kfivkami -> odhad parametru.

Vlastnosti:

Soucet vah klouzavych prameéru je roven 1.
Vahy jsou symetrické kolem stfedni hodnoty
Problémy:

volba radu matematicke krivky

volba délky posloupnosti, m — (¢im vétsi délka, tim vétsi
vyrovnani)



‘ /vara: Statistika

priklad: klouzavé praméry rezidui (m =7)
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Exponencialni vyrovnavani (exponential
smoothing)

Adaptivni pristup k trendové slozce

Vychozi idea: v poslednim pozorovani se projevuje
vliv vsech dostupnych predchozich

Tento vliv je postupné utlumovan: tj. nejvétsi vliv ma
bezprostfedné predchazejici pozorovani, nejmensi
vliv ma pozorovani v ¢ase nejvzdalengjsi. (tj. vahy
nejsou symetricke )

Pouzitelné k predpovédi




Exponencialni vyrovnavani

Modifikace metody nejmensich Ctvercu

Vahy jednotlivych ¢tvercu se smérem do minulosti
exponencialné zmensuiji.

Symbolem se stfiskou oznacCujeme vyrovnanou
hodnotu v Case t. Vzhledem k témto hodnotam je
minimalizovan vyraz

=9+ =9 ) e+ ,—9.,)a +..
Kde 0<a <1 je vyrovnavaci hodnota.
Jednoduché (konstantni trend), dvoijité (linearni

trend) a trojite (kvadraticky trend) exponencialni
vyrovnavani.



Jednoduché exponencialni vyrovnavani

Vyraz pro vypocet exponencialné vyrovnanych hodnot se

Castéji prevadi do nasledujiciho (rekurentniho) tvaru:

Praktickeé vyuziti:

Nejprve polozime: 51 =Y

Adale: s, =ay,+1-a)y,

yy=ay;+(1-a)9,

Obecné: s =a+1-a5,

Interpretace:
Exponencialné shlazena hodnota v Case tje rovna
vazenemu souctu hodnoty fady v tomto €ase t (s vahou a.)
a predchozi shlazené hodnoty v Case -7 (s vahou a-1).



‘ /vara: Statistika

exponencidlni vyrovnavani rezidui (704,0 pro w=0,1, 701,6 pro w=0,25)

o
=
—
=
T <
-
o
wl
@ il
| -
o
N_
I

1996 1998 2000 2002 2004

obdobi[-39]



Box-Jenkinsovy modely

Dekomposiéhi metody — prace se
systematickymi sloZzkami CR (trend, sezénni
a cyklicka slozka), jednotliva pozorovani se
berou jako nekorelovana.

Box-Jenkinsovy modely — zakladni prvek
konstrukce modelu CR je residudlni sloZka,
ktera je tvofena korelovanymi (zavislymi)
nahodnymi veli€inami. Zaméruje se na
vysetreni zavislosti — korelacni analyza.




Typy modelt

Modely pro residualni, nahodnou slozku
Model klouzavych souctu (Moving average),

MA Nezamériovat s metodou klouzavych pramérd
Autoregresni modely, AR
Smisené modely, ARMA

Modely pro CR se zjevnym trendem nebo
sezonni slozkou

Integrované modely, ARIMA




Vyhody a nevyhody

Tvorba modelu pfimo z dat - nelze vytvofit model
,nypoteticky“, na zaklade nejaké teorie

Vyhody

Flexibilita, rychla adaptace na zmeny v charakteru
CR

Dobré praktické vysledky

Nevyhody

Pozadovana délka CR je alespori 50 pozorovani.

Neexistuje jednoduchd interpretace. Rada je
modelovana pomoci nahodnych soku. ©



Stacionarita casové rady

Stacionarita znamena, ze chovani ¢asové rady je stochasticky
ustalené.

Striktni stacionarita — pravdépodobnostni chovani je
invariantni vuci posunum case. Pro libovolné h je rozdélenj
vektoru (y,l oo Vi )stejné jako rozdéleni vektoru(yzﬁh,---, Vi

Slaba stacionarita — konstantni stfedni hodnota, konstantni
rozptyl, kovariance invariantni vic¢i posunu v ¢ase, tj. pro
libovolné h plati

cov(y,, ¥,)=cov(y, 40 Y )
Zavislost mezi dvéma libovolnymi pozorovanimi zavisi na
vzajemnem ¢asovém umisténi, nikoliv na jejich skutecném
casovem umisténi.




Pomoci Box-Jenkinsovy metodologie Ize
modelovat jen slabé stacionarni Casove rady.

Nestacionarni CR |ze pfevést na stacionarni
pomoci tranformaci (napf. diferenciaci).




Autokovariancni a autokorelacni funkce

Autokorelaéni koeficient — jedna je o korelacni koeficient
vypocéteny mezi ¢leny ¢asové fady a stejné ¢asové rady

osunuté o k.
P corr(Y.,Y, )

Autokovariancni funkce (ACF) — zavislost mezi hodnotami
autokorelacniho koeficientu a hodnotami posunu k. Hodnoty
autokorelacni funkce se pohybuji v rozmezi od -1 do 1.

Korelogram — graficky zaznam autokorelacnich koeficientu pro
jednotliva k.

KO hodnota, za kterou byva autokorelacni funkce nulova



Metoda klouzavych souctu

Nejjednodussi model MA(1)

y, =& +0€&,_

Model MA(q)

y, =& +0€,_,+6,E ,+..+ Hqgt_ .

Kde ¢je bily Sum a i jsou parametry
K0=q



Autoregresni proces

Nejjednodussi model AR(1)

yt — ¢1y,_1 +€t

Model AR(p)

yt — ¢1yt—1 +¢2yt—2 +"'+¢pyt—p +gt

Kde ¢je bily sSum a %ijsou parametry



ARMA

Nejjednodussi model ARMA(1,1)

Y, =@y, +tE+OE,_

Model ARMA(p,q)

YVi=0Y TPy, , T TPy, TE T O&_ +0,6 ,+...+ Hqu—q

Kde ¢je bily sum a ¢, 6,jsou parametry



Spektralni analyza

( P. Dobrovolny: Statistické metody zpracovani dat)

zalozena na predpokladu, ze ¢asova rfada je
souctem funkci sin a cos o rozli€nych amplitudach
a frekvencich.

Tato koncepce predevsim umoznuje nalézt
vyznamna cyklicka kolisani.

Pracuje s pojmy spektrum a frekvence.

Analyza vysetfuje spektrum rady (ij. zjistuje
intenzitu zastoupeni jednotlivych frekvenci a jejich
parametru v ¢asove rade).

Pfedmétem analyzy neni ¢asova proménlivost ale
zmeény ve frekvencich.



Frekvence, Perioda

FREKVENCE (f) — pocCet cyklu realizovanych
za jednotku Casu. Napfr. pocCet slozenek na
posté ma frekvenci 12 cyklu za rok tj. f=12.

PERIODA (T) — Cas potfebny k realizaci
jednoho cyklu T=1/f, tedy frekvence 12
predstavuje periodu T=1/12 = 0,0833 roku.

Jestlize dosavadni metody analyzy |ze oznacit jako

metody v Casove domené (oboru), periodicka a
cyklicka kolisani Ize dobre studovat v tzv. spektralni
domene.



‘ Princip spektralni analyzy

y, =a,+ ZZZI [ak cos(27f t)+b, sin(27szt)]

fi=klq

= Fourierova rfada (g=infty)




Princip spektralni analyzy

Parametry vypovidaji o tom, do jaké miry prislusna
funkce sin ¢i cos koreluje s daty v ¢asove radé.
Hodnota g oznacuje pocet sin Ci cos funkci, které jsou
pouzity pro rozklad rady.

Spektralni analyza identifikuje stupen korelace funkci

sin €i cos s ruznou frekvenci s pozorovanymi
hodnotami ¢asové fady.

Vysoka hodnota koeficientu sin €i cos znaci, ze v dané
¢asové radeé je silné zastoupena periodicka slozka
s odpovidajici frekvenci (periodou).



Interpretace vysledku

Vysoka hodnota urciteho koeficientu tedy rika, ze
v Casove radeé je obsazena vyznamna cyklicnost
s danou frekvenci (Ci délkou periody).

K interpretaci vysledku rozlozeni ¢asove rady na
jednotlivé sin a cos ¢leny jsou vhodné graficke
metody.

Znazornuji hodnoty ,periodogramu‘ ¢i hodnoty
,spektralni hustoty“ vypoctené pro jednotlivé
frekvence (periody).



Periodogram

Funkce sin a cos jsou vzajemné nezavislé
(ortogonalni) — potom muzeme vypocitat sumu
druhych mocnin koeficientu pro kazdou frekvenci a
obdrzet tak hodnotu periodogramu

P, =(a, +b))*N/2
Pk — hodnota periodogramu na frekvenci fk
N — pocet Clenu ¢asové fady

Neparametricka metoda odhadu spektralni hustoty



Spectral plot

Hodnoty periodogramu obsahuji mnoho nahodnych
fluktuaci, mnoho vrcholu.
Pro analyzu je podstatnéjSi nalézt takové oblasti

frekvenci, které obsahuji mnoho sousednich
frekvenci.

Takovych, které nejvice prispivaji k cyklickemu
chovani rady - tedy oblasti frekvenci s nejvétsimi
spektralnimi hustotami.

Vyhlazenim periodogramu, napi. pomoci klouzavych
prumeru
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