Markovovy fetézce s diskrétnim

casem
Z.akladni informativni prehled




Priklad: epidemie spalnicek

Model epidemie spalnicek.

Dité muze byt budto zdrave bez protilatek (Z),
nemocné (N) nebo zdrave s protilatkami (P) po
prodélaném onemocnéni.

Cisla nad Sipkami udavaji pravdépodobnosti a jakou
béhem nasledujiciho tydne dojde ke zméné stavu
ditéte.
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Model epidemie spalnicek. \Q> 1

Dité muze byt budto zdravé bez protilatek (Z), nemocné (N) nebo
zdravé s protilatkami (P) po prodélaném onemocnéni.

Cisla nad Sipkami udavaji pravdépodobnosti, Ze b&hem
nasledujiciho tydne dojde ke zméné stavu ditéte.

Je-li dité zdravé a ma protilatky (je ve stavu P), jiz nemuze
onemocnet

Je-li dité zdravé a zatim nema protilatky (stav Z), pak s
pravdépodobnosti % zustane zdravé.

Pravdépodobnost, Zze se dité béhem nasledujiciho tydne uzdravi
je 1/3 (pfejde ze stavu N do stavu P).

Je-li dité nemocné (stav N), nemulze se uzdravit a pfesto
neziskat zadné protilatky (stav Z).



Model popisujici vyvoj néjakého realneho
stavoveho systému, kiery se méni v ¢ase
Uvazujme vyhradné diskrétni ¢as (existuji
modely i pro spojity ¢as)

Zname vsechny stavy

Terminologie pochazi z fyziky



Markovska vlastnost

Stav v urcitem Case zavisi pouze na stavu v Case bezprostiedne
predchazejicim

Nezavislost na ,historii“

PF.: mys v labyrintu, vybere si dvere (se stejnou pravdepodobnosti)
a presune se do dalsi komurky: kam se rozhodne jit nezavisi na
tom, odkud pfigla - ma nulovou pamét— MR

PF.: nikdy se nevréti zp&t do komurky, ze které pfisla — NE MR

Pravdépodobnosti pfechodu z jednoho stavu do druheho - zapis
pomoci matice pravdépodobnosti prechodu (Ctvercova).

Matice pravdépodobnosti pfechodu je tzv. stochasticka matice -
soucet v radcich musi byt 1 ! (Soucet pravdépodobnosti pres
vsechny moznosti)

Markovuv retézec je urCen pocatecnim rozdelenim a matici
pravdépodobnosti prechodu.



Priklad: epidemie spalnicek — matice

prechodu
Mati &
prz\'lgeépo_ Pristi tyden
dobnosti
pfechodu |/ N P
Te |Z [3/4|1/4 |0
nto
tyd [N [0 |2/3]1/3
en

P (0 |0 |1

Pocatecni rozdéleni
Z:1
N: O
P:0



Priklad: Pajcovna aut

Pobocky autopujéovny: Praha, Brno, Ostrava

Zakaznik si v pobocce pujCi auto, které pak vrati v libovolne
pobocce

Napr.: Praha - Brno, Ostrava - Brno, Brno - Brno
Auta se mezi pobockami "prelévaji”.

Neni firemni Sofér, ktery by auta vozil zpét

Na zacatku je v kazdé pobocéce 30 aut.

? Kolik aut bude v kazdé pobocce po obslouzeni prvnich 15
zakazniku?

? Muze se stat ze v nékteré pobo€ce nezbyde zadné auto?
? Kolik parkovacich mist v jednotlivych méstech pfipravit ?



Priklad: PGjcovna aut — matice prechodu

(soubor: Auticka.xls)
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Pocatecni rozdéleni
P: pravdépodobnost, ze lib.
autojev P je 1/3

B: pravdépodobnost, ze lib.
auto jevBje 1/3

O: pravdépodobnost, ze lib.
autojevOije 1/3



Pst, ze auto zapujcené v Praze se vrati do prazskeé
pobocky je 0,8.

Pst, Ze auto zapujcené v Brné se vrati do prazské
pobocky je 0,3.

Pst, Ze auto zapujcené v Brné se vrati do brnénské
pobocky je 0,2.

PocatecCni rozdéleni je (1/3,1/3,1/3)
soubor: kradeze auta (policie zlodeje nikdy
nevypatra, auto se nikdy nevrati zpét):

kradez = absorpéni stav
Stacionarni — ustaleny stav



Formalni zé.pis

Posloupnost nahodnych veliCin, které nabyvaji
pouze celoCiselnych hodnot

1X,,ne Ny}
S — mnozina stavu, prvky S nazyvame stavy
S={0,1,...,N}
P(X, =i)>0,ie S
Markovska vlastnost

PX =jlX =i,X =i ,...X,=i,)=P(X ,=jlX =i)

n+l



Pravdépodobnost pfechodu ze stavu / do stavu
J, vcase n

P(X,,=jlX,=0)=p;,(n,n+1)

p;tvori prvky matice pravdepodobnosti
prechodu (uvazujme, ze pravdépodobnosti
pfechodu nezavisi na Case)

pijZO,i,je S;Zpij=l,ieS

w Ve JES \'4 Ve V4 V4
Pravdépodobnostni rozdéleni p se nazyva
pocatecni rozdéleni Markovova retézce

P={P,-,ie S},piZO,ie S;Zpizl
ieS

p.=P(X,=i)ie S



P — Matice pravdépodobnosti pfechodu
p(0) — pocatecni rozdéleni (vektor sloupcovy)
p(n) — rozdéleni v Case n (vektor sloupcovy)
p(D)" =p(0)' P
pn+1)" =p(n)' P
p(n+2)" =pn+1)'P=pmn)' P-P=pn) P
p(n)" = p(0)" P"

P" - n-t4 mocnina matice pravdépodobnosti
prechodu



Priklad: Ptjcovna aut — matice pfechodu

(soubor: Auticka.xls) [J&% KAM
dobnosti P B O
prechodu

ob P (08 0,1 |0,1

KU |B |03 |02 |05

D

O 0,2 10,6 |02
pp(n+1)Y 08 0.1 0.1
ps(n+1)| =(p,(n) py,(n) p,(n))-]03 02 0.5
Po(n+1) 02 06 02

pp(n+1)=p,(n)-0.84 p,(n)-0.3+ p,(n)-0.2
ps(n+1)=p,(n)-0.1+ py(n)-0.2+ p,(n)-0.6
po,(n+1)=p,(n)-0.1+ p,(n)-0.5+ p,(n)-0.2



Dalsf pitklady MR s diskrétnim ¢asem

Opily namornik na molu
Nahodna prochazka na pfimce
Dostihy a sézky; Clovéde, nezlob se

Modelovani pruchodu studentu studiem (stavy: odejde ze skoly,
postoupi do dalsiho roCniku, opakuje ro¢nik)

Otrava pracovniku v tovarné (stavy: zasazeny organismus - zadné
projevy otravy, zasazeny organismus - potize, "zdravy organismus”
pred expozici) —sledujeme po tydnech
Modelovani epidemii (stavy jedince: zdravy, nemocny, uzdraveny s
protilatkami ) — sledujeme po tydnech



Markovovy fetézce se
spojitym casem

Priklady:

1. Rakovina prsu (stavy: Zzena zdrava,
preklinické stadium, klinické stadium) —
vyuziti pfi modelovani u€inku
screeningu

2. Mutace pozice DNA



Zelen and Feinleib (1969) — model with an exponential distribution of time spent in the
preclinical phase

Every subject begins with no detectable disease at all. Some subjects will develop
the disease of interest. some will remain free of the disease all their lives.

For subject who develops disease, at a certain time t1, the person will pass to a state
in which the disease is asymptomatic but can be detected by a screening test
(PCDP). This phase is called the preclinical detectable period.

For this subject, at a certain time t2 (12>t1), the disease will become clinically

symptomatic. In the absence of screening, this is defined as the time of
diagnosis.
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Zelen, M., and Feinleib, M. (1969), "On the Theory of Screening for Chronic Diseases," Biometrika, 56, 601-614.




Markov chain — model of a physical process in which individuals move at
random and independently between states

Clinical state is an absorbing state (it is not possible to move to another state)

Markov assumption — if an individual’s state at time tis known, individual’s
history before time t does not add any information to prediction of the
individual’s state after time t

Assumed distribution of time spent in a given state is exponential

Spontaneous regression is impossible

Reach the clinical phase, a tumor must pass trough the preclinical

- /11 _/12

No disease Clinical disease




States:
0 — no disease

1 — preclinical disease ,12 - Transition rate from preclinical to clinical disease
2 — clinical disease

21 - Transition rate from no disease to screen-detectable disease

_ TranSition matrix Transition rate is the probability of moving from one state of the Markov chain to
Stat another in an instantaneous period of time. For non-instantaneous periods, the
=liE corresponding quantity is known as a transition probability. a1 = prob. Of a

O 1 woman progressing from no disease to a preclinical disease in an infinitesimally

— 0
o=ulo 5 MST =1/ 4,
2

small period of time.

0 0 O
+ Transition probability matrix

State
0 | 2
0 (Foo(®) Fy(@) Fy(0)
P: State 1 0 P(#) R,(1) | =
21 0 0 |




