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Jedna a více nezávisle prom�nných
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� n objekt�
� Pro každý objekt: pozorované veli�iny X a Y - spojité
� Pozorování, objekty – navzájem nezávislá
� Zajímá nás závislost veli�iny Y na X – POZOR! –

nutná podmínka je, že závislost je stejná pro 
všechny zkoumané objekty.

� P�íklad: V egyptské vesnici Kalama se studoval vliv 
výživy na zdravotní stav d�tí. P�i této p�íležitosti se 
m��ily pr�m�rné výšky d�tí (v cm) ve v�ku od 18 
m�síc� do 29 m�síc�. 

� ? Jaká je závislost výšky dít�te na  jeho v�ku?



� X,Y – náhodné veli�iny (st�ední hodnota, 
rozptyl)

� Existuje souvislost mezi st�edními hodnotami 
N.V.?  

.12,...,1,10 =+= iXEY ii ββ



Y

X

Y

X

Designed experiments Observational experiments

Máme kontrolu na X

Regrese - funk�ní vztah dvou nebo více prom�nných
závislost jedné veli�iny na druhé 
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� Analytické vyjád�ení 
p�ímky, rovnice

� Analytické vyjád�ení 
roviny, rovnice

XY 10
ββ += 22110

XXY βββ ++=

XY 32 += 22132 XXY ++=
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niXY iii ,...,1,10
=++= εββ

• Systematická 
�ást modelu

• Náhodná �ást, složka  
modelu (náhodné chyby, 
random error)

Obecn� hledáme takové beta, tak aby systematická �ást 
modelu vysv�tlovala co nejvíce Y (závisle prom�nnou).
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niXY iii ,...,1,10
=++= εββ

• Závisle prom�nná

• Dependent variable

• Response

• Output

•Jedná se o veli�inu, kterou 
zkoumáme a cht�li bychom najít 
její popis pomocí dalších 
m��ených veli�in.

• Nezávisle  prom�nná (Independent variable)

• Vysv�tlující prom�nná (Explanatory variable)

• Kovariáta (covariate)

• Prediktor (predictor)

• Regresor

•Jedná se o veli�iny, které nám slouží pro popis 
závisle prom�nné.

P�íklad - Kalama:  V�k  = nezávisle prom�nná(X), horizontální osa
Výška = závisle prom�nná(Y), vertikální osa
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niXY iii ,...,1,10
=++= εββ

• Pr�se�ík s 
osou Y 

• Intercept

• Sm�rnice

Interpretace parametr�:

Sm�rnice: o kolik se zm�ní hodnota závisle 
prom�nné, jestliže hodnota nezávisle 
prom�nné vzroste o 1 jednotku.

Pr�se�ík: udává hodnotu závisle prom�nné, 
jestliže hodnota nezávisle prom�nné je rovna 
0.
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� Lineární závislost – p�ímka
� Height=64.9+0.635Age
� Pr�se�ík: 64,9
� Interpretace ad absurdum: 

výška dít�te ve v�ku 0 
m�síc� (tj. p�i porodu). Ale 
to by byla extrapolace, 
tedy rozší�ení modelu na 
oblast, kde jsme data 
nem��ili.

� Sm�rnice: 0,635
� Dít� starší o jeden m�síc je 

v pr�m�ru v�tší o 0,635 cm.

Y = 64.9+0.635X
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� Je-li závisle prom�nná spojitá a nezávisle prom�nné jsou spojité 
nebo diskrétní (podmínkou je, že alespo� jedna nezávisle 
prom�nná je spojitá) a jsou-li spln�ny jisté p�edpoklady, o 
kterých budeme hovo�it pozd�ji, m�žeme p�istoupit k budování 
lineárního regresního modelu. 

� P�i tvorb� modelu (obecn�, nejen lineárního) postupujeme 
následujícím zp�sobem:

1. Odhadneme parametry modelu
2. Hledáme významné (signifikantní) prediktory
3. Na záv�r hodnotíme vhodnost námi vytvo�eného modelu, jak 

dob�e popisuje funkcionální závislost mezi závisle prom�nnou a 
nezávisle prom�nnými.
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� Svislé odchylky 
nam��ených hodnot od 
regresní p�ímky 
nazýváme residua.

� i-té residuum 
vypo�teme jako rozdíl 
skute�n� nam��ené 
hodnoty Y a hodnoty 
predikované regresním 
modelem 

( ) iiiiiii XYXYYYsiduum 1010Re ββββ −−=+−=−=
∧
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� Výsledný minimální sou�et �tverc� residuí  
(pro b0 a b1) nazýváme residuální sou�et 
�tverc� (residual sum of squares), . eS

2

1´
10 )(�

=

−−=
n

i
ie XbbYS
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Interaktivní hrátky:

•http://hadm.sph.sc.edu/COURSE
S/J716/demos/LeastSquares/Lea
stSquaresDemo.html

•http://ite.pubs.informs.org/Vol1N
o1/ErkutIngolfsson/ErkutIngolfsso
n.php

•http://www.causeweb.org/reposit
ory/statjava/ (statistical 
application -> regression)
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� Metoda nejmenších �tverc� spo�ívá v minimalizaci p�es   
a  sou�tu �tverc� reziduí. 

� Výsledné hodnoty  a , pro které je sou�et �tverc� 
minimální ozna�ujeme  a  

� Odhadnutá regresní rovnice má tvar

� Maticový zápis

2

1´
10 )(�

=

−−
n

i
iXY ββ

0β
1β

0β 1β

0b
1b

XbbY 10 +=

( ) yXXXb TT 1ˆ −== β
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� Odhad získaný metodou nejmenších �tverc� 
je nejlepší lineární, nestranný odhad.

� Ale existují situace, kdy vhodný není:
� Chyby jsou korelované, nemají stejný rozptyl -> 

GLM
� Rozd�lení chyb má t�žké chvosty -> robustní 

odhady
� Prediktory jsou vysoce korelované (kolinearita) -> 

h�ebenová regrese (ridge regression) 
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III. Y  :  modelová hodnota
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Odhad b je zatížený chybou: 
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X: Množství spáleného odpadu (tuny)
Y: Koncentrace kovu ve vzduchu(ng/m3)

Platí:  X = 0; 10; 100; 150; 200; 250; 300 tun

Model: Y = a + b . X

��

�
��

�→⋅+= 3;123,014
m

YXY
kov ng       :Výsledek

��

Nap�. : Skute�ná data pro X = 200 t:

Yi = 16; 25; 41; 28; 31; 20  =>  Yi = 26.8

Odhadnuto z modelu pro X = 200 t:

Y = 14 + 0,123 . 200 = 38,6

Y

X

Y

10 200

Y

Y

( )
XbaY

XXbYY

⋅+=

−⋅+=
�
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} XbYa ⋅−=

YX ,
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� Závislost velikosti 
mozku(g) na váze t�la 
(kg) (pro r�zné 
živo�ichy),log.transform
ace

� Modrá - model pro 
všechna zví�ata.

� �ervená - model bez 
dinosauru.

� Dinosau�i zkreslili 
výsledný model.
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P�i konstrukci regresního modelu bychom cht�li 
prokázat, že závislá veli�ina skute�n� závisí 
na nezávisle prom�nné.Tuto závislost na X 
prokazujeme testováním nulové hypotézy  

proti alternativní hypotéze 
0: 1́0 =βH

.0: 1́ ≠βAH
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� Nezamítneme-li nulovou hypotézu, pak 
st�ední hodnota  nezávisí na X, tj. st�ední 
hodnota  je pro všechny hodnoty X stejná a 
má hodnotu .

� Nulovou hypotézu   testujeme pomocí testové 
statistiky 

� a zamítáme ji v p�ípad�, že 

kde je kvantil t-rozd�lení s n-2 stupni 
volnosti; n je po�et pozorování, pro které 
konstruujeme regresní model.   

0b

iY

iY

0H

).(. 1

1

bES
b

T =

( ),2/12 α−≥ −ntT

( )2/12 α−−nt
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X: Koncentrace drogy: 0; 2; 6; 8; 10; 12; 15  mg/ml krve
Y: Koncentrace volných metabolit�

Pro každé X: 3 opakování Y, n=21

Model: Y = a + b . x            Y = 0,11 + 0,092 . X

I.
00,4

023,0;092,0
05,0;0:0 ==

�
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P < 0,01

( ) 093,219
975,0 ==vt

( )
b

n Stb ⋅± −
−

2
2/1: αβ

( ) 95,0140,0044,0 =≤≤ βP

II. ( ) 093,2793,3
029,0;11,0

05,0;0: 19
975,0
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�
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( ) 95,0171,0049,0 =≤≤ αP

P < 0,05
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� Nutný p�edpoklad pot�ebný ke všem test�m 
spojeným s regresním modelem je normalita 
residuí. 

� Residua mají mít normální rozd�lení 
s nulovou  st�ední hodnotou a 
konstantním rozptylem . 

� Dále p�edpokládáme, že všechna
pozorování jsou navzájem nezávislá.

2σ
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� Grafická metoda pro srovnání 

rozd�lení dvou výb�r�.
� Vodorovná osa – empirické 

kvantily rozd�lení 1. výb�ru. 
(jestliže vynášíme teoretické 
kvantily normovaného 
normálního rozd�lení –
normal probability plot)

� Svislá osa – empirické kvantily
rozd�lení 2. výb�ru (nap�. 
reziduí).

� Jsou-li ob� rozd�lení totožná, 
leží body (odpovídající si 
kvantily) na diagonální p�ímce
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� http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/eda/s
ection3/normprpl.htm
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� Testy normality: 
1. Kolmogorov-Smirnov
2. Shapiro-Wilks
Není-li spln�n p�edpoklad normality – mohou 

pomoci transformace (pozd�ji, d�íve).

� Autokorelace residuí
1. Durbin-Watson�v test
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� Je námi zvolená závislost (lineární) vhodná?
� Pomoc grafické znázorn�ní – grafy závislosti 

hodnot residuí na hodnotách  nebo .

� V p�ípad�, že zvolený tvar závislosti byl vhodný, 
jsou residua 

1. umíst�na náhodn� kolem nulové st�ední hodnoty
2. nevykazují žádný systematický trend 
3. jejich rozptyl je homogenní 

iŶ iX
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y (i; x)
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y (i; x)
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y (i; x)

!

3) Grafy residuí model� (p�íklady)

Obecné tvary residuí model� (schéma)
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Hodnoty  záv isle prom�nné predikov ané modelem
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Bodový graf, ve kterém jsou vykresleny hodnoty residuí proti hodnotám . 
Residua náhodn� fluktuují kolem nulové hodnoty, v závislosti na hodnotách 
nevykazují žádný systematický trend a ani jejich rozptyl není závislý na 

hodnotách . 
Námi zvolený lineární tvar závislosti je vhodný. 

P�íklad Kalama: Hodnota testové 
statistiky T=29.66,  Nulovou hypotézu 
zamítáme na hladin� 0,05 (p-hodnota 
=0,00). Výška d�tí závisí na jejich v�ku.
Koeficient determinace je . 98,02 =R

iŶ

iŶ

iŶ
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� Existuje závislost mezi délkou 
hospitalizace pacienta 
v nemocnici (X, uvedeno ve 
dnech) a tzv. Indexem 
uzdravení (Y)?  

� Y = 46,5 – 0.75X.
� Koeficient determinace tohoto 

lineárního modelu je pom�rn� 
vysoký,

� Residua vs. Hodnoty 
predikované modelem , vidíme, 
že residua jsou se�azena do 
tvaru písmene U.

88,02 =R

iŶ

Y = 46,4604-0,7525*x
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� Cíle
1. Odstran�ní nelineární závislosti mezi závisle a nezávisle 

prom�nnou
2. Stabilizace rozptylu
� „Žeb�ík transformací“: 

. . . ,.1/x2,.1/x,.1/�x, log x,�x, x, x2, . . . .

� Po tomto žeb�íku transformací se m�žeme pohybovat bu� 
nahoru (k vyšším mocninám) nebo dol�. Cílem je p�edevším 
linearizace závislosti. 

� Když dosáhneme pohybem po zvoleném žeb�íku (na ose x 
nebo ose y) p�ibližn� lineární závislosti, potom sou�asným 
pohybem po obou žeb�ících se pokusíme také o stabilizaci 
rozptylu.
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� Koeficient determinace je definován jako podíl celkové 
variability závislé veli�iny, která je vysv�tlena závislostí. 

� Jedná se o podíl vysv�tlené a celkové variability 
náhodné veli�iny Y.

( )2

1

2 1
var

varln
1

var
modvar

� =
−

−=−==
n

i i

e

YY

S
Yiabilitacelkova

iabilitaíresidua
Yiabilitacelkova

elemvysvetlenaiabilita
R
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� Koeficient determinace udává relativní velikost 
variability závisle prom�nné, kterou se uvažovanou 
závislostí poda�ilo vysv�tlit. 

� Koeficient determinace nabývá hodnot od 0 do 1. 
� �ím vyšší je hodnota koeficientu determinace, tím je 

náš regresní model lepší. 
� V p�ípad� regrese s jedinou nezávisle prom�nnou je 

hodnota koeficientu determinace rovna kvadrátu 
Pearsonova korela�ního koeficientu mezi veli�inami 
X a Y. 22 ),( YXcorrR =
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� Obecný tvar exponenciální závislosti je 

� Je-li parametr  kladný, pak s rostoucími hodnotami X
rostou i hodnoty Y. Je-li parametr   záporný, pak 
s rostoucími hodnotami X klesají hodnoty Y. 
Parametr   charakterizuje strmost nárustu resp. 
poklesu, parametry   a   „mají na starost“ umíst�ní 
k�ivky. Bude-li nap�íklad hodnota      a  =-2, pak p�i 
nárustu hodnoty X o jednu jednotku, dojde ke 
snížení hodnoty závisle prom�nné                     krát. 
K�ivka bude klesající a její hodnota se bude se 
vyr�stající hodnotou X blíží nule.

)exp( 210 XY βββ ++=

2β

2β

2β

2β00 =β

0β 1β

3,771,2exp 22 ==
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� Existuje závislost mezi 

délkou hospitalizace 
pacienta v nemocnici (X, 
uvedeno ve dnech) a tzv. 
Indexem uzdravení (Y)?

� Y = 0 + 56,6*exp(-
0,038X) = 0 + exp( 
4.036-0,038X)

Y = 56,6651*exp(-0,038*x)
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� Po�et bun�k se zvyšuje exponenciáln�. Z 
každé bu�ky vzniknou d�lením dv� nové 
bu�ky. V každé nové generaci je 
dvojnásobn� více bun�k než v té p�edchozí. 
Podíl po�tu bun�k v po sob� následujících 
generacích je konstantní. (V p�ípad� lineární 
závislosti by byl rozdíl po�tu bun�k mezi po 
sob� následujícími generacemi konstantní).
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� Arabský matematik Ibn Kallikan v roce 1256 
popsal jeden z prvních šachovnicových 
hlavolam�. Na první pole šachovnice je 
umíst�no zrnko rýže a na každé následující 
pole je umíst�n dvojnásobek zrnek z pole 
p�edchozího. Kolik bude celkem zrnek rýže 
na šachovnici? 
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� Závislost brzdné dráhy 

automobilu na jeho 
rychlosti. 

� Regresní rovnice obsahuje 
polynom druhého stupn� 
(má kvadratický �len).

� Grafem závislosti brzdné 
dráhy na rychlosti je �ást 
paraboly. 

2
210 XXY βββ ++=

209,03,28.37 XXY +−=

Y = 37.8 -2,3X+0,09X2
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� Dv� nezávisle prom�nné:
� Model: 
� Koeficient beta1 lze interpretovat jako st�ední zm�nu Y p�i 

jednotkové zm�n� X1 a nezm�n�né hodnot� X2.
� Nulová hypotéza                       znamená, že popula�ní 

pr�m�r Y závisí nejvýše na X2.
� Tj. platí, že
� Další interpretace                   je, že prom�nná X1 nep�ináší 

žádnou informaci o st�ední hodnot� Y nad tu, která je již 
obsažena v X2.

� Snaha o co nejjednodušší model, obsahující jenom 
významné prediktory (nezávisle prom�nné)  

iiii XXY εβββ +++= 22110

iii XY εββ ++= 22
0

0: 1́0 =βH

0: 1́0 =βH
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� Model s interakcemi � Model bez interakcí –
regresní rovina (plane)2121 3210

XXXXY ⋅+++= ββββ
22110

XXY βββ ++=

21522132 XXXXY −++= 22132 XXY ++=
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� t-test:               nebo
� F test:  
� Upozorn�ní: opakovaný t-test a F-test mohou dávat 

nekonzistentní výsledky 

� Podmodel = jednodušší model obsahující pouze n�které 
nezávisle prom�nné (signifikantní) p�vodního regresního 
modelu.

� S každou mocninou veli�iny musí být v modelu všechny 
mocniny nižšího stupn�, se sou�inem veli�in musí být v 
modelu také všechny složky tohoto sou�inu.

0: 1́0 =βH

0: 210 == ββH

0: 20 =βH



• V�tší model, po�et parametr� p

• Menší model, po�et parametr� q<p

• n po�et pozorování

• Intuitivn�: je-li jmenovatel následujícího výrazu malý, pak menší model 
je skoro stejn� dobrý jako v�tší model 

• Testová statistika

? ��
�

Ω
ω

Ω

Ω−
RSS

RSSRSSω

( ) ( )
( ) pnqpF

pnRSS
qpRSSRSS

F −−
Ω

Ω ≈
−

−−= ,/
/ω
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� Sestupný výb�r - Nejprve se spo�ítá nejbohatší model, pak se 

jednotlivé regresory postupn� z modelu vylu�ují. V každém kroku 
se vylu�uje takový regresor, který v daném modelu nejmén� 
p�ispívá k vysv�tlení.

� Vzestupný výb�r – opak sestupného výb�ru. Vyjde se z prázdné 
množiny regresor�, do níž se pak v každém kroku p�idá vždy ten 
z ješt� neza�azených regresor�, který v daném kroku co možná 
nejlépe zlepší vysv�tlení závisle prom�nné.

� Kroková (stepwise) regrese - kombinuje oba p�edešlé postupy. 
Vzestupný výb�r je v každém kroku kombinován s pokusem o 
zjednodušení pomoci sestupného výb�ru.

� Každá z popsaných metod m�že dát jiný výsledný model, krom� 
jiného závisí také na volb� hladin test�.

� Zejména u krokové regrese se doporu�uje najít n�kolik tém�� 
optimálních model� a pokusit se najit mezi nimi ten,který má 
nejlepší interpretaci.
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� Vyjád�ení nominální veli�iny s více než 2 hodnotami
� j úrovní faktoru -> j-1 um�lých prom�nných (v modelu bu�to 

všech j-1 um�lých prom�nných nebo žádná)

Um�lé prom�nné (sta�í 3)Prom�nná

0001„otec“

1000„d�de�ek“
0100„strýc“
0010„matka“

D�de�ek
(0/1)

(zbyte�ná)

Strýc
(0/1)

Matka
(0/1)

Otec
(0/1)

Rodinný 
p�íslušník
(4 úrovn�)


