Linearni regresni model

Jedna a vice nezavisle proménnych



Linearni regresni model s jednou nezavisle

promennou (Szzple regression)

n objektu

Pro kazdy objeki:

Pozorovani, obje

Zajima nas zavis
nutna podminka |

pozorovaneé veliCiny X a Y - spojité
Kty — navzajem nezavisla
ost veliciny Y na X - POZOR! -

le, ze zavislost je stejna pro

vSechny zkoumané objekty.

Priklad: V egyptske vesnici Kalama se studoval vliv
vyzivy na zdravotni stav déti. Pfi teto pfilezitosti se
merily prumerne vysky deti (v cm) ve veku od 18
meésicu do 29 mésicu.

? Jaka je zavislost vysky ditéte na jeho véku?



X,Y — nahodné veli€iny (stfedni hodnota,
rozptyl)
Existuje souvislost mezi stfednimi hodnotami

N.V.? ™
EY. =6, +6X,,i=1,..,12.
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Regrese - funkéni vztah dvou nebo vice proménnych
zavislost jedné veli¢iny na druhé

Designed experiments Observational experiments

Mame kontrolu na X



Opakovani z gymnazia —
analyticka geometrie

Analyticke vyjadreni Anglytické \{yjédfenl
primky, rovnice roviny, rovnice

Y =0 +5X Y =46 +5X1+52X2
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Nejjednodussi typ zavislosti - linearni

Y=,

pX,

» Systematicka
é¢ast modelu

E.

l

g

» Ndhodna ¢ast, slozka
modelu (nahodné chyby,
random error)

d1=1,....n

Obecné hledame takové beta, tak aby systematicka ¢ast
modelu vysvétlovala co nejvice Y (zavisle proménnou).



Regresni rovnice - promenné

Y = ,BO BX +e&,i=1,..,n

l

g |

« Zavisle proménna * Nezavisle proménna (Independent variable)
« Dependent variable  Vysvétlujici proménna (Explanatory variable)
* Response - Kovariata (covariate)

* Output * Prediktor (predictor)

-Jedna se o veli€inu, kterou - Regresor

zkoumame a chtéli bychom najit
jeji popis pomoci dalSich
mérenych velicin.
Pfiklad - Kalama: Vék = nezavisle proménna(X), horizontalni osa
Vyska = zavisle proménna(Y), vertikalni osa

-Jedna se o veliCiny, které nam slouzi pro popis
zavisle promeénné.



Regresni rovnice, pfimka? - parametry

Y, = IBO :B1Xi
4

e Prisecik s « Smérnice
osouY

1

. OO

Intercept L

Lo

o I 1

Interpretace parametru: /{ o

. a 1 :

Smeérnice: o kolik se zméni hodnota zavisle : e |
proménné, jestlize hodnota nezavisle x+1 ¥

proménne vzroste o 1 jednotku.

Prusecik: udava hodnotu zavisle proménné,
jestlize hodnota nezavisle proménné je rovna
0.



Priklad: Kalama
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Y =64.9+0.635X

Linearni zavislost — pfimka
Height=64.9+0.635Age
Prusecik: 64,9
Interpretace ad absurdum:
vyska ditéte ve véku 0
mésicu (ij. pfi porodu). Ale
fo by byla extrapolace,
tedy rozsifeni modelu na
oblast, kde jsme data
nemeérill.

Smeérnice: 0,635

Dité starsi o jeden mésic je
v pruméru vetsi o 0,635 cm.



Tvorba linearniho regresntho modelu

Je-li zavisle proménna spojita a nezavisle proménné jsou spojité
nebo diskrétni (podminkou je, ze alesporn jedna nezavisle
promeénna je spojitd) a jsou-li splnény jisté predpoklady, o
kterych budeme hovofit pozdéji, muzeme pristoupit k budovani
linearniho regresninho modelu.

Pri tvorbé modelu (obecné, nejen linearniho) postupujeme
nasledujicim zpusobem:

Odhadneme parametry modelu
Hledame vyznamné (signifikantni) prediktory

Na zavér hodnotime vhodnost nami vytvofeného modelu, jak
dobre popisuje funkcionalni zavislost mezi zavisle proménnou a
nezavisle proménnymi.



Residua

. Svislé odchylky
. : namérenych hodnot od
141 regresni primky

nazyvame residua.

I-té residuum
vypocteme jako rozdil
skute¢né namérené
hodnoty Y a hodnoty Y
- predikované regresnim
0 2 4 6 8 0 12 modelem

12 1

10 1

L] ] fics n o0
1 1 1 1

Residuum = IAC =Y (,30 + 05X ) Y-5-6X



Pozn.: Residualni soucet ¢tverca

Vysledny minimalni soucet Ctvercu residui
(pro b0 a b1) nazyvame residualni soucet
¢tvercu (residual sum of squares), s,

S,=> (Y =b,—bX,)’
i'=1



‘ Metoda nejmensich ctverct

18

16 -

14 1

12 -

10 -

Squared Errori)

12

Interaktivni hratky:

*http://hadm.sph.sc.edu/COURSE
S/J716/demos/LeastSquares/Lea
stSquaresDemo.html

*http://ite.pubs.informs.org/Vol1N
o1/Erkutlingolfsson/Erkutlngolfsso

n.php

http://www.causeweb.org/reposit
ory/statjava/ (statistical
application -> regression)




Metoda nejmensich Ctverca (least squares

method) -

Metoda nejmensich Ctvercu spociva v minimalizaci pres
b, a p3ouctu Ctvercu rezidui.

i(Y _150 _161Xi)2

Vysledné hodnotys a s pro které je soucet Ctvercu
minimalni oznaCujeme-a

Odhadnuta regresni rovnice ma tvar
Y =b,+bX
Maticovy zapis

b=p=(x"X)'X"y



Gauss-Markovav teorém

Odhad ziskany metodou nejmensich Ctvercu
je nejlepsi linearni, nestranny odhad.

Ale existuji situace, kdy vhodny neni:

o Chyby jsou korelované, nemaiji stejny rozptyl ->
GLM

o Rozdéleni chyb ma tézké chvosty -> robustni
odhady

o Prediktory jsou vysoce korelované (kolinearita) ->
hifebenova regrese (ridge regression)



Vzorce pro odhad parametra regresni primky —

metoda nejmensich ¢tverct

Odhad b je zatizeny chybou:

o - S, ~0p: —- 52,
L g po T Z
2 (x,-X) >d; Sr- 20y (x - %
§ = yx _ n
n—2 n—2
” YZ
a~a: a=Y-b-X Saz~002{ S§=|:+2:|‘Sy2.x
intercept & Z X
1. /\? : modelova hodnota
- 1 (X, -Xx)
Yi=a-b-X, Sy’:(S”)OJ > X’



Vv / / /
Ptiklad: Spalovani odpadu
X: Mnozstvi spaleného odpadu (tuny) Plati: X =0; 10; 100; 150; 200; 250; 300 tun
Y: Koncentrace kovu ve vzduchu(ng/m3) Model: Y =a + b . X

ng kov}

3

Vysledek: Y =14+0,123- X; Y—{
m

Napf. : Skute¢na data pro X = 200 t:

Y, =16;25;41;28;31;20 => Y,=26.8

Odhadnuto z modelu pro X = 200 t:

.X_X)}azf—b-)? ~
Y=14+0,123. 200 = 38,6



Odlehla pozorovani - Nebezpeci
(outliers)

Zavislost velikosti
mozku(g) na vaze téla

Scatterplot (BrainBody 13w*30c)

(kg) (pro ruzné

LogBraintoling = 2168540, 7511*x

zivocCichy),log.transform
ace

Modra - model pro
vSechna zvirata.

Cervena - model bez
dinosauru. ;
5 4 2 0 2 4 B 8 10 1z ::: tﬂggiiﬂfﬂmmcm

Dinosauri zkreslili
vysledny model.




‘ Outliers (http://botany.upol.cz/prezentace/duch
(soubor statistika4.pdf))

B Rt




Pri konstrukci regresninho modelu bychom chtéli
prokazat, ze zavisla veliCina skutecné zavisi
na nezavisle proménné.Tuto zavislost na X
prokazujeme testovanim nulové hypotézy

H,:5,=0
proti alternativni hypotéze

H,:pB, #0.
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T-test

Nezamitneme-li nulovou hypotézu, pak
stfredni hodnota- nezavisi na X, tj. stredni
hodnota rje pro vsechny hodnoty X stejna a
ma hodnotu-.

Nulovou hypotézu «testujeme pomoci testove
statistiky )

T =
S.E.(b)
a zamitame ji v pfipadé, ze

7|2t ,(1-a/2),

kde ...-«» je kvantil t-rozdeleni s n-2 stupni
volnosti; nje poCet pozorovani, pro ktere
konstruujeme regresni model.



vV /
Priklad
X: Koncentrace drogy: 0; 2; 6; 8; 10; 12; 15 mg/ml krve
Y: Koncentrace volnych metabolitu

Pro kazdé X: 3 opakovani Y, n=21

Model: Y=a+b.x Y =0,11 +0,092. X (v=19)
foors = 2,093

. HO:,B:O;a:O,OS} b

t=—=4,00
b=0,092;s, =0,023 S, IB .b_l_t(n—Z) . S
-V =Y_arn2 b
P < 0,01 .

P(0,044 < 3<0,140)=0,95

. H,:a=0;a = 0,05}

f=— =3793 t=19) = 2 093
a=0,11;s =0,029 [ S ’

a

P<0,05
o a2 .S

a

P(0,049<<0,171)=0,95



Predpoklady

Nutny predpoklad potfebny ke vSem testum
spojenym s regresnim modelem je normalita
residui.

Residua maji mit normalni rozdéleni
s nulovou stiedni hodnotou a
konstantnim rozptylem o’

Dale predpokladame, ze vSechna
pozorovani jsou havzajem nezavisla.



Normalita residui — graficky

Q-Q plot (Quantile-Quantile plot)

COrdered Respsonse

Normal Protability Plot

3

I | 1 | I | I | 1 | I
2 -1 0 1 ?
Normal Wd,1) Order Statistic Medians

3

NORMALDAT

Graficka metoda pro srovnani
rozdéleni dvou vybéru.

Vodorovna osa — empirické
kvantily rozdéleni 1. vybeéru.
(jestlize vynasime teoretické
kvantily normovaného
normalniho rozdéleni —
normal probability plot)
Svisla osa — empirické kvantily
rozdéleni 2. vybéru (napfr.
rezidui).

Jsou-li obé rozdéleni totozna,
lezi body (odpovidajici si
kvantily) na diagonalni pfimce



Q-Q plot

dalsi vlastnosti

http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/eda/s
ection3/normprpl.ntm



Normalita residuf - testy

Testy normality:
Kolmogorov-Smirnov
Shapiro-Wilks

Neni-li splnén pfedpoklad normality — mohou
pomoci transformace (pozdéji, drive).

Autokorelace residui
Durbin-Watsonuv test



Diagnostika residui

Je nami zvolena zavislost (linearni) vhodna?

Pomoc grafické znazornéni — grafy zavislosti
hodnot residui na hodnotach rnebo x

V pripadé, ze zvoleny tvar zavislosti byl vhodny,
jsou residua

umisténa nahodné kolem nulové stfedni hodnoty
nevykazuji zadny systematicky trend
jejich rozptyl je homogenni



Diagnostika residui
3) Grafy residui modelu (priklady)




Diagnostika residui - obrazky

Pfiklad Kalama: Hodnota testové o
statistiky T=29.66, Nulovou hypotézu § ol
zamitame na hladiné 0,05 (p-hodnota 0.0
=0,00). Vyska déti zavisi na jejich véku. oty
Koeficient determinace je  #*=098 o

Hodnoty zavisle proménné predikované modelem

Bodovy graf, ve kterém jsou vykresleny hodnoty residui proti hodnotam .7,

Residua nahodné fluktuuji kolem nulové hodnoty, v zavislosti na hodnotach 7,

nevykazuji zadny systematicky trend a ani jejich rozptyl neni zavisly na
hodnotach 7.

Nami zvoleny linearni tvar zavislosti je vhodny.




Priklad: Index uzdraveni

60

Y = 46,4604-0,7525"x

50

Existuje zavislost mezi délkou
hospitalizace pacienta
v nemocnici (X, uvedeno ve
dnech) a tzv. Indexem

30

Index uzdraveni

20+

uzdraveni (Y)? N
Y =46,5—-0.75X. T
Koeficient determinace tohoto ’ —
linearniho modelu je pomérné ot

VYSOKY, R* =0,88 |

Residua vs. Hodnoty

predikované modelem?. vidime,
Ze residua jsou sefazena do
tvaru pismene U.

Residua

-10 0 10 20 30 40 50

Hodnoty zavisle proménné predikované modelem



Transformace zavisle a nezavisle

promenne

Cile

Odstranéni nelinearni zavislosti mezi zavisle a nezavisle
promeénnou

Stabilizace rozptylu

,Zebrik transformaci“:

b2 a1 log e X 2,

Po tomto zebriku transformaci se muzeme pohybovat bud
nahoru (k vyssim mocninam) nebo dolu. Gilem je pfedevsim
linearizace zavislosti.

Kdyz dosahneme pohybem po zvoleném zebfiku (na ose x
nebo ose y) pfiblizné linearni zavislosti, potom sou¢asnym
pohybem po obou zebricich se pokusime takeé o stabilizaci
rozptylu.



Koeficient determinace

Jak aspésna byla regrese?
Koeficient determinace je definovan jako podil celkové
variability zavislé veli€iny, ktera je vysvétlena zavislosti.
Jedna se o podil vysvétlené a celkové variability
nahodné veli€iny Y.

R = variabilita vysvetlena modelem - residualni variabilita - S,
celkova variabilita Y celkova variabilita Y Z" (Y. _y )2

=1 !

¥ yysoky R? ¥  stiedni R? ¥  nizky R?

- [ ]

. * . 2
a . - [
L
X X X

fa) fh) fe)
iLeps 1996)



Koeficient determinace - vlastnostt

Koeficient determinace udava relativni velikost
variability zavisle proménné, kierou se uvazovanou
zavislosti podarilo vysvetlit.

Koeficient determinace nabyva hodnot od 0 do 1.

Cim vy33i je hodnota koeficientu determinace, tim je
nas regresni model lepsi.

V pripade regrese s jedinou nezavisle proménnou je
hodnota koeficientu determinace rovna kvadratu
Pearsonova korelacniho koeficientu mezi veli¢inami
Xay.

R*> =corr(X,Y)?



Nelinearni regresni model

Exponencialni zavislost
Obecny tvar exponencialni zavislosti je

Y = B, +exp(B + B, X)

Je-li parametrskladny, pak s rostoucimi hodnotami X
rostou i hodnoty Y. Je-li parametr s zaporny, pak

s rostoucimi hodnotami X klesaji hodnoty Y.
Parametr s charakterizuje strmost narustu resp.
poklesu, parametrys a #,maji na starost” umisteni
krivky. Bude-li napriklad hodnota s-0 as=-2, pak pri
narustu hodnoty X o jednu jednotku, dojde ke
snizeni hodnoty zavisle proménné ex’-27r=73 krat.
Krivka bude klesajici a jeji hodnota se bude se
vyrustajici hodnotou X blizi nule.



Priklad: Index uzdraveni

Exponencialni zavislost
Existuje zavislost mezi
délkou hospitalizace
pacienta v nemocnici (X,
uvedeno ve dnech) a tzv.
Indexem uzdraveni (Y)?

Y = 0 + 56,6%exp(-
0,038X) = 0 + exp(
4.036-0,038X)




Exponencialni zavislost v pfirode

PocCet bunék se zvysuje exponencialne. Z
kazdé bunky vzniknou délenim dve nove
bunky. V kazdé nové generaci je
dvojnasobné vice bunék nez v té predchozi.
Podil poc¢tu bunék v po sobé nasledujicich
generacich je konstantni. (V pripadé linearni
zavislosti by byl rozdil poctu bunék mezi po
sobé nasledujicimi generacemi konstantni).



Exponenciélni zavislost

Arabsky matematik lbn Kallikan v roce 1256
popsal jeden z prvnich sachovnicovych
hlavolamu. Na prvni pole sachovnice je
umisteno zrnko ryze a na kazdé nasledujici
pole je umistén dvojnasobek zrnek z pole
predchoziho. Kolik bude celkem zrnek ryze
na sachovnici?



Nelinearni regresni model
Polynomialni zavislost

Zavislost brzdné drahy

aUtOmObllu na Jeho sio | | | Y=3.7'8_2'3X.+O'09)@.
rychlosti. =)
Regresni rovnice obsahuje .}
polynom druhého stupné gl
(ma kvadraticky Clen).
Y=8+BX+pX" o
Y= 378 N 2’3X + 0’09X ’ 015 ;o 25 30 35 40 45 50 55 60 65

Ry chlost automobilu (km/hod)

Grafem zavislosti brzdné
drahy na rychlosti je Cast
paraboly.



‘ Kftivky davka-odpoved
(Dose response curves)

Dose Response Curve

Chamical B
Chamical B

Odpovéd’

b g

raikidievreiidbistmidibie i v i i b b e

Response

EIC TETEICITET T

Davka
vz i= 1 2
a0+ B0
60 U ppser limit id) 50
b
4 - 40 -
=
3 90 a0 -
=
g
8 o 20- 3
0 5 10- 2
& o
= Lowwer limit (c) =
0 T T T r D7 T T T T T T
1] 1 2 3 4 5 Comrad 15 -0& a8 15 25 35
logiDose)

Dose

Figure 2:  The logistic dose-response curve a) on non-logarithmic dose scale; b) on loga-

=i

rithmic dose scale. The parameters in this example are: b=2, ¢=2. d=50, e=1.



Vice nezavisle promennych

(Multiple regression model)

Dvé nezavisle proménné:

Model: YiZIBO+IB1X1i+182X2i+8i

Koeficient betal Ize interpretovat jako stfedni zménu Y pri
jednotkové zméné X1 a nezménéné hodnoté X2.

Nuolovvé hyp9t§z,a H,:B,=0 zZnamena, ze populacni
prumer Y zavisi nejvyse na X2.

T]. plati, ze Y, =5, +52X2,+¢,

Dalsi interpretace H,:/5,=0 je, Ze proménna X1 nepfinasi
zadnou informaci o stfedni hodnoté Y nad tu, ktera je jiz
obsazena v X2.

Snaha o co nejjednodussi model, obsahujici jenom
vyznamné prediktory (nezavisle proménné)



Regresni plocha
(Response surface, regression surface)

Model s interakcemi Model bez interakci —

Y =8 +BX1+B,X2+B.X1-X2 regresni rovina (plane)
| Y =B +BX1+p2X2

Y =24+3X1+2X2-5X1X2 Y =2+3X1+2X2



T-test, F-test

t-test: H,: 3, =0onebo  H,:5,=0

Ftest: w, :.5=5=0

Upozornéni: opakovany t-test a F-test mohou davat
nekonzistentni vysledky

Podmodel = jednodussi model obsahujici pouze nékteré
nezavisle proménné (signifikantni) ptivodniho regresniho
modelu.

S kazdou mocninou veli¢iny musi byt v modelu vSechny
mocniny nizsiho stupné, se soucinem veliCin musi byt v
modelu také vsechny slozky tohoto soucinu.



F-test

 Vétsi model, pocet parametrip O
* Mensi model, poCet parametri g<p @
* n pocCet pozorovani

* Intuitivné: je-li jmenovatel nasledujiciho vyrazu maly, pak mensi model
je skoro stejné dobry jako vétSi model

RSS,—RSS,
RSS,,

» Testova statistika

P (RSS,—RSSy)/(p—q) _ P
RSS /(n— p) panP




Strategie hledan{ vhodného podmodelu
Sekvencni postupy

Sestupny vybér - Nejprve se spocita nejbohatsi model, pak se
jednotlivé regresory postupne z modelu vylucuji. V kazdém kroku
se vyluCuje takovy regresor, ktery v danem modelu nejmene
prispiva k vysvétleni.

Vzestupny vybér — opak sestupného vybéru. Vyjde se z prazdné
mnoziny regresoru, do niz se pak v kazdem kroku prida vzdy ten
Z jesté nezarazenych regresoru, ktery v.danem kroku co mozna
nejlepe zlepsi vysvétleni zavisle proménne.

Krokova (stepwise) regrese - kombinuje oba pfedes|é postupy.
Vzestupny vybér je v kazdém kroku kombinovan s pokusem o
zjednoduseni pomoci sestupného vybéru.

Kazda z popsanych metod mize dat jiny vysledny model, kromé
jiného zavisi take na volbé hladin testu.

Zejména u krokové regrese se doporucuje najit nékolik témér
optimalnich modelu a pokusit se najit mezi nimi ten,ktery ma
nejlepsi interpretaci.



Umelé promenne

(Dumimy variables, dummies)

Vyjadreni nominalni veliiny s vice nez 2 hodnotami

j urovni faktoru -> j-1 umélych proménnych (v modelu budto
vS§ech j-1 umélych proménnych nebo zadn4)

Proménna Umélé proménné (staéi 3)

Rodinny Otec Matka Stryc DédecCek
prislusnik (0/1) (0/1) (0/1) (0/1)

(4 Urovne) (zbyte&na)
,otec” 1 0 0 0
,matka” 0 1 0 0
,Stryc 0 0 1 0
sdedecek” 0 0 0 1




