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F4110
Kvantova fyzika atomarnich soustav
letni semestr 2007 - 2008

Pozadavky
1. aktivni 0Cast na cviceni
2. pisemny test na konci semestru
3. Ustni zkouska podle seznamu otdzek
vydanych na konci semestru




F4110
Kvantova fyzika atomarnich soustav
letni semestr 2007 — 2008
PLANOVANE PREDNASKY

1 Brownuv pohyb 27. 2.
2 Langevinova rovnice pro Brownuv pohyb 5.3.
3 Elektronova optika 12. 3.
4 | Synchrotronové zareni v kosmu a na Zemi | 19. 3.
3 Neutronova interference 20. 3.
6 Kvantova interferometrie (ll. Cast) 2. 4.
7 Jev Bohma a Aharonova 9.4.
8 Vibrace v polyatomickych molekulach 16. 4.
9 Molekulove vibrace a sklenikovy jev 23. 4.
10 Inversni linie Cpavku: Slava a pad 30. 4.
11 | Fysika nizkych a extrémneé nizkych teplot 7.95.
12 Studené atomy: BE kondensace 14. 5.
13 Zpomalené a zastavené svétlo 21. 5.
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.
Tepelné fluktuace: Brownuv pohyb

KOTLARSKA 27. UNORA 2008




~J

Uvodem

Dnes: Dulezitd otdzka bez Planckovy konstanty
Primeé pozorovani molekularnino chaosu

edna tretina Einsteinova zdzracnéeho roku 1905

e Odvoldme se na kinetickou teorii idedlniho plynu a
zobecnime trochu

e Ne jen rovnovdazneé vlastnosti, ale také jejich
fluktuace a stochastickd dynamika




Makrosvét, mesosvét, mikrosvét

Na pfelomu 19. a 20 stoleti bylo jeste bézné
mluvit o ,,atomovée hypotéze*
Atomy a molekuly platily za nepozorovatelné.
Teprve zacatkem 20. stoleti bylo toto cliché
prolomeno n¢kolika experimenty s
mesoskopickymi objekty.
Ty vedly k Nobelovym cenam.
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Logaritmickd Skdla velikosti objeRti
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AFM (Atomic Force Microscope)




Tideét atomy — dnesni moZnosti

— ||

AFM (Atomic Force Microscope)

KN\

AL
\(\09\0
50°
((\G
alomgy,
I‘)Ich ro
ZMéry; ;
: 18

&




7~

Tideét atomy — dnesni moZnosti

o

— ||

AFM (Atomic Force Microscope)

KN\

2tomey, Nich

. ke
SV‘OQ\O\(\
e
ZMéry;
sl




7~

Tideét atomy — dnesni moZnosti

o

— ||

AFM (Atomic Force Microscope)




Predstava Rlasické fysiRy o hierarchii méritek,
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Obraz "moderni " fysiky je jiny
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Soubéh stupnic
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Mesoskopicky objekt -- prostrednik,

Zakladni myslenka:
prostfednik -- mesoskopicky objekt muze zaroven vykazovat
* nekteré vlastnosti spoleCné s makrosvetem, byt pozorovan a ovlivhovan
* néktereé vlastnosti spolecné s mikrosvétem, na které tim dosahneme

(MY makrosveét @stfedm’@ mikrosvet OBJEKT

26




Mesoskopicky objekt -- prostrednik,

Zakladni myslenka:
prostfednik -- mesoskopicky objekt muze zaroven vykazovat
* nekteré vlastnosti spoleCné s makrosvetem, byt pozorovan a ovlivhovan
* néktereé vlastnosti spolecné s mikrosvétem, na které tim dosahneme

(MY makrosveét @stfedm’@ mikrosvet OBJEKT

Dva vychozi pripady pouziti

4. R. Millikan méril elementarni naboj na kapiCkach oleje vzasejicich se ve
vzduchu. Elektricka sila a gravitacni sila na kapiCku byly srovnatelné

makro mgleE mikro
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Mesoskopicky objekt -- prostrednik,

Zakladni myslenka:
prostfednik -- mesoskopicky objekt muze zaroven vykazovat
* nekteré vlastnosti spoleCné s makrosvetem, byt pozorovan a ovliviiovan
* nekteré vlastnosti spoleCné s mikrosvetem, na které tim dosahneme

(MY makrosveét @stfedm’@ mikrosvet OBJEKT

Dva vychozi pripady pouziti

1. R. Millikan méril elementarni naboj na kapickach oleje vzasejicich se ve
vzduchu. Elektricka sila a gravitacni sila na kapiCku byly srovnatelné

makro mgleE mikro

2. J. Perrin méril Avogadrovu konstantu: pozoroval koloidni suspense.
Koloidni Castice byly viditelné mikroskopem, ale podléhaly vlivu
molekularniho chaosu. Dvoji pokusy zviditelnily termicky pohyb ("atomy")
Barometricka formule pro koloidni roztoky

Brownuv pohyb 2D
28




Mesoskopicky objekt -- prostrednik,

Zakladni myslenka:
prostfednik -- mesoskopicky objekt muze zaroven vykazovat
* nekteré vlastnosti spoleCné s makrosvetem, byt pozorovan a ovliviiovan
* nekteré vlastnosti spoleCné s mikrosvetem, na které tim dosahneme

(MY makrosveét @stfedm’@ mikrosvet OBJEKT

Dva vychozi pripady pouziti

1. R. Millikan méril elementarni naboj na kapickach oleje vzasejicich se ve
vzduchu. Elektricka sila a gravitacni sila na kapiCku byly srovnatelné

makro mgleE mikro

2. J. Perrin méril Avogadrovu konstantu: pozoroval koloidni suspense.
Koloidni Castice byly viditelné mikroskopem, ale podléhaly vlivu
molekularniho chaosu. Dvoji pokusy zviditelnily termicky pohyb ("atomy")
Barometricka formule pro koloidni roztoky

Brownuv pohyb 2D

Myslenka byla ale Einsteinova. 29




Ko.

oidni ¢astice maji casto spravnou

vel

ikost, aby staly prave na pomezi
makrosvéta a mikrosveta
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Co jsou koloidy

(dvouslozkové) dispersni soustavy

castice jedné slozky rozptyleny (dispergovany) v prostfedi druhé slozky

1 nm velikost cCastic 1 um
| |
atomy, molekuly makromolekuly koloidni €astice makroskop. €astice
roztoky koloidni soustavy hrubé disperse
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Co jsou koloidy

(dvouslozkové) dispersni soustavy

castice jedné slozky rozptyleny (dispergovany) v prostfedi druhé slozky

1 nm velikost cCastic 1 um
| |
atomy, molekuly makromolekuly koloidni €astice makroskop. €astice
roztokyn koloidni soustavy hrubé disperse
© rozmezi jsou neurdita

O
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Co jsou koloidy

(dvouslozkové) dispersni soustavy

castice jedné slozky rozptyleny (dispergovany) v prostfedi druhé slozky

1 nm velikost cCastic 1|um

atomy, molekuly makromolekuly koloidni ¢astice makroskop. €astice

roztokyn koloidni soustavy hrubé disperse

© rozmezi jsou neurdita
PRIKLADY KOLOIDNICH SOUSTAV

O

prostredi
plyn kapalina pevna latka

C ena éna
. plyn P ) . P ,
a vrouci voda pénova guma
S  apaling mlha emulze
t P kumulus miéko vihké piida
|

L aerosol sol/gel sol
C | pevna latka o J o
e dymy, cirrus latex rubinoveé sklo 33




Co jsou koloidy

(dvouslozkové) dispersni soustavy

castice jedné slozky rozptyleny (dispergovany) v prostfedi druhé slozky

1|nm velikost cCastic 1|um
I I
atomy, molekuly makromolekuly koloidni €astice makroskop. €astice
roztokyn koloidni soustavy hrubé disperse
© rozmezi jsou neurdita 1
PRIKLADY KOLOIDNICH SOUSTAV
L. prostredi
Perrinuv _ n
i plyn kapalina pevna latka
system - -
péna péna
vrouci voda penova guma
. kapalina S emulze
t P kumuld miéko vihké piida
|
C L pe aerosol sol/gel sol
na latk , . .
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Barometrickd formule

Einsteinova a Perrinova klicova mysSlenka: ¢astice koloidu jsou dost malé na to, aby v
tepelné rovnovaze s matecnou kapalinou tvortily ,,plyn“ (... mala koncentrace) a fidily se
Boltzmannovym rozdélenim pro plyny ve vnéjSim poli

~(Lmv*+U (1)) kgT

w(r,v) e R=k, [N,
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Barometrickd formule

Einsteinova a Perrinova klicova mysSlenka: ¢astice koloidu jsou dost malé na to, aby v
tepelné rovnovaze s matecnou kapalinou tvortily ,,plyn® (... mal4 koncentrace) a fidily se
Boltzmannovym rozdélenim pro plyny ve vnéjSim poli

~(Lmv*+U(r))/kgT

w(r,v) e R=k, [N,

... 0tom za chvili mnohem vice
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Barometrickd formule

Einsteinova a Perrinova klicova mysSlenka: ¢astice koloidu jsou dost malé na to, aby v
tepelné rovnovaze s matecnou kapalinou tvortily ,,plyn® (... mal4 koncentrace) a fidily se
Boltzmannovym rozdélenim pro plyny ve vnéjSim poli

~(Amv*+U(r))/kgT

w(r,v)Oe R=kyzLN,

wr)=1d> vwr,v) O e VKT 4o rometricka formule
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Barometrickd formule

Einsteinova a Perrinova klicova mysSlenka: ¢astice koloidu jsou dost malé na to, aby v
tepelné rovnovaze s matecCnou kapalinou tvortily ,,plyn“ (... mala koncentrace) a fidily se
Boltzmannovym rozdélenim pro plyny ve vnéjSim poli

—(%mv2 +U(r))/ kgT R=ks LN,

w(r,v) e
Pro koloidni ¢astice (gumiguty) v kapalin€ a poli tize

U(r)=mgz(py —p,)/ p, ...vztlak

1908 Perrin - méfeni B —(moz(0.—0,) 0, knT
I wz)Oe ( gz(Pg—Py) ,Og) B

| m folmm

mmmmp N, = 7.05 10 mol!

... dalsi méfeni + 1 10% mol!

Jean Baptiste Perrin
(1870-1942) 1926 Nobelova cena

38




Barometrickd formule

Einsteinova a Perrinova klicova mysSlenka: ¢astice koloidu jsou dost malé na to, aby v
tepelné rovnovaze s matecCnou kapalinou tvortily ,,plyn“ (... mala koncentrace) a fidily se
Boltzmannovym rozdélenim pro plyny ve vnéjSim poli

—(%mv2 +U(r))/ kgT R=ks LN,

w(r,v) e
Pro koloidni ¢astice (gumiguty) v kapalin€ a poli tize

U(r)=mgz(py —p,)/ p, ...vztlak

1908 Perrin - méfeni B —(moz(0.—0,) 0, knT
I wz)Oe ( gz(Pg—Py) ,Og) B

TS neznamall!l

mmmmp N, = 7.05 10 mol!

... dalsi méfeni + 1 10% mol!

Jean Baptiste Perrin
(1870-1942) 1926 Nobelova cena
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Barometrickd formule — jiné pouZiti

w(r) = J. dvw(r,v)Oe V8! barometrickd formule

Unik vodiku ze Zemské atmosféry

Ridka atmosféra Martova

Sedimentace tézkych komponent (zlata, platiny, ...) v roztavenych
slitinach

Hmotnost koloidnich Castic velka, proto rozdeleni nerovhomerne jiz
na 0,1 mm vysky
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Jev, ktery byl pokladan spise za kuriositu,

ale ktery byl nakonec jec

nim z pilifa

"nove" fysiky pfed -

100 lety
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Browniiv pohyb

Zname obrazky pochazeji také az od Perrina

\ i
R Ry ARE -
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) g/ A o ,
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/ RN 3
A TR 4

== ! /iﬁ;
\% N = )._\3_ A

I J
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Browniiv pohyb

Zname obrazky pochazeji také az od Perrina

I
[
i
b

e R g
\ DA ZoANN
O AT
\ y AlNBN.
) 7/A -
/ / aw/HL
/ /,/f { o
NEL Y .
N\ by
Y EEEEr 3
Sk =]
N [ A
175 il 3 i e N
Z —a
f i (.-/' 2 e
/ 1%
e = it i By
& \U e 4 IN =
= | lM [ 2

Polohy Castic
zaznamenany vzdy po
30 sec.

Spojnice jsou jen voditko
pro oko

SkutecCné trajektorie maji
"fraktalni" podobu a
nejsou diferencovatelné.
Proto predmetem
zkoumani neni rychlost,
ale poloha Brownovy
Castice
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Browniiv pohyb

Zname obrazky pochazeji také az od Perrina

/

N

KVIZ

V Cem je
zasadni
rozdil mezi
barometricko
u formuli
a
Brownovym
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Polohy Castic

zaznamenany vzdy po

30 sec.

Spojnice jsou jen voditko

pro oko
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Browniiv pohyb

Zname obrazky pochazeji také az od Perrina

/) \_ P,
i E IS (:\J .f = > %Z/‘?'—"'
barometricka P Z_gy(__/ it
formule \ O
e ) 7/ UNER
_ setyka EY WA
stfednich hodnot AP
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fluktuaci, e 2
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Polohy Castic

zaznamenany vzdy po

30 sec.

Spojnice jsou jen voditko

pro oko
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Robert Brown (1773 — 1858)

Vyznamny britsky botanik — probadal floru Australie 7805
Pozoroval jev pozdéji nazvany Brownuv molekularni pohyb 1827
Zaved| pojem bunécného jadra 71831

46




| Robert Brown (1773 — 1858) |

Vyznamny britsky botanik — probadal floru Australie 7805
Pozoroval jev pozdéji nazvany Brownuv molekularni pohyb 1827
Zaved| pojem bunécného jadra 71831
Oblibené bludy
Brown byl objevitel (Jan Ingenhousz 17695)

Brown pozoroval pohyby pylovych zrn  (pohybovaly se castice uvnitr vakuol)
Brown svym mikroskopem nemohl nic vidét (pokusy byly opakovany)
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BRIEF ACCOUNT
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MICROSCOPICAL OBSERVATIONS
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BRIEF ACCOUNT

OFE

MICROSCOPICAL OBSERVATIONS

Mode iu the Moaths of June, July, and dupust, 1827,
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BRIEF ACCOUNT

'

MICROSCOPICAL OBSERVATIONS

Mads ia the Moutha of Juue, July, aud August, 1897,

ON THE PARTICLES CONTAINED [INJTHE
POLLEN OF PLANTS -

h“,th to about 5,.:.,,1;1] of an ll][.-h n 'l‘hiﬂ []I“"t wWias (::fﬁr[nkia }jﬂf{nﬁ;_ﬁ]{ﬂ_’
ure between cylindrical and oblong,
ON I'ME GENERAL EXISTENCE OF ACTIVE

MOLECU LES

AN

IN ORIGANIU AND INORGANIC BODIES

ihe various ammal and vegetable tissues, Rocks of all ages, including those m which organic
remains have never been found, yielded the molecules in

abundance, )
fragment of the Sphinx

the dust or soot deposited on all | travertine, stalactites, lava, obsidian,
bodies i such quantity, especially || ™ pumim‘- voleanic ashes, and meteorites from varions locali-
in London, is entirely | ties." Of metals I may mention manganese, nickel, plum-

EUIIIIJf}r‘rLft] of these molecules. by ago, lnamutll, autlmmw, mnl arsenic.

—n
+— [ESETITUTHS OF

whether living or dead,
Moleeules were found m abundanee.

MekEdne maolshuly —p/22

FRANCESND OF TIHE NETIEERLAN 5




H Browniiv pohyb

Od roku 1827 do zacatku 20. stoleti
Brownuv pohyb

mnohokrat pozorovana a popisovana kuriosita

bez vysvetleni.
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Einsteinova prdce o Brownové pohybu

Nyni spolecné prostudujeme podrobnosti

Einsteinovy uvahy
o podstaté Brownova pohybu
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od Boltzmanna k Einsteinovi

VORLESUNGEN
URER _
GASTHEORIE
voN

Dr. LUDWIG BOLTZMANN -

PROFESSOR DER THEOREDISCHEN PHYSIE AN DER UNIVERSITAT “H‘\

1. I‘ﬂl:.il, gl

Tummf DER GASE MIT EINATOMIGEN m»wm‘rs‘m i

DERFS BIMEXNSIONEN GRUEN DIE xm"i[m%k WEGL nuﬁ_.-:
VERNMCHWINDEN,

LEI1PZIG,
VERLAG VON JOHANN AMBROSIUS BAKTH
IARTHUR MEINER)
1896,
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od Boltzmanna k Einsteinovi

VORLESUNGEN

NAVAZAL NA CLAUSIA, MAXWELLA
molekularni chaos i
v idealnim plynu
teplota ~ kinet. energie
molekul

NOVE OBJEVY
* entropie a pravdépodobnost
 nevratnost ... rust entropie

PROBLEMY
 Umkehreinwand

Loschmidt
Wiederkehreinwand
Zermelo.. Poincaré

Atomy nebyly pozorovatelné
Mach, Ostwald

1896,
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od Boltzmanna k Einsteinovi

VORLESUNGEN

NAVAZAL NA CLAUSIA, MAXWELLA
» molekularni chaos i

v-idealnim plynu

* teplota ~ kinet. energie

molekul

NOVE OBJEVY
 entropie a pravdépodobnost
 nevratnost ... rust entropie

PROBLEMY
 Umkehreinwand
Loschmidt

neuvazil roli
Brownova pohybu

* Wiederkehreinwand

Zermelo,: Poincaré
« Atomy nebyly pozorovatelné
Mach, Ostwald

1896,
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od Boltzmanna k Einsteinovi

VORLESUNGEN

NAVAZAL NA CLAUSIA, MAXWELLA
» molekularni chaos i

v idealnim plynu
» teplota ~ kinet. energie

molekul

NOVE OBJEVY
* entropie a pravdépodobnost
* nevratnost ... rust

entropie neuvazil roli
PROBLEMY Brownova pohybu
* Umkehreinwand
Loschmidt
* Wiederkehreinwand /Boltzmann mél spravnou intuici )
Zermelo, Poincaré | o molekularnim chaosu,
« Atomy nebyly pozorovatelné ale ve své dobé byl ojedinély se
Mach, Ostwald | svym nazorem
... kapituloval jen chvili pred
__\ vitézstvim svych ideji )
1896, o
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od Boltzmanna k Einsteinovi

TORLESTCEN

JER

CASTHEEDRILE

YON

Dr. LUDWIG BOLTZMANN

PROFESSGR DER THEOREDISCHEN PHYSIE AN BER UNITVERSITAT WIEN

1. THEIL: _
THEORIE DER GASE MIT EINATOMIGEN MOLEKULEN,
DEREN  DIMENSIONEN GEGEN DIE MITTLERE WEGLANGE
VERNMCHWINDEN,

LEIPZIG,
VERLAG YON J(}HAZ«’L.\' AMBROSIUS BARTH
{ARTHUR MEINER)
1896,

Ann. Phys.
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H od Boltzmanna k Einsteinovi

5. Uber die von der molekularkinetischen Theorie
der Wdrme geforderte Bewegung von in ruhenden
Flitssigkeiten suspendierten Teilchen;
von Ad. Kinstein,

In dieser Arbeit soll gezeigt werden, dabB nach der molekular-
kinetischen Theorie der Wirme in Flissigheiten suspendierte
Kérper von mikroskopisch sichtbarer Gribe infolge der Mole-

kularbeweg d e Lggifgrm " von solcher Grile
ansfithren LTS '

Mikroskop nghge : Qs ist mbglich, dab
die hier zu Behagdelng®n il it der sogenannten
LBrownsche® Mo rhe v igch sind; die mir
erreichbaren Angaben diber letztere sind jedoch so ungenau,
dall ich mir hierliber kein Urtell bilden konnte.

Wenn sich die hier #n bebandelnde Bewegung samt den
fir zie zu erwartenden Gesetzmibigkeiten wirklich beobachten
laBt, so ist die klassische Thermodynamik schon fir mikro-
skopisch unterscheidbare Riume nicht mehr als genan giiltig
anzusehen und es st dann eine exakie Bestimmung der wahren
Atomgrile miglich., FErwiese sich umgekehrt die Voraussage
dieser Bewegung als unzutreffend, so wire damit ein schwer-
wierendes Argument gegen die molekularkinetische Auffassung
der Wirme gegeben.

TORLESTCEN

3ER

CASTEEDRILE

Dr. LUDWIG BOLTZMANN

PROFESSGR DER THEOREDISCHEN PHYSIE AN BER UNITVERSITAT WIEN

VERLAG YON JOHAN%\' AMBROSIUS BAKTH

Ann. Phys.

YON

1. THEL: :
THEORIE DER GASE MIT EINATOMIGEN MOLEKULEN,
DEREX DIMENSIONEN GEGEN DIE MITTLERE WEGLANGE
VERRCHWINDEN,

LEIPZIG,

{ARTHUR MEINER)
' 1896,
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H od Boltzmanna k Einsteinovi H

5. LUber die o
der Wdrme gefo

Flitssigkei LY. _ A
von Ad. Kinstein,

In dieser Arbeit soll gezeigt werden, dabB nach der molekular-
kinetischen Theorie der Wirme in Fliissigheiten suspendierte
Kérper von mikroskopisch sichtbarer Gribe infolge der Mole-
kularbewegung der Wirme Bewegungen wvon solcher Grisle
ansfithren miissen, dall diese Bewegungen leicht mit dem
Mikroskop nachgewiesen werden kinnen. Hs ist méglich, dab
die hier zu behandelnden Bewepungen mit der sogenannten
yBrownschen  Molekularbewegung® identisch sind; die mir
erreichbaren Angaben diber letztere sind jedoch so ungenau,
dall ich mir hierliber kein Urtell bilden konnte.

Wenn sich die hier #n bebandelnde Bewegung samt den
fir zie zu erwartenden Gesetzmibigkeiten wirklich beobachten
laBt, so ist die klassische Thermodynamik schon fir mikro-
skopisch unterscheidbare Riume nicht mehr als genan giiltig
anzusehen und es st dann eine exakie Bestimmung der wahren
Atomgrile miglich., FErwiese sich umgekehrt die Voraussage
dieser Bewegung als unzutreffend, so wire damit ein schwer-
wierendes Argument gegen die molekularkinetische Auffassung
der Wirme gegeben.

OMONOMS,

ZKRACENY PREKLAD

Podle molekularné kinetické teorie Castice
mikroskopem viditelné a suspendované v
kapaliné mohou vykonavat v disledku
termickych pohybii molekul pohyby
snadno prokazateln¢ pod mikroskopem

Tyto pohyby by mohly byt totozné s tzv.
,,Brownovym molekuldrnim pohybem®,
ale pro definitivni isdek ma autor
nedostatecné udaje.

Kdyby se tyto pohyby a jejich ocekavane
zakonitosti skutecné daly pozorovat, pak
termodynamika neni pfesné platna jiz v
mikroskopické oblasti a pfesné urceni
skute¢né velikosti atomt je mozné.

Opacny vysledek by byl zavaznym
argumentem proti kinetickému pojeti
tepla.

Ann. Phys.
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“ K obsahu Einsteinovy prdce

| Soubézné velmi podobnd prace Mariana Smoluchowskino
Postup A.E. je "polofenomenologicky "
Vysledky

1. Odvozen molekuldrné-kineticky vzorec pro koloidni osmoticky tlak (..."nezajimavé")

Formule pro difusni konstantu ... EinsteinOv vztah

Formule pro evoluci Brownovy castice

> WD

Navrzen novy zpUsob stanoveni Avogadrovy konstanty

... dnes uloha do praktika
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H K obsahu Einsteinovy prdce: Roloidni osmoticky tlak, H

| Soubézné velmi podobnd prace Mariana Smoluchowskino
Postup A.E. je "polofenomenologicky "
Vysledky

1. Odvozen molekuldrné-kineticky vzorec pro koloidni osmoticky tlak (..."nezajimavé")

Formule pro difusni konstantu ... EinsteinOv vztah

Formule pro evoluci Brownovy castice

> WD

Navrzen novy zpUsob stanoveni Avogadrovy konstanty ... dnes Uloha do praktika

... Z termodynamického hlediska neni duvod, aby koloidni ¢astice
pusobily koloidnim tlakem. ....

Vom Standpunkte der molekularkinetischen Wirmetheorie
aus kommt man aber zu einer anderen Auffassung., Nach
dieser Theorie unterscheidet sich eingeléstes Molekiil von einem
suspendierten Korper Zediglich durch die GriBe, und man sieht
nicht ein, warum einer Anzahl suspendierter Korper nicht der-
selbe osmotische Druck entsprechen solite, wie der nimlichen
Anzahl geldster Molekiilee Man wird anzunehmen haben, daB
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“ K obsahu Einsteinovy prdce: Roloidni osmoticky tlak, “

| Soubézné velmi podobnd prace Mariana Smoluchowskiho
Postup A.E. je "polofenomenologicky "
Vysledky

1. Odvozen molekuldrné-kineticky vzorec pro koloidni osmoticky tlak (..."nezajimavé")

Formule pro difusni konstantu ... EinsteinOv vztah

Formule pro evoluci Brownovy castice

> WD

Navrzen novy zpUsob stanoveni Avogadrovy konstanty ... dnes Uloha do praktika

... Z termodynamického hlediska neni duvod, aby koloidni ¢astice
pusobily koloidnim tlakem. ....

Z hlediska molekularné€ kinetické teorie tepla dochazime vSak k
jinemu pojeti. Podle teéto teorie se odlisSuje rozpusténa molekula od
suspendovaného téliska prdveé jen velikosti, a nevidim, pro¢ by
ur¢itému poctu suspendovanych télisek nemél odpovidat tyz

osmoticky tlak, jako stejnému poctu rozpusténych molekul. ...
S oI UTHOUUISUVOT T ITUVR COWHFITUOTIH SUITLT,  WiIT UTL TaIIIITOTII
Anzahl geldster Molekiilee Man wird anzunehmen haben, daB
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H K obsahu Einsteinovy prdce: Roloidni osmoticky tlak, H

| Soubézné velmi podobnd prace Mariana Smoluchowskino
Postup A.E. je "polofenomenologicky "
Vysledky

1. Odvozen molekuldrné-kineticky vzorec pro koloidni osmoticky tlak (..."nezajimavé")

Formule pro difusni konstantu ... EinsteinOv vztah

Formule pro evoluci Brownovy castice

> WD

Navrzen novy zpUsob stanoveni Avogadrovy konstanty ... dnes Uloha do praktika

stavova rovnice rozpustené slozky

%

pV*=RTz !

o O :

/‘ / O 0 |

L

mnozstvi O VOO :

parcialni ... latky v O O
osmoticky tlak

y molech 00 o E\

polopropustna membrana
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H K obsahu Einsteinovy prdce: Roloidni osmoticky tlak, H

| Soubézné velmi podobnd prace Mariana Smoluchowskino

Postup A.E. je "polofenomenologicky "

Vysledky

1. Odvozen molekuldrné-kineticky vzorec pro koloidni osmoticky tlak (..."nezajimavé")

> WD

Formule pro difusni konstantu

Formule pro evoluci Brownovy castice

stavova rovnice rozpustené slozky

pV*=R i/’;

/ mnozstvi
parcialni ... latky v
osmoticky tlak molech

o O

... EinsteinUv vztah

Navrzen novy zpUsob stanoveni Avogadrovy konstanty ... dnes Uloha do praktika

stavova rovnice koloidni slozky

BT n BT

— = i
P="y+ N~ N,
Avogadrova
pocet Castic konstanta

polopropustna membrana
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H K obsahu Einsteinovy prdce: Roloidni osmoticky tlak, H

| Soubézné velmi podobnd prace Mariana Smoluchowskino

Postup A.E. je "polofenomenologicky "

Vysledky

1. Odvozen molekuldrné-kineticky vzorec pro koloidni osmoticky tlak (..."nezajimavé")

> WD

Formule pro difusni konstantu

Formule pro evoluci Brownovy castice

stavova rovnice rozpustené slozky

pV*=R i/’;

/ mnozstvi
parcialni ... latky v
osmoticky tlak molech

... EinsteinUv vztah

Navrzen novy zpUsob stanoveni Avogadrovy konstanty ... dnes Uloha do praktika

stavova rovnice koloidni slozky

o O

BT n BT

— = i
%*
P="y+ N~ N,
Avogadrova
pocet Castic konstanta

typicky: bunecné membrany
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“ K obsahu Einsteinovy prdce: Einsteiniiv vztah “

| Soubézné velmi podobnd prace Mariana Smoluchowskiho
Postup A.E. je "polofenomenologicky "

Vysledky
1. Odvozen molekuldrné-kineticky vzorec pro koloidni osmoticky tlak (..."nezajimavé")

Formule pro difusni konstantu ... EinsteinOv vztah

2
3.  Formule pro evoluci Brownovy castice
4

Navrzen novy zpUsob stanoveni Avogadrovy konstanty ... dnes Uloha do praktika

Odvozeni probiha ve trech krocich, které postupné propoji makroskopické vztahy s
uc¢inkem molekularniho chaosu
1. rovnovaha objemovych a povrchovych sil na elem. objem makroskopicka ¢ast

o O
OlO O

|
Ay
Il
1)
L
f
]
O

sila na koloid. télisko
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“ K obsahu Einsteinovy prdce: Einsteiniiv vztah

| Soubézné velmi podobnd prace Mariana Smoluchowskiho

Postup A.E. je "polofenomenologicky "

1. rovnovaha objemovych a povrchovych sil na elem. objem makroskopicka cast

dp
K‘V S ﬁ = 0 -
2. rovnovaha toku Poiseuilluv vs. difusni mesoskopick\c"ést
Stokesova formule v K pdr 0. Fickdv zakon
6nkP 0

@/'
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“ K obsahu Einsteinovy prdce: Einsteiniiv vztah “

| Soubézné velmi podobnd prace Mariana Smoluchowskiho

Postup A.E. je "polofenomenologicky "
\/*

1. rovnovaha objemovych a povrchovych sil na elem. objem makroskopicka ¢ast

dp
K‘V S ﬁ = 0 -
2. rovhovaha tokd Poiseuillav vs. difusni @ mesoskopicka ¢ast
Stokesova formule v K D Ov 0. Fickdv zakon
6nkP 0

stavova rovnice koloidu

3. uzavieno zapoctenim molekularniho chaosu

- RT N
oy BT 9y = - y
—hrt g =0 TN, V}
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“ K obsahu Einsteinovy prdce: Einsteiniiv vztah “

1. rovnovaha objemovych a povrchovych sil na elem. objem makroskopicka ¢ast

op
K‘U e W eSS 0 .
2. rovnovaha toku Poiseuillav vs. difusni @ mesoskopicka ¢ast
Stokesova formule v K 5 O 0. Fickdv zakon
6nk P 0z

stavova rovnice koloidu

3. uzavieno zapoctenim molekularniba chaosu

- RT
RT 8v <« _RT N,
—Kvt+ 55, =0 A V}

VYSLEDEK
difusni konstanta

D = . D
N exkP’  _"_|N) 6my
kg A dynamicka viskosita
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H K obsahu Einsteinovy prdce: Einsteiniiv vztah H

| Soubézné velmi podobnd prace Mariana Smoluchowskino
Postup A.E. je "polofenomenologicky "
Vysledky

1. Odvozen molekuldrné-kineticky vzorec pro koloidni osmoticky tlak (..."nezajimavé")

Formule pro difusni konstantu ... EinsteinOv vztah

2
3.  Formule pro evoluci Brownovy castice
4

Navrzen novy zpUsob stanoveni Avogadrovy konstanty ... dnes Uloha do praktika

difusni konstanta

Br 1 L [Rr 1
[ = : D
N ezkP’  _.\Np6mpy
THi interpretace: kB —/ - dynamicka viskosita

v 7

Most mezi rovnovaznymi fluktuacemi a odezvou na vnéjSi silu ( fluktuacne — disipacni teorem)
Most mezi makro a mikrosvétem prostrednictvim Avogadrovy konstanty
Most mezi trenim a stochastickymi silami ... pozdeji
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H K obsahu Einsteinovy prdce: Einsteiniiv vztah H

| Soubézné velmi podobnd prace Mariana Smoluchowskino
Postup A.E. je "polofenomenologicky "
Vysledky

1. Odvozen molekuldrné-kineticky vzorec pro koloidni osmoticky tlak (..."nezajimavé")

Formule pro difusni konstantu ... EinsteinOv vztah

2
3.  Formule pro evoluci Brownovy castice
4

Navrzen novy zpUsob stanoveni Avogadrovy konstanty ... dnes Uloha do praktika

difusni konstanta

B 1D TR

N 6xkP’

D =

Tri interpretace: pohyblivost

v 7

Most mezi rovhovaznymi fluktuacemi a odezvou na vnéjsi silu ( fluktuacné — disipacni teoréem )

Most mezi makro a mikrosvétem prostrednictvim Avogadrovy konstanty
Most mezi trenim a stochastickymi silami ... pozdeji
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“ K obsahu Einsteinovy prdce: Einsteiniiv vztah “

| Soubézné velmi podobnd prace Mariana Smoluchowskino
Postup A.E. je "polofenomenologicky "
Vysledky

1. Odvozen molekuldrné-kineticky vzorec pro koloidni osmoticky tlak (..."nezajimavé")

2 Formule pro difusni konstantu ... EinsteinUv vztah
. d | ,
3. Formule pro evoluci Brownov JDIFF ——D—y proudova hustota
4. Navrzen novy zpUsob stanovt dx s4stic o praktika
difusni konstanta
D = . D=k, T LB
N 6xnkP B )
pohyblivost

Tri interpretace:

v 7

Most mezi rovhovaznymi fluktuacemi a odezvou na vnéjsi silu ( fluktuacné — disipacni teoréem )

Most mezi makro a mikrosvétem prostrednictvim Avogadrovy konstanty
Most mezi trenim a stochastickymi silami ... pozdeji
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H K obsahu Einsteinovy prdce: Einsteiniiv vztah H

| Soubézné velmi podobnd prace Mariana Smoluchowskino
Postup A.E. je "polofenomenologicky "
Vysledky

1. Odvozen molekuldrné-kineticky vzorec pro koloidni osmoticky tlak (..."nezajimavé")

Formule pro difusni konstantu ... EinsteinOv vztah

2
3.  Formule pro evoluci Brownovy castice
4

Navrzen novy zpUsob stanoveni Avogadrovy konstanty ... dnes Uloha do praktika

difusni konstanta ) ]
MERENA R // plynova konst. -- ZNAMA
RT 1 \D — TLB
N énkP N
A

D =

pohyblivost -- ZNAMA

Tri interpretace:

v 7

Most mezi rovnovaznymi fluktuacemi a odezvou na vnéjSi silu ( fluktuacne — disipacni teorem)
Most mezi makro a mikrosvétem prostrednictvim Avogadrovy konstanty

Most mezi trenim a stochastickymi silami ... pozdeji
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“ K obsahu Einsteinovy prdce: evoluce Brownovy cdstice “

| Soubézné velmi podobnd prace Mariana Smoluchowskino
Postup A.E. je "polofenomenologicky "

Vysledky
1. Odvozen molekuldrné-kineticky vzorec pro koloidni osmoticky tlak (..."nezajimavé")

Formule pro difusni konstantu ... EinsteinOv vztah

Formule pro evoluci Brownovy cdstice

N

Navrzen novy zpUsob stanoveni Avogadrovy konstanty ... dnes Uloha do praktika

Odplouvani Brownovy Castice od vychozi

interpretovano jako difuse

Difusni rovnice ... parcialni diferencialni rovnice pro vyvoj koncentrace €astic
0,V =DAv

Z ni lze odvodit (Skalovaci uvahou, bez explicitniho reSeni) formuli

x> =2Dt¢
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“ K obsahu Einsteinovy prdce: evoluce Brownovy cdstice “

Difusni rovnice

oy KO 0,V =DAv
TAS
SO ) »
= ) 4
t=0 X 2 =2Dt >

Odplouvani Brownovy Castice od vychozi polohy

interpretovano jako difuse

Difuse se chape jako postupné vyménovani poloh solutu a solventu diky
nahodnym termalnim pohybim
My se tomu budeme vénovat pomoci Langevinovy rovnice
Vztah v ramecCku odpovida rozmeérove uvaze

(D)=Ll §% |= (£ xLm)s(7 1) = 7
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“ K obsahu Einsteinovy prdce: evoluce Brownovy cdstice

Difusni rovnice

o0V =DAv
. . . »
=9 x> = 2Dt -

Odplouvani Brownovy Castice od vychozi polohy
interpretovano jako difuse

Perrin se spolupracovniky proved| opetovana mereni a z nich
vypocetl difusni konstantu. Pomoci Einsteinovy formule urcil

N, =M x10* mol™
M=73 68 645 7,15 7,7
M copara =6,0221415(10)

7




H Perrinovy poRusy H

I.;fﬂ- WENE F
‘_.-‘"'r-.‘-' = ’, H”xﬁ "\\ '
b | Vi i YR
| ;'f fir' x—ﬂﬂ Eﬂ“h, m’\ : 1
BRIV WLV 9% S 3R SAY .
B8 ._:__(_ |r -‘I'f }t T SN\ Yell 9, - — e
i L[5 lle 3 " - 2 |
P e ook A FIn x°=2Dt '
T XA T a2 (oF R -
BRSNS AN S e AV W AT, i
R :T{.*‘ .ri};ﬁ ] 2o /}/ . -
S B 5 ' of | /A1 |-
B IMe (v Pele ] de Py Y11 D =
NIRRT PP T - aSaYN
1 O 5 2 o 5 0 A
mnoho trajektorii presunutych individualni trajektorie
do téhoz pocatku tfi koloidnich Castic
Dvé metody vypoctu stfedni hodnoty
stfedni vlastnosti mnoha Castic v plynu opakované pokusy s jedinym objektem
stavova rovnice, barometricka formule Brownovy castice
stfedovani pomoci distribucni funkce ensemblové stredovani
_ 1
(4)=Za(ry, p,) - 1drdpf(r, p)a(r, p) (x)=—2 X,
n

/8




Obecnéjsi pohled na termické fluktuace

Termické fluktuace jsou universalni.

Ma proto smysl podivat se na né¢ z obecného hlediska.

Obecny nastroj pfi této praci je ekviparticni zakon.

Pak (pfiste) se zaméfime na Kapplerav pokus.
Ten zacal éru studia vlivu termickych fluktuact na
presnost mechanismu a méficich piistroju.
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Systematicky popis termickych fluRtuaci

termickeé fluktuace
\—

kvantoveé fluktuace
_J

V

soucasnost: zaroven
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“ Systematicky popis termickych fluktuact

termicke fluktuace | kvantove fluktuace

— _/
Y

soucasnost: zaroven

MAKROSKOPICKA APARATURA

T | termostat makroskopicky " nekonecny "
mnoho nezavislych vnitfnich stupiu volnosti
" S systém mesoskopicky
méfici . T interakce T -- S

blok .}~

neni
soucasti
systému

Hyor =Hy + Hg+Ugp
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“ Systematicky popis termickych fluktuact

termicke fluktuace | kvantove fluktuace

— _/
Y

soucasnost: zaroven

MAKROSKOPICKA APARATURA

T | termostat makroskopicky " nekonecny "
mnoho nezavislych vnitfnich stupiu volnosti
e O systém mesoskopicky
mékici | interakce T -- S
blok™ .} I
neni
soucasti —_
systému Hp =) Hyy +Urr
= = + .
HTOT HT+HS+UST HS H vatr
Ugr =7
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“ Systematicky popis termickych fluktuact “

termicke fluktuace | kvantove fluktuace
— )
~

soucasnost: zaroven

MAKROSKOPICKA APARATURA

T | termostat makroskopicky " nekonecny "
mnoho nezavislych vnitfnich stupiu volnosti
" S systém mesoskopicky
méfici J. i I interakce T -- S

blok .1

neni
soucasti —_
systému HT — Z HTa UTT

Hyor =Hy + Hg+Ugp Hs:H+Xw

sy =2
@n o moleku@
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“ Systematicky popis termickych fluktuact “

termicke fluktuace | kvantove fluktuace
— )

~
soucasnost: zaroven

MAKROSKOPICKA AP o , .
"silné slabé" ~ molekularni chaos

HT :ZHTO’ @ oInc.>s;ti

Ho = H+ -
méfici S Itr
blok —n
neni @ )
soucasti
systému \ @ Interakce jsou natolik slabé, ze zanedbame jejich

\ prispévek k celkové energii
}a[T(YT ':\\

O Jejich ucinek nahradime
hypotézou termické rovnovahy pro termostat
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“ Systematicky popis termickych fluktuact “

termicke fluktuace | kvantove fluktuace
— )
~

soucasnost: zaroven

MAKROSKOPICKA APARATURA

T | termostat makroskopicky " nekonecny "
mnoho nezavislych vnitfnich stupiu volnosti
" S systém mesoskopicky
méfici J. i I interakce T -- S
blok .1

neni
soucasti —
systému HT — ZHICJ’ UTT

Hyor = Hy + Hg +Ugy Hg S 1+ B
o

=y H +H
ZfTa X

mikroskopické globalni -, . o
stupné volnosti silné slabé" -~ molekularni chaos
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H Systematicky popis termickych fluktuact

termicke fluktuace | kvantove fluktuace

— _/
V

soucasnost: zaroven

MAKROSKOPICKA APARATURA

T | termostat makroskopicky " nekonecny "
mnoho nezavislych vnitfnich stupiu volnosti
" S systém mesoskopicky
méfici . T interakce T -- S

blok .}~

neni
soucasti
systému

Hior =Hr +Hg +Ugyp

:ZHTO’ +H

mikroskopicke globalni o
stupné volnosti molekularni chaos
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“ T71 priklady mesoskopickych systémii

globalni stupné volnosti

. translacni

. rotacni
Brownova c¢astice

‘_.

perové vahy

1]

Kapplerovo zrcatko

mohou byt exaktne oddéleny od vnitinich SV

volny translacni (+ volny rotacni) pohyb

2

H:p_
2m

mezipripad: translacni pohyb s vratnou silou

2
H :p—+%Ax2
2m

v viIiwv

72
H=—+14
21 4
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“ T71 priklady mesoskopickych systémii

globalni stupné volnosti
. translacni
. rotacni
1) Brownova Castice
Ve \

¢ —

2) pérove vahy

7,

3) Kapplerovo zrcatko

U

mohou byt exaktne oddéleny od vnitinich SV

volny translacni (+ volny rotacni) pohyb

2

H = P + rotace
2m

mezipripad: translacni pohyb s vratnou silou

2
H :p—+%Ax2
2m

v viIiwv

L2
H="+1A4¢"
21 * 4
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H T71 priklady mesoskopickych systémii

globalni stupné volnosti
. translacni
. rotacni
1) Brownova Castice
Ve \

¢ —

2) pérove vahy

7,

3) Kapplerovo zrcatko

U

mohou byt exaktne oddéleny od vnitinich SV

volny translacni (+ volny rotacni) pohyb

2

H = P + rotace
2m

mezipripad: translacni pohyb s vratnou silou

2
H :p—+%Ax2
2m

v viIiwv

L2
H="+1A4¢"
21 * 4

Hamiltoniany kvadratické
v globalnich kanonickych promennych
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Termostat z ided[niho plynu

H; =) H, +Usr obecny tvar hamiltonianu

2
=2 IZ);: D Ve +3 ZUaﬂ pro (téméf) idealni plyn

azp

7

~

srazky vedou k chaotisaci T

podminky pro dobry termostat
z idealniho plynu

a 14
— << — << T
V V
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“ Termostat z ided[niho plynu

H;=) H, +Usr obecny tvar hamiltonianu
2
=2 Pa_+ D Veats ZUaﬂ pro (téméf) idealni plyn
2m azf

srazky vedou k chaotisaci T

podminky pro dobry termostat
z idealniho plynu

a /
— << —<<Tq
- V V
DOBA H
chaotisace termalisace charakt.doba
(srazkova d.) (relaxacni d.) systému
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“ Termostat z ided[niho plynu

H;=) H, +Usr obecny tvar hamiltonianu
2
=2 Pa_+ D Veats ZUaﬂ pro (téméf) idealni plyn
2m azf

srazky vedou k chaotisaci T

podminky pro dobry termostat
z idealniho plynu

a /
— << —<<Tq
- V V
DOBA H
chaotisace termalisace charakt.doba
(srazkova d.) (relaxacni d.) systému
g AR ~ J
— idealni plyn — termostat
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“ Termostat z ided[niho plynu

Hy =) Hpy +Upq

2 azp

~

srazky vedou k chaotisaci T

7

obecny tvar hamiltonianu

2
=2 P;l D Ve +3 ZUaﬂ pro (téméf) idealni plyn

podminky pro dobry termostat
z idealniho plynu

a /
— << —<<Tq
- V V
DOBA H
chaotisace termalisace charakt.doba
(srazkova d.) (relaxacni d.) systému
g AR ~ J
— idealni plyn — termostat

TERMOSTAT:
definuje a fixuje teplotu
je robustni, neda se vychylit

je rychly pri navratu do
rovnovahy
S termostatem pracujeme tak,

jakoby po dobu zkoumaného
procesu setrval v rovnovaze

4
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“ Termostat v rovnovdze “

Chovani termostatu v rovnovaze ...
@ distribuc¢ni funkce pro kazdy nezavisly stupen volnosti zvlast
f.(p,q)Uexp(-B1H,(p,q)), pL=1/kgT| hustota pravdépodobnosti
tedy £ (p,q)d_de_Qq ma vyznam pravdepodobnosti.

@ Specialni pripad ... barometricka formule
zobecnujici Boltzmannovo rozdeleni

p2
Ja(p,q) U eXp(_:B EIZ_,Z) @Xp(_lg g (Q))
Potencial stén -> chaotisace tzv. biliarovym efektem - vypusten.

@ Stejné castice typu Q (se stejnym hamiltonianem) maji spole¢nou
distribucni funkci

fo(p,q) Uexp(=BLH,(p,q))
j j dpdq f,(p,q) = N, ... potet "cstic"
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Systém v rovnovdze s termostatem

Nase malé systémy si muzeme myslet jako "N + 1" molekulu, trochu sice
vetsi, ale jinak zapadajici do Boltzmannovy konstrukce kinetické teorie

Predpokladame totiz Hyop = Hy, + H + 13

"N + 1" molekul

Skrtnuty &len vyvola nevratnou dynamiku.
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Systém v rovnovdze s termostatem H

Nase malé systémy si muzeme myslet jako "N + 1" molekulu, trochu sice
vetsi, ale jinak zapadajici do Boltzmannovy konstrukce kinetické teorie

Predpokladame totiz Hyop = Hy, + H + 13

"N + 1" molekul

Skrtnuty &len vyvola nevratnou dynamiku.
Dvé cesty

@ Prostrednictvim skrytych chaotisaCnich interakci se termicky chaos
prenese z T i na dynamicky system S.

Pocitame stredni hodnoty proménnych systému s rozdélovaci funkci
fs(p.q) Uexp(=LLH(p,q))
Timto vnucenim rovnovahy jsme rovnocenné dosahli nevratnosti.

@ Zacneme dynamické vypocty pro systém S pod dynamickym vliivem T.
To je mozné napf. za pouziti Langevinovy rovnice ( ... Priste)




H Ekviparticni teorém H

@ Ekviparti¢ni teorém obecné platny za dvou predpokladu:
1.  Systém je klasicky ( fatalne dulezite ... viz Planckova funkce)

2. Uvazovany stupen volnosti (p nebo q) ... v celkovém hamiltonianu
aditivni kvadraticka funkce, typicky 1 4x’
@® Ekviparti¢ni teorém

<1Ax > jdx%sz [eéxp(— IB%AX) lkBT
jdx@xp(—ﬁ@Ax )

2
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H Ekviparticni teorém H

@ Ekviparti¢ni teorém obecné platny za dvou predpokladu:
1.  Systém je klasicky ( fatalne dulezite ... viz Planckova funkce)

2. Uvazovany stupen volnosti (p nebo q) ... v celkovém hamiltonianu
aditivni kvadraticka funkce, typicky 1 4x’
@® Ekviparti¢ni teorém

<1Ax > jdx@sz [exp(—4 C Ax?) kT
jdx@xp(—ﬁ@Ax )

2
© Nezalezi na: ¥ kinetické energii, 3 rozdilném dynamickém chovani
pro ruzné podminky (tlak vzduchu)
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Ekviparticni teorém H

EkvipartiCni teorém obecné platny za dvou predpokladu:
Systém je klasicky ( fatalné dulezité ... viz Planckova funkce)

Uvazovany stupen volnosti (p nebo q) ... v celkovém hamiltonianu
aditivni kvadraticka funkce, typicky 1 4x’
EkvipartiCni teorem

<1Ax > jdx@sz [exp(—4 C Ax?) LT
jdx@xp(—ﬁ@Ax )

2
Nezalezi na: ¥ kinetické energii, 3 rozdilném dynamickém chovani
pro ruzné podminky (tlak vzduchu)

Podobné pro kinetickou energii

<p2/2m> Lmv? =LigT

nezavisle na hmotnosti ¢astice. Stredni kvadratické rychlosti se
ovsem liSi!!

99




H Kappleriiv experiment H

1931 Kappler

atmostéricky tlak

tlak klesa
M\‘ v
|
stinitko
. e
pot. energie Y = EAW
1 1

{v}zig<¢2>=EkET R=kpN,

prvni presné

23 =]
) N, =6.057%10" mol stanoveni N,
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Priste dynamicky popis Kapplerova zrcatka
pomoci Langevinovy rovnice

... Stochasticka diferencialni rovnice
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The end




