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Seznam pouzitych symbolua

N mnozina pfirozenych c¢isel

Y/ mnozina celych ¢isel

R mnozina realnych ¢isel

R™ realny m-rozmérny euklidovsky prostor
a,b,... realna cisla

a,b,... vektory realnych éisel (sloupcové)

[lall euklidovska norma vektoru a, tj. ||a)| = va’a
A B,. matice

I, jednotkova matice typu (n x n)

0 nulovy vektor nebo nulova matice

1, n-rozmeérny sloupcovy vektor samych jednicek
h(A) hodnost matice

A’ transponované matice

Al inverzni matice

A~ pseudoinverzni matice, tj. A~ = AATA
|A[,det(A) determinant matice

(é []? ) blokova matice

Inz pfirozeny logaritmus se zakladem e

Q prostor elementarnich jevi

A o-algebra

B™ borelovska o-algebra v m-rozmérném euklidovském prostoru
Ia indikator mnoziny A

AUB sjednoceni mnozin

ANB prinik mnozin

A-B rozdil mnozin

1] prazdna mnozina

(x,y) skaldrni soudin

P(A) pravdépodobnost jevu A

(Q,A,P) pravdépodobnostni prostor

XY, ... nahodné veliCiny

T,Y, ... realizace ndhodnych velicin

X)Y,... nahodny vektor

I realizace ndhodnych vektort



{Xp,teT}
Et ~ WN(0,0’?)
Er ~ IID(O, O’Z)

th = ltl—gl Xt
L2(Q, A, P),
120, 4, P))
B

A

Ap

fx(w)

(1)

p(t)

a(t)

ARM A(p, q)
AR(p)
MA(q)

ARIMA(p, d, q)

stfedni hodnota nadhodné veli¢iny X
kovariance nahodnych veli¢in X a Y

rozptyl ndhodné velic¢iny X

kovarian¢ni matice ndhodnych vektora X a Y
varianéni matice ndhodného vektoru X
nahodna veli¢ina X s rozdélenim

se stfedni hodnotou p a rozptylem o
nahodné veli¢ina X se fidi normalnim rozdélenim

se stfedni hodnotou y a rozptylem o2

rozdéleni rovnomeérné spojité na intervalu (a,b),a,b € R,a<b
x2-rozdéleni o n stupnich volnosti

m-~rozmérné norméalni rozdéleni se stfedni hodnotou p

a kovarian¢ni matici 3

nahodny proces, T je neprazdna mnozina

bily sum, kde Ee; = 0, De; = 02, C(et,e5) =0, (s # 1)

IID (independent identical defined) proces, bily Sum

s nezavislymi ndhodnymi veli¢inami

limita podle kvadratického sttedu v bodé ¢y, anglicky

2

limit in the mean, t.j. E|X; — X3, — 0 pro t — tg
Hilbertuv prostor realnych ndhodnych veli¢in druhého
fadu, tj. veli¢in s kone¢nymi druhymi momenty,

se skaldrnim soudinem (X,Y) = EXY

Hilbertv prostor komplexnich nahodnych veli¢in
druhého F4du se skalarnim souc¢inem (X,Y) = EXY
operator zpétného chodu, tj. BX; = X;_1

diferenc¢ni operator, tj. AX; = Xy — X¢_1

diferen¢ni operator o délce L > 0, L € N,

tj. A Xy = Xy — Xy 1

spektralni hustota ndhodného procesu {X;,t € T'}
autokovarian¢ni funkce stacionarniho procesu
autokorela¢ni funkce stacionarniho procesu

parcialni autokorela¢ni funkce stacionarniho procesu
ARMA proces iadu p a ¢ (p,q € N)

AR (autokorela¢ni) proces fadu p (p € N)

MA proces fadu ¢ (q € N)

smiSeny proces fadu p, d a ¢ (p,d,q € N)



Kapitola 1

Box-Jenkinsova metodologie

1.1 Uvod

V predchozim jsme podali vyklad analjzy jednorozmérnych casovych fad zalozeny
na dekompozi¢nim principu. Pokouseli jsme se vyélenit (a posléze modelovat) de-
terministickou ¢ast Casové fady (deterministicky trend, deterministickou sezénni
slozku) a stochastickou ¢ést jsme hloubéji neanalyzovali - chapali jsme ji jako ¢ast
zbytkovou.

Ve skuteénosti viak také v rezidudlni (zbytkové) ¢ésti existuji jisté systematic-
nosti, jez jsou velmi vyznamné, a je proto nutné se jimi zabyvat. Box-Jenkinsova
metodologie (zkracené B-J metodologie) ztotoZiiuje systematickou ¢ast ¢asové fady
s Casti deterministickou a je zalozena na mysSlence, Ze ¢asova fada miize byt cha-
pana jako fada stochastického charakteru. Zasluha Boxe a Jenkinse nespocivéa v
objeveni principi, které budeme popisovat, ale ve vytvotreni konkrétniho postupu,
jak tyto principy prakticky vyuzivat.

Témeér kazdy kvalitni statisticky programovy paket tuto metodologii obsahuje
(SAS, BMDP, SPSS, STATGRAPHICS, RATS,)

Vyhody B-J metodologie:
e je flexibilni a rychle se adaptuje na zménu v charakteru modelovaného pro-
cesu
e v mnoha pfipadech dava nejlepsi vysledky (vzhledem k MSE-stfedni ¢tver-
cové chybé)
Nevyhody B-J metodologie:
e musi byt dostateéné dlouhé realizace
e ztraci se moznost jednoduché interpretace vyslednych modela (lze t&zko pre-
svédcit zadavatele, ze fadu lze modelovat pomoci nahodnych Soki. Jedinym

argumentem jsou zde Casto jen kvalitni pfedpovédi ziskané pomoci téchto
modeltt).



1.2 Zakladni pojmy

V dalsim budeme uvazovat centrované stacionarni nahodné posloupnosti
{Y,,t € Z}, kde Y; € L3(Q, A, P), coz je Hilberttiv prostor realnych nahodnych
veli¢in s koneénymi druhymi momenty, ve kterém dvé ndhodné veliciny X a Y

povazujeme za ekvivalentni, pokud

P(X=Y)=1

1.2.1 Operator zpétného posunuti

Definice 1.2.1.
Necht {Yi,t € Z} je posloupnost ndhodnych velicin. Operdtor zpétného
posunuti je definovdn pomoct vyrazu

[ BY: =Y |

pricemz jej lze aplikovat nékolikandsobné jako

BY, =Y,_;|

1.2.2 Linearni proces

Nez zavedeme pojem linedrniho procesu, vyslovme vétu, kterd zabezpecuje jeho
korektnost.

Véta 1.2.2.
Necht {e;,t € Z} ~ WN(0,02) je bilym sumem, ddle méjme posloupnost re-

o0
dlngjch cisel {1;}52 takovou, Ze Z;io 1/)? < 00. Pak tada Zd)jsj konver-
7=0

guje podle kvadratického stiedu, tj. existuje ndhodnd velicina Y € L?(Q, A, P)
a plati

N
Y = lim. o
Lim. Zowﬁg

=

DUKAZ. Vime, Ze bily $um & € L2?(Q, A, P). Pro libovolna pfirozena ¢isla



k,N € N plati

2 2 2
N+k N+E N+E
E biej — § il = FE § piej — § ey = F § (T
j=N+1
N+k N+k
=F E Yie; g Ynen
j=N+1 h=N+1
N+E N+k N+E

Z Z Y hEsjsh :of Z wﬁmo

j=N+1h=N+1
nekorel

Posloupnost ¢aste¢nych souctt je tedy cauchyovska, tj. existuje k ni limita
= 1 i-m. S =0 V€5 L]

Definice 1.2.3.
Mé&jme {e,t € Z} ~ WN(0,02) a posloupnost redlngjch cisel {1;}52, takovou,
Ze Y 12003 < oo, pak linedrni proces je definovdn vztahem

Y: = Z (o
=0

Pocitejme postupné stfedni hodnotu, rozptyl a autokovariancéni funkci linearniho
procesu a presvédCeme se, ze linedrni proces je stacionarni.

:E jzzoi/fﬁtfj ;WE‘?OJ@

o 0

nekorel 2 2 2 2

[DYi]=D | 3 e Zw Der—y =|0? Y 4} |=o}
Jj=0 =0

_0.2

V(1) |= COYaYer) = EY.Yory = E | ) thjea; (Z whss+t_h>
j=0 h=0

N s—j = s+t—nh
=SS B =| 50 T UM
— — —_—— = 7+

j=0 h=0
nekorel.
=1|0¢ ijwj-'rt'
7=0




Ze Schwarzovy nerovnosti dostaneme

V(O] = 1C(Ys, Yaro)| = |02 > tjtbi44| < V/DYDYoyy = 4(0) = 02 Y 47 < o0
=0

Jj=0

Podminka stacionarity je tedy podminka

o0
Z 1/)]2 < 00.
§=0

Pokud zavedeme funkci

U(z) = ijzj )
§=0

pak podminka
o0
> v <oo
§=0
implikuje, ze funkce

¥(z) je holomorfni uvnitf kruznice |z| < 1.

Takze podminku stacionarity lze vyslovit i pomoci podminky

U(z) je holomorfni pro |z| < 1, pFicemz Z‘;’;O 1/)]2. < 00l

Oba pozadavky budou splnény, pokud bude platit

‘ ¥(2) je holomorfni uvniti a na jednotkové kruznici|.




Linearni proces lze jesté zobecnit takto:

Definice 1.2.}.

Méjme {et,t € Z} ~ WN(0,02) a posloupnost redlngjch cisel
{¥j}32 o takovou, Ze Z;’;_m 1/)]2- < o0, pak zobecnény linedrni proces
je definovdn vztahem

Z (U

j=—o00

Pro takto definovany zobecnény linedrni proces dokazeme obdobnym zpisobem
jak pro obycejny linearni proces spocitat

o0 o0
EY; =0, DYi=o2 ) ¥ a q)=0l ) i
j=—00 j=—o0
Na zavér tohoto odstavce pocitejme jesté spektralni hustotu zobecnéného
linearniho procesu.

Nejprve odvodime spektralni hustotu bilého Sumu, a to pomoci jeho autokova-
rian¢ni funkce 7. (t)

2
1 o _u 1 & it 2 2= we (—m,m)
W)= — e itw - itw (S _ o ) )
2w 2 ) =gp 2 ¢ {0 jinak
kde a?2n
1 t=0
8(t) = . -
0 jinak.

-T s
Pak pomoci autokovarian¢ni funkce zobecnéného linearniho procesu pocitame
spektralni hustotu pro w € (—m, )

1 - —itw 1 - —ztw
fr(w) = 5 t:_ooe y(t) = Py P J_z_:oo Yivivt
= = Z U Y e = L) 3D e Y e s
t=—00 | =—00 t=—00
Folor? !
2

Z et —fg Z Pyt nebot |22 =z - 2
t=—o0 t=—o00

Pokud polozime | ¥(z) = Z;’;im ;27 |, pak milZeme psat

—iw) |2 0? —iw |2 _03
- fe() [® (e7)[" =] Z2[¥ (e7)] (_E




1.2.3 Linearni filtry

Véta 1.2.5.
Necht {X:t € Z} je (centrovand) staciondrni ndhodnd posloup-
nost a {1/)]-};?‘;700 je absolutné konvergentni posloupnost redlngch dcisel

(tj. >° ¥l < o0). Pak plati |V, =20 LUiXi—; € L*(Q,A,P)| .
j=—00
{Y;,t € Z} je staciondrni ndhodnd posloupnost.

DUKAzZ. Je zfejmé, ze staci dokézat existenci ndhodnych veli¢in

1 00
YoowiXi; a y® = > X,
=0

Jj=—00
protozZe pak bude platit Y; = Yt(l) + Yt(2). Oznacme
vx(h) = EX¢Erynp a yx(0) = 0% > 0.

Pak pro libovolna prirozend ¢isla k, N € N plati

2
2 Ntk

—E Z%Xt j Ztht h

N+k

ijXt i Z"/)tXt h

N+k 2 N+k N+k
=E| Y ¢Xe | =E| Y iXe < > ¢hXt—h>
j=N+1 j=N+1 h=N+1
N+k N+k

= > ) s BXy BXiyXion

j=N+1h=N+1
\W(J h)|<vx(0)=
2

N+k  N+k N+k

<ok Y, Y, ijllwh|=g§; 2 Wil S=o o

j=N+1 h=N+1 Pl FEIES!

—0

Posloupnost ¢asteénych soucti je tedy cauchyovské (podle kvadratického st¥edu),
tj. existuje k ni limita

) = Lim. Zq/;th o= v e LXQAP),

N —o0

tj. Yt(l) méa nulovou stfedni hodnotu a konecny rozptyl a je tedy stacionarni. Po-

" PO C , c (2
dobné se dokaze i existence stacionarni nahodné posloupnosti Y;( ). [



Definice 1.2.6.
Necht {X,t € Z} je staciondrni ndhodnd posloupnost a {;}32__ je ab-
solutné konvergenini posloupnost redlngch cisel (tj. Z;ifoc [¢;] < o0). Pak

o0
Y, = Z ¥; Xi—; | nazveme linedrnim filtrem procesu {X,;,t € Z}.

j=—o0

Véta 1.2.7.

Méjme centrovanou staciondrni ndhodnou posloupnost {X,t € Z} se spek-
tralni hustoutou fx(w). Necht {;}32_., je absolutné konvergentni po-
sloupnost redingjch cisel (ij. Z;ifoo [;] < o0). Pak ndhodnd posloupnost
Y, = Z;’;ioo V; Xy je staciondrni se spektrdini hustotou

fr@) = Fx @)% ()* | kde [9(2)]= ‘Z b |2 <1

Jj=—00

se nazyvd generujict funkce filtru a

Y(w)|=T (e7™) prenosovd funkce filtru.

DUKAzZ. Stacionaritu jsme dokazali v predchozi vété. Nyni poditejme autokovari-
ancni funkci.

Yy (t) :C(YS,Y;H):C< io: Vi Xs—j, io: ths-‘rt—h)

j=—o00 h=—o00

= io: i VionC(Xs—j, Xsyt—n) = ic: iol Yjbnyx (t+35 —h)

j=—00 h=— j=—00 h=—00

h=—00

Oznac¢me
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Pak, protoze plati
()= [ e e,

dostaneme

Fr@) = fx(@) ¥ () [* = fxw) @ ()],

1.2.4 Autokovarianéni a autokorela¢ni generujici funkce sta-
cionarnich procesu

Pfi vysetfovani vlastnosti autokovarianéni a autokorela¢ni funkce starionarnich

procesu je uziteéné zavést nasledujici transformaci

oo oo

G)= 3 Ak resp. R()= S plk)E,

k=—oc0 k=—o00

které se nazyvaji autokovarianéni, resp. autokorelaéni, generujici funkce.
Vsimnéme si jesté vztahu mezi spektralni hustotou a autokovariancéni generujici
funkeci

flw) =5 y(t)e ™ = LG (e7™)
t=—o00
BiLy Sum

PRIKLAD 1.2.8. 2 p_

Méjme bily éum‘ g; ~ WN(0,02) |, s autokovarianéni funkei | v. (k) = { S ’
0 jinak

takze

= 3 awF =[] e RG)= Y a1
k=—o0 k=—o0

ZOBECNENY LINEARNI PROCES

PRIKLAD 1.2.9. .
Mgjme posloupnost realnych ¢isel {9;} takovou, ze Y. 1/132 < 00, pak zo-

j=—o0

oo
j=—oco

becnény linearni proces je definovan vztahem
o0
X = E Vigr—j
j=—oc0

a ma autokovarianéni funkei tvaru

vx(k) =02 > bt

j=—oc0
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Odtud autokovarianéni generujici funkce a spektralni hustota jsou rovny

: Y k) =a? FNY =02 Y > e gyt
k=—o00 k=—oc0 j=—00 k=—o00 j=—00
=Rl ’: L2 et 3 e =[Gk () () |
—G.(2) h=—o00 j=—00
= AGx (%) = £ G. (e7) Wy () Uy () =| folw) [Tx (=) [}
(w)
fa w

X 57 pro Jd

kde m = ;27 pro |z| < 1 se nazyvd generujici funkce filtru a
e

Yx(w)| = ¥x (e‘i‘”) prenosova funkce filtru (zobecnény linedrni proces je

také filtrem).

LINEARNI FILTR

PRrIKLAD 1.2.10.

o0
Mgjme posloupnost realnych éisel {v;} takovou, ze > [|¢;| < oco. Déle
j=—o0
necht {X;,t € Z} je centrovand stacionarni ndhodnd posloupnost. Pak linearni

filtr je definovan vztahem

oo
j=—o0

Y: = Z i Xi—j

j=—o0

a ma autokovariancéni funkci

Wk |=EYYar =E Y iXey > tUnXepron

j=—o00 h=—o00

Yo D UnBEXe Xerkon

j=—00 h=—00

=1 >0 D diwix(k+i—h)),

j=—00 h=—0c0
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takze
Gy(2)|= Y vk)F = D" 2" > > winyx(k+j—h)
k=—o0 k=—o0 j=—00 h=—0c0
= > Z Y i e ax (k- h)T = Ssub:Sthrjfh
k=—00 j=—00 h=—00
= > ene" D) w0 x(s)2° =|Gx () Uy (2) Uy (271
h=—o0 j=—o00 §=—00

=Gx(z)

fr(w)|= %GY (eﬂ'“’) = %GX (eii‘”) Uy (eii‘”) Uy (ei‘”) =|fx(w) |\IIY (e*i‘“)|

2

| S
fx (w)

oo .
kde ¥y (z) = > ;27 pro |z| < 1 se nazyva generujici funkce filtru a

j=—o00

Yy (w) =Ty (e‘i‘”) pienosova funkce filtru.

1.2.5 Definice ARMA procesu

Definice 1.2.11.
ARMA proces tadu p,q je definovan vztahem

‘ }/t - 501}/1571 - Sﬁp}/tfp =&+ 9151571 + -+ oqstfq
Et ~ WN(O, O’g),
pricemz pomoci operdtoru zpétného chodu lze psdt

Y, ~ ARMA(pq): ®(B)Y,=0(B),

, kde

kde
®(B)=1—p1B—-—¢B"  (po=1)

OB)=1+0B+ - +0,B1 (6 =1).

Rekneme, ze {Y;,t € Z} je ARMA(p,q) se stfedni hodnotou p, jestliZe
{Y: — u} je ARM A(p, q) proces.

Specialni pripady ARMA procesu nazyvdme:

Autoregresni proces (AR proces): Y: ~ AR(p) ~ ARM A(p,0), tj.
Proces klouzavjch soucti (MA proces): Y; ~ MA(q) ~ ARM A0, q), tj.
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1.2.6 Kauzalita

Dfive neZ zavedeme pojem kauzality, v§Simnéme si blize AR(1) procesu.

-2

-3

AUTOREGRESNI PROCESY PRVNIHO RADU.

}/t = 0.5)/271 + &¢, Et ~ ]\](07 1)

50 100 150 200 250

Yt = —0.5Yf,_1 + Et, Ep ~ N(O, 1)

50 100 150 200 250 300
Yt = 0851?_1 + &¢, gt ~ ]V(O7 ].)
T T T
I I I I I
50 100 150 200 250 300

}/t = *025Y;71 + &¢, Et ~ ]\7(07 1)

50 100 150 200 250

Obrazek 1.1: Ukazky autoregresnich procest1 1. fadu

300
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Pro autoregresni proces prvniho radu ‘Yt — ¢1Y;—1 = €, | postupné v k krocich

upravujme

=p1Yic1+er =1 (p1Yia +ei-1) &0 = 01Yioo + P11 + &4
=3 (p1Yio3 + e1—2) + 1641 + 61 = PV 3 + Qies_o + p164-1 + &4

k-1 2
= (1Y k1t i)+ Y e =T Y+ ple
=0 =0

(1) Uvazujme nejprve piipad, kdy ||¢1] < 1| a {Y;,t € Z} je stacionarni, tj.

Y; € L?(Q, A, P) a EY? < oo, pak
2

k
Yo~ ley|| = e Yeia||” = E|ot Waia|”
7=0

_ 2k+2 2
=¥ E|Y;5—k—1| — 0
—————— k=
—0 =02 <oo

tj. Z;‘io @{Et, ; konverguje podle kvadratického stfedu k Y; a miizeme psat

o0
— J
Y= E PrEt—j |
J=0

Pak dokazeme spocitat

=EY plej=Y ¢lBe;=[0]
§=0 J=0

2

o0 o0 o0 0_

_ j nekorel. 2j _ 22 : 2j _ 2
=D E P1€t—5 = E 01" Dey_j = o; Y1 = 1-22
=0 i=0 i=0 7

o0

V(1) | = C(Ys, Yospy) = E(Ys - Yoypy) = E Z Ples <Z @lllss—i-tl—h)
=0 h=0

—.— s—j = s+t|—h
=2 2 wienB et = |y 2 Gy ’
7=0 h=0
nekorel.

9 e 1 2
=0c E i = Oc |
Jj=0

1—?
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Autokorelaéni funkce (ACF) je pak ACF proY; = 0.5Y;1 + ¢
tvaru T T T

08|

@) T
= W =|¥1 osf

04

Pomoci generujici funkce filtru

02

oo o 1 .
U arm)(2) |= E oy’ = T oo -10 1
i=0 L

ACF pro Y; = —0.5Y;_1 + ¢

pro |z| < 1a|p1]| < 1 dokdZzeme snadno
spocitat i spektralni hustotu ”
0.6
_ o ; —iw) |2 I
far@(W) |= 52 [®ar@ (€)7o
o2 1 0.2
2”|17w167iw|2 0
02 ]_ -0.2
(e — )P
_|a2 1 e s s 4 2 o0 2 4 s 5 w0
27 |ei“’ _ 901|2 ’ Obréazek 1.2: Ukazky autokorelaénich
funkeci
farm(w) pro Yy = 0.5Y;_1 + & farm (w) pro Yy = —0.5Y; 1 +&;
o6l ‘ ‘ ‘ ‘ T o0sf ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
05 { 05
04 {1 04
03 {1 03
0.2 {1 02
0.1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ {  o1f ‘ : ‘ ‘ ‘
-2 -2 -1 -2 -1 0 1 2 3

0 1 2 3 -3
Obrazek 1.3: Ukazky spektralnich hustot

(2) Déle fesme ptipad, kdy |¢1]| > 1. PouZijeme-li vztah
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a postupné v k krocich budeme upravovat

=1 _ 1 =1 (L _ 1 _1
= oY1= prée = o (g,l Yio—2; €t+2) orEH

1 Y, 1 1 1 1 1 1 1
= = — &g — —€ =% (—Yy3——=¢ — & — —€
Lp% 2 Lp% tH2 o1 1 Lp% (LP1 t+H3 o1 t+3) @% 2 o1 1

1 Y, 1 1 1
= —3 — —3& — =& — —€
Lpf 3 Lpf 3 @% 2 o1 1

k

1 Y 1
%1 Lt - %7 Et—j
w’f“ ot E - w’f*l J P
‘7:

stejné jako v pfedchozim pripadu — Z;io ﬁ&:—j konverguje podle kvadra-
tického stfedu k Y;. AvSak vidime, Ze Y; zdelvyjadfujeme pomoci budoucich
hodnot {es, s > t}. Tim poruSujeme pfirozenou podminku, Ze Y; je na budouc-
nosti nezavisla a fikdme, Ze neni kauzalni.

(3) V ptipadé, ze plati |p1| = 1, pak AR(1) neni stacionarni, jde o tzv. ndhodnou
prochazku.

Nyni jiz mizeme zavést pojem kauzality.

Definice 1.2.12.
ARMA proces 'Yy ~ ARMA(p,q) se mnazgvd kauzdlni, jestlize
eristuje absolutné konvergentni posloupnost redlnych cisel ¥ = {1/)j};?';0,

(4. Z;io [¢;] < 00) tak, Ze

Y, = ijet,j, tj. zkracené Y; ~ MA(0) : Y = ¥(B)ey.
3=0

PozNAMKA 1.2,13. 0o 2 =
Protoze plati ) 97 < <Z |1/)j|> < 00, pak kauzalni proces |Y; = 3 e
5=0 5=0 §=0

je linearnim procesem. ProtoZe linedrni proces je staciondrnim procesem, je

’ ’, o0 7 .
kauzalni ARMA proces Y; ~ ARMA(p,q), kde .~ [¢;| < oo, také stacio-
narnim procesem.
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AUTOREGRESNI PROCES p -TEHO RADU: ‘ AR(p) : ®(B)Y; = ¢, ‘

Mgjme polynom ®(z) = ¢ — w12 — -+ — ppz? a necht )\i jsou jeho kofeny, tj.
J

® (%) — 0. Pak plati

@oﬂalzf~~~fsﬁpzp:sapﬂ(zf%j):saoH(lf/\jZ),
j j

v nasem piipadé ¢o =1 a ¢, # 0.

Provedme tedy rozklad polynomu ®(z) na soucin kofenovych ¢initeld

D(z) =(1—M2)Pr . (1= Ng2)Pr,

kde
1 1
201 = — .., 20k = —
o= ok =
jsou rozdilné (redlné ¢i komplexn{) kofeny polynomu ®(z), p1,...,px je jejich

nasobnost (pfi¢emz plati p; + -+ + pr = p).
Budeme hledat takovou absolutné konvergentni posloupnosti ¢isel

= {1/13 ?.;Oa

tak aby | Y; = Z Yier—; = ¥(B)es | byl kauzalni proces. Takze postupné odvo-
j=0

zujme
5= (B) Vi = SB)UB).
=T (B)e¢
tj.
®(B)U(B)=1 nebo B(z)¥(z)=1 &l \p(z):%z)

Z véty o rozkladu na Casteéné zlomky dostdvame (pokud pro nézornost predpo-
kladame, ze vSechny kofeny jsou jednoduché)

= 1 SRS I
<I>(z)_(l—Alz)...(l—Apz)_lf)\lz 1— Az
pro vhodné cy,...,cp.

Pokud pro k£ =1,...,p plati
|)\kz| <1,

mizeme psat

Cl > .
1= Az Ck jz:;( kz)
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a dokézali jsme najit konvergentni fadu

[e’e] P [e’e] &)
Vi) =Y g =Y a > M= (Cl)\Jl +---+c,,)\g;) o,
7=0 k=1 ;=0 j=0

pricemz
e )\ J
Vi =1+ A,

nebot ¥(z) = ﬁ je holomorfni pro |z| < 1 pouze kdyz

1 1
Al <1,..., A <1 & al > Lo > L
N——
lz01]>1 |z0p|>1

tedy vSechny koreny polynomu musi leZet vné jednotkové kruzZnice.

Tim jsme ukézali, Ze existuje feseni

Y = Z%Et—j
j=0

tzv. stochastické diferencni rovnice

Yi—p1Yim1— ... —pYi, =& g ~ WN(0,02) (1.1)

a timto feSenim je kauzalni autoregresni posloupnost fadu p. Protoze Y; je
linearni proces, je toto feSeni stacionarni.

Podminka tykajici se kofent polynomu ®(z) je podstatna. Lze ukazat, ze v pfi-
padé, kdy alespon jeden kofen polynomu ®(z) lezi uvnit¥ nebo na hranici jednot-
kové kruznice, neexistuje kauzalni posloupnost {Y;,t € Z} spliujici stochastickou
diferen¢ni rovnici (1.1). Snadno se da ukézat, Ze toto FeSeni je jediné.

STREDNI HODNOTA, ROZPTYL, AUTOKOVARIANCE A AUTOKORELACE AR(p)

Pro kauzalni AR(p) procesy pocitejme nejprve

=EY e =Y B =[0]
j=0 Jj=0

Abychom mohli spo¢itat rozptyl kauzalnitho AR(p) procesu, nejprve rovnici
}/t = Sﬁli/tfl +"'+Sﬁp}/tfp+5t
vynasobime vyrazem Y; a spocitame stfedni hodnoty obou stran, tj.

EY? = 01EY, 1Y + -+ + 0, Y, Y; + Ee,Y,. (A1)



19

Protoze
EY; =0,

pak autokovarian¢ni funkce je rovna
() = C(Vy, Yi—j) = E(Y: — EY})(Yi—j — EY;—j) = EY}Y;

a rozptyl
7(0) = EYy? = DY,

Dale spoctéme

=E Zdjjstfj e = Z"/’jEetijt = Z%‘U?‘S(j) = 7
Jj=0 j=0 j=0

. 1 =0,
6(j) = !
0 ginak.

Vrafme se k rovnici (A1), pak po dosazeni EY;e; = 02 a v(0) = EY;? dostaneme
¥(0) = o1y(1) + - + ¢py(p) + 07 (A2)

Podélme obé strany rovnice (Ag) vyrazem +(0) > 0 a protoZze pro autokorelaci

plati p(k) = %, dostaneme

a odtud jiz plyne, Ze =~(0) = e

1—p1p(1) = = ppp(p) |
Pii vypoctu autokovariance (nebo autokorelace ACF) budeme ptedpokladat,
7e k > 0, nebot v(0) = DY; jiz jsme spoditali. Rovnici

Yi=p1Yi 1+ +opYip + ey
vynasobime vyrazem Y;_j a spoCitdme stfedni hodnoty obou stran, tj.
EYY, =01 BEY; 1Y+ + 0pEYs Yk + Ee Yy, (As)
Pripomenime, Ze s vyuzitim vztahu
EY; =0,

je
v(k) =C(Y,Yi—x) = E(Yy — EY;)(Yi—r — EY;_i) = EY Y.
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Spoctéme

EY; ree=F Zdjjstfjfk & = Z"/’jEetfjfket = ZT/JJ'UQ 5j+k =0.
) =0 =0 :f)"

Vratme se k rovnici (As), pak po dosazeni EY;e; = 0 a v(k) = EY;Y;_ dostaneme

[ v(k) =17k = 1)+ + ¢k —p) | (As)
Podélme obé strany rovnice (A4) vyrazem ~y(0) a protoze p(k) = %, dostaneme
tzv. Yuleovy-Walkerovy rovnice.

| p(k) = 1p(k — 1) + -+ @pplk—p) | k>1 (As)

EXPLICITNI VYJADRENI AUTOKORELACN{ FUNKCE PROCESU AR(p)

Pri  explicitnim  vyjadfeni  autokorelacni  funkce  procesu  vyjdeme
z Yuleo-Walkerovyjch rovnic

p(k) = e1plk = 1) +---+¢pp(k —p) k=1
Oznac¢me
Bp(k) = p(k—1),  piicemz  p(0)=1 a p(—j)=p(j)
a hledejme feseni tzv. homogenni diferenéni rovnice
pk) = rplk —1) = —gpplk —p) =0 k>1 tj. | ®(B)p(k) =0 |

PozNAMKA: RESENI HOMOGENN{ DIFERENCNI ROVNICE

Mgjme polynom ®(z) = o — w12 — -+ — ppzP a necht AL jsou jeho kofeny,
J

tj. @ (%) — 0. Pak plati
¢Ofsalzf~~~fsapzp:wpﬂ(zf%j) = o [T(1 = N2),
J J

v naSem piipadé o =1 a ¢, # 0.
1. Necht % je kofen polynomu ®(z), pak je TeSenim ®(B)p(k) = 0.
Dikaz:

(BN = (1= B — -+ = @B )N = A — o \Eh — o = AP

(
__\k 1 1 _ 1 k _

nebo ekvivalentné: jestlize uvazujeme faktorizaci ®(B) = oo [[,(1 — \iB),
tak mezi faktory je i €len (1 — A\;B) a plati

(1= NBIAE = 2F — N BOF) = AF — ) - A1 =0,
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2. Necht A%v ey % jsou rtizné jednoduché kofeny, pak

cl)\’f +---+cp)\’;

jsou feSenim homogenni diferenéni rovnice a cy, ..., ¢, jsou konstanty, které
jsou uréeny pocateénimi podminkami.

3. Je-li kofen % dvojnasobny kofen, pak

k k
Mla kA

jsou TeSenimi ®(B)p(k) = 0.
Dtikaz: Diky faktorizaci mtzeme psat ®(B) = (1 — \;B)? [Trz; (1 = AxB).
Pak

(1= XB)2A) = (1= 2B+ A2BH)A; = A5 — 20,071+ A2 =0
(1= X;B)?kA} = (1 —2X;B + X2 B?)k\;
= kXS — 2X;(k = DA 4 N3 (k — 2)M5 72
= kXY — 2tAF + kXY 420 — 2\t =0

4. Analogicky dostaneme: je-li kofen )\i r-tého radu, pak
J

k k r—1yk
DAL LY

jsou TeSenimi ®(B)p(k) = 0.
Shrneme-li tedy pfedchozi, za predpokladu, ze /\%, ceey /\L jsou rizné kofeny s na-
sobnostmi p1, ..., Py, pritemz p = p1 + - - - + P, pak Feseni homogenni diferencni

rovnice ®(B)p(k) = 0 je tvaru

plk) = <Z cjsk5> Ak

7j=1 s=0

kde c;s jsou konstanty, které jsou uréeny poc¢itecnimi podminkami. Déle polozme
Aj = rje“gf. Pak mame

m Pj—l
p(k) = Z <Z cjsks> rfeikef
j=1

s=0

Vzhledem k tomu, ze plati
Al =mr; <1,

dostavame odtud, ze a p(k) klesd pro k — oo exponencidlné k nule, tj.

p(k) —— 0},

k—o0

coz je velmi dillezita identifika¢ni vlastnost autoregresnich AR(p) procesti.
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1.2.7 Invertibilita

Vime, Ze kauzdlni autoregresni proces konecéného radu p lze vyjadfit pomoci MA

procesu nekonecného fadu, tj. ‘ AR(p) = M A(c0) ‘ Zajim4 néas, za jakych podmi-

nek muzeme MA proces koneéného fadu vyjadiit pomoci autoregresniho procesu

nekonecéného radu, tj. ‘ M A(q) = AR(c0) ‘ Nejprve si vSimneme jednoduchého pii-

padu, a to M A(1) procesu.
}/f, :Et+0-55t—11 Et ~ N(O,l)

3 T T T

1 P ! L !
-3
0 50 100 150 200 250 300

Y; =& —0.5e4_1, er ~ N(0,1)

! ! ! ! !
-4
0 50 100 150 200 250 300

Y = &4+ 0.85e;_1, g~ N(0,1)

I I I I I
-4
0 50 100 150 200 250 300

Y, = e —0.2564_1, et ~ N(0,1)

! ! - ! ! : !
-3
0 50 100 150 200 250 300

Obrézek 1.4: Ukazky MA procest prvniho #adu
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MA PROCES PRVNIHO RADU:

Yy~ MA(1): Yy =¢&; 4+ 01601, &~ WN(0,02) |

Nejprve ozna¢me 61 = —0 a predpokladejme, ze
[ =11<1]
Vyuzijeme-li vztahu
Yi =c+ 0161 = ¢ =Yy + Oc4_1,
mizeme postupné upravovat

Yy + 0,21 =Y, + 0 (Yi_1 + 0c4_2)
=Y, +0Y;_1 + 0%

k
= ZHth,j + 9k+1€t7k71

j=0
a
2 2
k k
ee— Y 0, || =E|e—> Y
j=0 j=0
2
=F ’9k+15t_k_1’
— kD)2
1> 9
k—o0
tedy
o0
g = ZGJYt_j pro 0] < 1|
j=0
Déle vyuzijme vztah
€t—1= 57 Yt — %Et
a oznacme
0, =—0

Za predpokladejme, ze plati

0] =10/ > 1},
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mizeme opét postupné upravovat

1 1
et = gYit1+ 56141

1 1 /(1 1
= 3Yip1+5 (Y2 +ger42)

k+1

1 1
= E 77 Vi) T grrTlttk+1-
i=1

I kdyz posloupnost
N
> i
[ZR ]
j=1

konverguje pro N — oo také k &4, tento rozvoj nemé prakticky smysl, nebot &; je
vyjadfena pomoci budoucich hodnot {Y;, s > t}.

Dale si vsimnéme dalsiho dilezitého faktu, Ze pokud plati

[>1]

a uvazujeme-li dva procesy

(1) Vi=¢e+01601 &~ WN(0,0?),
(2) Xe=m+gm1 n~WN(0,675°),

pak oba dva procesy maji stejné prvni a druhé momenty, nebot
EY; = E (e + 0164-1) = Bey + 01 Ee,_1 =[0],

EXi=FE (77t + %771:—1) = Ent + g Eni1 = 0],
Y (k) = EYYiir = E (¢ + b160-1) (€t4k + O1604k—1)
= FEeierik + 01 Eeierin—1 + 01Eei_ 1604k + 01 By 180451

| pokud: t=t+k t=t+k-1 t—-1=t+k t—-1=t+k—-1
| pak: k=0 k=1 kE=-1 k=0

02 +0%0% =|0*(1+607)| k=0

6102 k=+1

@ jinak
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vx(k) = EX; Xiyp = E (77t + %mA) (m+k + %mycq)
= Eneern + - Emcern—1 + g Ene—1merk + %Ent—mwkq
0202 + %9%02 =10?(14+6?)| k=0
= %9%02 =0,0° k==1

@ jinak.

I kdyZ obé invertibilni i neinvertibilni MA reprezentace generuji procesy se stej-
nymi momenty prvniho a druhého fadu, z praktickych divodi davame prednost
procesu invertibilnimu, nebot nepozorovatelné veli¢iny £; mizeme odhadnout po-
moci pfitomnych a minulych hodnot pozorovatelnych veli¢in { X, s < t}, kdezto
u neinvertibilnich MA reprezentaci nepozorovatelné veli¢iny ¢; neodhadneme, ne-
bot nemdame jesté k dispozici budouci hodnoty {Ys, s > t}. Nyni jiz miZzeme podat
definici invertibility.

Definice 1.2.14.

ARMA proces Yy ~ ARMA(p,q) se nazyvd invertibilni, jestlie exis-
tuje absolutné konvergentni posloupnost redlnych cisel m = {Wj};?io
(tj. D520 Imj| < 00,) tak, Ze

g = Zﬂth_j, tj. zkracené Y, ~ AR(c0): g, = m(B)Y;.
=0

Nyni vySetfeme, za jakych podminek je invertibilni MA proces fadu gq.

MA PROCES RADU ¢:

Vi~ MA(q): Yi=cer+ 161+ -+ 04e1—4 g ~ WN(0,02) |

Naprosto analogickym postupem jako v pfipadé kauzélntho AR(p) procesu, lze
ukazat, Ze vSechny kofeny ©(z) musi leZet vné jednotkového kruhu. Provedme
tedy nejprve rozklad polynomu ©(z) = 1+ 61z + - - - 4+ 6427 na soucin kofenovych
Ciniteld

O(z) = (1 —M2)" ... (1 — Ap2)™,

kde zg1 = )\—11, cey R0k = i jsou rozdilné (redlné ¢i komplexni) kofeny polynomu

O(z), r1,...,r je jejich ndsobnost (pficemz plati r; + - -+, = ¢). Nyni budeme
hledat takova absolutné konvergentni m = {m;}724(tj. ;= |7;| < 00), aby

€ = Z ¥ Yi—j
=0
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byl invertibilni proces. Pokud pouzijeme operator zpétného chodu, miZeme
psét:

@(B)Y;g = &4,
pfitom hleddme 7(B) takové, aby platilo
m(B)®(B) =1 nebo m(2)0(z) =1 ¢ili w(z) = %

Z véty o rozkladu na ¢éstecné zlomky dostdvame (pokud pro ndzornost predpo-
kladame, ze vSechny kofeny jsou jednoduché)

1 1 - c1 + + Cp
O(z) (1—=A2)...(1=Xp2) 11—z 1— Xz

pro vhodné c1,...,¢,. Pokud pro k= 1,...,p plati| [A\xz| <1 |, miZeme psat

Cl > .
= C1 A J
1= Mz Ck ;( kz)

a dokazali jsme najit konvergentni fadu

p oo

W(Z) = iﬁjzj = ZCkZAiZj — i (Cl)\{ Jr...JGC)\g)) Zj,
Jj=0 J

k=1 j=0 5=0
pricemz
Y j
T = 1A+ A,

nebot 7(z) = % je holomorfni pro |z| < 1 pravé kdyz

1 1
A <1,..., A <1 & ‘A—l}>1,...,x > 1,
N——
|zo1|>1 |zop|>1

tedy vSechny koreny polynomu musi leZet vné jednotkového kruhu.

Na zavér tohoto odstavce jesté spocitejme stfedni hodnotu, rozptyl, autokova-
rian¢ni funkci a také spektralni hustotu M A(q) procesu. Protoze M A(q) proces je
linedarnim procesem, je vzdy slabé stacionarni, proto muzeme pocitat

EY; |=E(es 4+ 016t-1+ - +046i-¢) =0
DY; |=D(e¢ 4 b1et—1 4+ 0ge1—q) = 02(1+ 65 +--- 4+ 62)

q q
V(1) = C(Ys, Yoyt) = BYYape = 3 Y 0;0.Becjeurion
j=0 h=0

S

Jj+t

s—i—t—h'

—J
h
q
=02 004
§=0



27

Protoze
0o =1 a ;=0 pro j>gq,

dostavame ,

o2(1 + 02 +o+ 02, + 02, + 62) pro t=0
02(91 + 6162 +o 4+ Og—2041 + Gq_leq) t=1
03(92 + 6103 +-- 4 9q_29q) t=2
-1
02(0g-1 + 616q) t=q—1
a0, t=q
0 jinak
Autokorela¢ni funkce je pak rovna
1 t=0
t _
p(t) = mzq 0;0j11 1<t<gq, =1
0 jinak

tedy, pro t > ¢ je autokorela¢ni funkce nulova, coz je velmi dilezita identifika¢ni
vlastnost M A(q) procesi.
Diky tomu, Ze M A(q) proces je linedrnim procesem, spektralni hustota je rovna

Autokorela¢ni funkce p(t) Autokorelaéni funkce p(t)
proY; =, —0.4e;-1+0.260_2 — 0.3e4_3 pro Y; =e¢; —0.2¢;,_1 +0.1e4_5 + 0.364_3

1 12

1
0.8
05
0.6
0.4

0.2

0

~05 L L L L L L L L L ~02
-5 -4 -3 -2 -1 ] 1 2 3 4 5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Spektralni hustota f4(3)(w) Spektralni hustota fa(z)(w)
proY; = —0.4e;-1+0.260_2 — 0.364_3 proY; =e¢; —0.2¢;,_1 +0.16;_5 + 0.364_3

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 03

05
0.25

04
0.2

03
0.15

0.2
0.1

0.1
0.05
3 2 -1 0 1 2 3 -3

Obrazek 1.5: Ukazky autokorelaénich funkci a spektralnlch hustot pro MA (3) procesy.
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1.2.8 Vicenasobna reprezentace M A(q) procesu
Méjme MA proces fadu ¢:

Vi~ MA(q): Yi=cer+ 161+ -+ 04e1—4 g ~ WN(0,02).
Provedme tedy rozklad polynomu O(z) = 146,24+ - -+ 6,42% na soucin korenovych
Cinitelt

o(z) = [[(1 - N2),
J
Pak (protoze M A(q) proces je linedrnim procesem) autokovarianéni generujici
funkce je rovna
Gy (z) = 0(2)0 (271) o2
Dale plati

(1T=XN2) A =Xz ) =1= Xz =Nz + A=A = A2 = A 27 4 )
1 1
=M (1-— 1— —z1
! ( Aj Z) ( N )
Tudiz

Gy (z) = 020(2)0 (71) —UQHI—)\zHl—)\z H

J

=02 Hg H <1 - Aiz> H (1 — %z_1> =020,(2)0,(z7Y)

J J

o2 0.(2) 0.(=-1)
Takze proces
Yy~ MA(q): Yy =ef +01ef_+ -+ 0ei,  gf ~WN(0,07%)
ma stejnou autokovarianéni generujici funkci
Gy (2) = 020,(2)0.(z7 1)

a jsou proto z hlediska prvnich dvou momenti nerozlisitelné.
Obecné mizeme dostat 29 rtznych procest s funkci

D, :H —M\2) s=1,...,2

Mezi vSemi témito procesy pouze jediny je invertibilni, a to ten, pro kterého
plati
Adnvert _ {ij—l Al <1,

j |)‘j| 21
TakZe podminka invertibility zajistuje identifikovatelnost M A(gq) procesu z hle-
diska prvnich dvou momentt. Dfive nez uvedeme nutnou a postacujici podminku

pro kauzalitu a invertibilitu ARM A(p, q) procesii, vySetfeme problematiku spo-
leénych kofenit ®(z) a O(z).
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1.2.9 Spoleéné koieny polynomu ®(z) a O(z)
Méjme
Vi ~ ARMA(p,q) : Vi —p1Yie1 — - —@pYip = ¢+ g1+ + - Oyei—y,

kde &, ~ WN(0,02) a predpokladejme 7e ®(2) a ©(z) maji spoleény koien E

Pak mtzeme psat

B(z) = (1 - A2)(1— gz~ — gh P = (1- A2)2* (2)
Okz)=1-X2)1+67z+---+ 9;_12‘171) =(1-X2)0%(2)

tj.
(1-AB)®*(B)Y; = (1 — AB)©*(B)e;.
Pokud obé strany rovnice vydélime vyrazem (1 — AB), dostaneme

i~ ARMA(p—1,q—1): ®*(B)Y; = ©"(B)e:.

Takze podminka, ze

‘ ®(z) a ©(z) nemaji spolecné kof‘eny‘

zajistuje, ze fady ARMA procesii nelze jiz snizovat.

1.2.10 Nutna a postacujici podminka kauzality a invertibi-
lity ARMA procesu.

V ptedchozich odstavcich jsme ukazali, Ze plati

(1) Y ~ AR(p): ®(B)Yi=e: A ®(z) # 0 pro Vz € C A|z| < 1< AR(p) je kauzalni;
(2) Vi ~ MA(q) : Yi=0O(B)er A ©(2)#0 pro Vz € C Alz| <1 & MA(q) je invertibilni.

Naprosto analogickym zptisobem lze dokazat obecnéjsi tvrzeni:

Véta 1.2.15.
Necht ®(B) a ©(B) nemagi spolecné koteny. Pak

(i) Yo ~ ARMA(p,q) : ®(B)Y; = O(B)e; je kauzdlni < o(z) # 0
proVz e C Alz| < 1.

(i) Yo ~ ARMA(p,q) : ®(B)Y; = O(B)e: je invertibilni < O(z) # 0
proVz e C Alz| < 1.

Znamend to tedy, ze Y; ~ ARM A(p, q) je kauzalnim a invertibilnim ARM A
procesem, jestlize vSechny kofeny polynomt ®(z) a O(z) lezi vné jednotkového
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kruhu a koeficienty 1; a m; jsou urceny ze vztahi

U(z) = Z%‘Zj = gz)) pro |z| <1
=0

w(z) = ZT(ij = 2((2 pro |z| < 1.
=0

V dalsim budeme uvazovat pouze takové
Y; ~ ARMA(p,q) : ®(B)Y; = O(B)e:
procesy, které spliiuji nasledujici podminky

(P1) ®(B) a ©(B) nemalji spoletné kofeny.
(P2) Y ~ ARM A(p, q) je kauzalni.
(P3) Y: ~ ARM A(p, q) je invertibilni.

1.2.11 Stfedni hodnota, rozptyl, autokovarian¢ni a autoko-
rela¢ni funkce procesu ARM A(p, q)

STREDNI HODNOTA

Vzhledem ke kauzalité ARM A(p, q) procesu mizeme poéitat

=EY ey =Y v;Be_;=[0]
j=0 Jj=0

RozpTyL
P1i odvozeni rozptylu nejprve rovnici
Yi=piYia+ -+ epYepter+0iei—1+ -+ 04ei—g
vynasobme vyrazem Y; a spoc¢téme stfedni hodnoty obou stran, tj.
EY}? = 1EY, 1Y+ -+ ¢pEY, Y+ EeY;+01Eey_1Yy+- - +0,Fe; Y. (Ag)
Spoc¢téme proi=0,1,...,¢q
) oo
Eey Yy =FEer i | > thjerj | =Y B e j =0l (pficemz ¢y = 1).
j=0 j=0
Po dosazeni do rovnice (Ag) dostaneme

Y(0) —e17(1) — -+ — py(p) = o2 (L + O1¢p1 + ... + Og2g) (A7).



Podélme obé strany rovnice (A7) vyrazem v(0). Vzhledem k tomu, ze p(k) = (k)
dostaneme

o2(1+ 6011 + ...+ 0410q)
7(0)

L —@1p(1) =+ —ppp(p) =

takze

0’2(1 +91’L/11 —|— . +9qwq)

DY; :'7(0) = 1*501#’(1) —~"*Sﬁpp(p) .

AUTOKOVARIANCNI A AUTOKORELACNI FUNKCE (ACF)

P1i vypoctu autokovariance rovnici
Y;E - (Ply;f—l I (Ppy;f—p =é&r+ elgt—l + -+ Hqgt—q

vynasobime vyrazem Y;_j a spocitadme stfedni hodnoty obou stran, takze dosta-
neme

(k) —1y(k=1) = —ppy(k—p) = EY;_per + 1 EY;_ger—1+ -+ 0,EY;_per—g
(As).
Nejprve je tfeba si uvédomit, ze pro s > 0 plati

EeiYy s=FE|¢¢ Z%‘Etisﬂ' = Zi/)jEEtEtfsfj = 0.
j=0 j=0

Spoctéme proi=0,1,...,¢q

Eei Y 1, = Eery Z"/’jgtfjfk = Zd}jEEtfiEtfjfk

=0 =0
‘ti = t—j—k
j = 11—k
o2 k<i pricemz vy =1 N k<g
{0 k>4 mnebot $; =0 pro j <0

Uvéazime-li, ze ¢; = 0 pro j < 0, potom pro ‘ 0 <k <max(p,g+1) ‘ plati

(k) = pry(k = 1) — - — @py(k — p) = 02(Ok + Ok1¥1 + - + Oqg—k) | (Ao)

a pro ‘ k > max(p,q + 1) ‘ plati

[Yk) =@k =1 = — ok —p) =0 |
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Podélme obé strany rovnice (Ag) vyrazem +(0). Dostaneme

o2(0k + Op191 + -+ + Ogbg—1)

p(k) —p1p(k —1) — - —ppp(k — p) = D)
resp.
p(k) —1p(k — 1) — -+ — @pp(k — p) = 0.
Necht napft.
q+1>p.

Pak mame vice rovnic pro uréeni poc¢atecnich p podminek. V tomto pfipadé prvnich
q — p+ 1 autokovariané¢nich koeficientti jsou uréeny z prvnich ¢ — p + 1 podminek.
Obecné reseni homogenni diferen¢ni rovnice

p(k) —p1p(k —1) = —ppp(k —p) =0  tj.  (B)p(k) =0

je tvaru

7j=1 s=0
kde
1 1
A1 ’ o AWL
jsou rizné kofeny s nasobnostmi
P1s-- -5 Pm,

pricemz
pP=p1+-+DPm

a cjs je préveé p konstant, které jsou urceny pocatecnimi podminkami.

1.2.12 Spektralni hustota ARM A(p, q) procesu

Véta 1.2.16 (Spektrdlni hustota ARM A(p, q) procest,).

Necht ®(B)Y; = ©(B)e: je kauzdlni a invertibilni ARM A(p, q) proces, pri-
demZ ®(z) a O(z) nemaji spoleéné koteny. Pak spektrdlni hustota ARM A(p, q)
procesu je rovna

frw)=5="—-"2 pro w € (—m,m).
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DUKAz. Protoze vSechny kofeny ®(z) a O(z) lezi vné jednotkového kruhu,
ARM A(p, q) proces je kauzalni a invertibilni.

Kauzalita znaci, ze existuje absolutné konvergentni posloupnost redlnych cisel
P = {3520 (8- Do5=0 [¥5] < 00) takova, ze plati

Y= ey kde e ~WN(0,02).
7=0

Vime, ze spektralni hustota bilého Sumu je rovna

Protoze Y; je linedrnim procesem, vime, ze ma spektralni hustotu

2
205

—iw) |2 —iw
fy(w) =¥ (e7)|" fe(w) = [¥ (e7)| 5= kde w e (—mm).
Také ©(B)e; jakozto linedrni proces mé spektralni hustotu tvaru

|© (e7™) ‘2 o= pro  w € (—m, 7).

T

AN

Rovnéz ®(B)Y; jakozto linedrni filtr mé také spektralni hustotu, a ta je rovna

—iw) |2
|© (e7™)|" fy (w) pro  w € (—m,m).
Protoze plati
®(B)Y; = O(B)ey,
musi také platit

2 42

}@ ((f“*’)|2 fr(w) = |@ (e*“’)} 5= pro w € (—m,m).
Odtud jiz dostavame tvrzeni véty

) —iw) |2
fr(w) = %% pro  w € (—m,m).
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Na zavér tohoto odstavce jsou vykresleny piiklady tii realizaci AR, MA a
ARMA procesu spolu s jejich teoretickymi spektralnimi hustotami.

AR(2): Yy = 0.5Y:—1 + 0.2Yi_ 2 + &4, ey ~N(0,1)

4 T T T 1 T
2 - -
O -
_2 -
—4 ! ! ! ! !
0 50 100 150 200 250 300
MA(Q) : Y't =&t — 0.56,5,1 — 0.261717 Er ~ N(O, 1)
4 T T T T
2 B o
il
0 ffg
oF |
-4 ! ! ! ! !
0 50 100 150 200 250 300
ARMA(2,2): Y; =0.5Y;_1 +0.2Y;_o+e; —0.4e4_1 + 0.364_1, g¢ ~ N(0,1)
6 T T T T T
4 i
2 ] B
0F) b
Sk l
—4 ! ! ! ! ) !
0 50 100 150 200 250 300
Obréazek 1.6: Ukazky realizaci AR, MA a ARMA procesi
az 1 2 . 2 ';’ ofe~)|?
far(W) = =G mp fraw) = 32|0 (e7v)] farma(w) = %H
16 o 4
14 0.25 12
12 02 1
o; 0.15 08
- 06
06 01
0.4 0.4
o2 0.05 02

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 3 -2 -1 0 1 2 3
pro w € (—m, ).

Obrazek 1.7: Ukazky spektralnich hustot AR, MA a ARMA procest.
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1.3 Stacionarni procesy a nejlepsi linearni pre-
dikce

Necht {Y;,t € Z} € L%(Q, A, P) je stacionarni proces se stiedni hodnotou py a
autokovarianéni funkei 7y (¢). Pak ndhodny proces {Y; — uy,t € Z} ma nulovou
stfedni hodnotu (tj. je centrovan) a méa stejnou autokovarianéni funkci vy (t).

Uvazujme nejlepsi linearni predikci i}t pomoci Y;_1,...,Y;_, (n > 1), kterd
je ortogonalni projekci

Vi = Pop(1vi v} (V1)
Lze snadno ukéazat,ze plati
Vi = Popttvi sy (Y1) = v + Popyiyviy (V).

Takze bez jmy na obecnosti mtzeme dale uvazovat pouze centrované stacionarni
procesy {Y;,t € Z}, pro které plati

}/}t = P@{laYt—la--wYt—n}(n) = P@{thl,__wY,’,n}(}/t)-

Nejprve definujme jednokrokovou predikci.

Definice 1.3.1.
Necht {Y;,t € Z} € L*(Q, A, P) je centrovany staciondrni proces. Oznacme
pron >1

M, =3p{Y1,..., Yo}

Pak jednokrokovd (linedrni) predikce je definovdna vztahem

1 {O (: HY) TLZO,

i}n-i-l = Intlln =
i Pgivi vy (Yos1) = Pu, (Y1) n>1

Protoze pron > 1 }A/HH € M, pak plati

Yn+1 = ¢n,1Yn + -+ (bn,nyi
a dn,- .-, On,n minimalizuji

[Yos1 = Yosi|? = E[Ypy1 — Yo%

Podle projekéni véty pro kazdé X € L2(2, A, P) a pro kazdé Y € M,, plati

(X —X,Y) = (X,Y) - (X,Y) = 0= (X,Y) = (X,Y) coz je| EXY = EXY |
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takze jestlize pro j =1,...,n polozime X =Y, 4, aY =Y, 1_;, pak musi platit
EY,1Yoy1j=EYni 1Yoy

1) =E (Yn-i-l—j > ¢n,iYn+1—i> = GniEYnq1-iVog1-;
i=1

=1
= ¢niv(i —j)
=1

coz lze maticové zapsat takto

(1) 7(0) 1) - oyn—1) Pn,1

7(2) _ (1) ¥©0) - y(n—-2) bn.2

NG An=1) =2 - ~(0) b
.

Tn = r, ¢n

Projekéni véta zarucuje existenci pravé jednoho teseni i}n_l,_l € M,, pro néjaké
¢,, € R (kterych obecné muze byt vice, jejich vysledkem je vSak pouze jediné

~

Yi41). Jestlize T', je reguldrni, mame pravé jediné ¢,, € R™ a plati

¢, =T, ", |

Nasledujici véta dava postacujici podminku k tomu, aby pro kazdé n € N byla I';,
regularni matici.

Véta 1.3.2.
Jestlize plati

je reguldrni pro kazdé n € N.

DUKAz. Tento dikaz se provadi sporem, viz Brockwel, Davis (1987), str. 160-161.m

Dusledek 1.3.3.
Oznacme




37

ndhodné veliciny Y, +1 je tvaru

Jestlize plati v(0) > 0 a vy(h) P 0, pak nejlepsi linearni predikce lAfn_H

i}n-i-l = ¢n,1Yn+' : '+¢n,nyl

tj.

Yor1= d);Yn pricemsz

Stredni kvadratickd chyba je rovna

= MSE(?n-‘rl) =E(Yn41 — }/}n+1)2 =

¢,=T, "y, |

7(0) =, T

2 Y | (1.2)

DUkAzZ. Tvrzeni tykajici se tvaru nejlepsi linedrni predikce a vektoru ¢,, plynou
z predchozich poznamek a predeslé véty. Zbyva vypocitat stfedni kvadratickou

chybu.

S 2
E(Yn+1 - Yn+1)2 = E(YnJrl - ¢;Yn)2 = EYn2+1 —2F (qb;zYnYnJrl) +E (‘b;zYn) :

Nejprve pocitejme

EYnYn—i-l = (EYnYn—i-h EYn—IYn-i-la .

Dale si vSimnéme, ze lze psat

. ’E}/iyn+1)/ = (7(1)7’7(2)’ s a’}/(n))l =Tn-

a pocitejme

Yo
Yn—l
EY,Y, =F ) (Y,
Y1
7(0) (1)

Y —1) y(n—2)

EY?

EYnYn—l

EY,_1Y, EY?,

EYlYn EYIYnfl

y(n —1)
y(n —2)
7(.0)

=T,

EY, Y1
EYn—lyrl

EY?2

Takze mizeme pokracovat ve vypoctu stredni kvadratické chyby

E(Yni1 — Yni1)? = EY2, | — 20/ EY, Yoi1 + OLEY, Y, ¢,
=7(0) = 2¢,,7, + ¢, Tn,
=7(0) = 29, T 'y, + 7,0, DTy, =

Nyni definujme h-krokovou (linedrni) predikei.

v(0) =, y,. =
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Definice 1.3.}.
Necht {Y;,t € Z} € L*(Q, A, P) je centrovany staciondrni proces. Oznacme
pron >1

M, =3p{Y1,..., Yo}

Pak h-krokova predikce je definovdana vztahem

Toon = Vo = 0 (= py) n,h =0,
e Py, vy Yosn) = Py, Yagn) nh > 1

Obdobnym zpiisobem jako u jednokrokové predikce mizeme odvodit, Ze jestlize
plati v(0) > 0 a v(h) — 0, pak nejlepsi linedrni h-krokova predikce Y, p
—00

nahodné veli¢iny Y, 15 je tvaru

~

R /

pricemz

(bg‘) = F;l’yglh) a flh) = (y(h),y(h+1),...,y(h+n—-1)).

Stfedni kvadraticka chyba je rovna

~ ~ !
o) | = MSE (@) = E(Vasr = Var)? = [1(0) - (o) T, 00" |

1.4 Rekurentni metody pro vypocet nejlepsi line-
arni predikce

Véta 1.4.1 (Durbin-Levinsuv algoritmus).
Necht {Y;,t € Z} € L*(Q,A,P) je centrovany staciondrni proces s au-
tokovariancéni funkci y(h) takovou, Ze v(0) > 0 a v(h) P 0. Jestlize

ffnﬂ = Popivi, vt (Yag1) = ona Yo + -+ + ¢nnY1 je nejlepsi linedrni pre-
dikce, pak pro koeficienty ¢n; (5 = 1,...,n) a stfedni kvadratické chyby
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N 2
v, = F (Yn+1 — Yn+1) plati ndsledujici vztahy

11 =2 = o1 ) v =(0) (1.3)
n,n = [’y(n o 1771—1} [Vn—1 (1.4)
¢(1 = Pp_1 ¢n7n¢:1—1 Up = Un-—1 (1 - 721,71) (1-5)

d) (¢n—1,17 sy ¢n—1,n—1)/ ¢:1_1 = (¢n—1,n—1; ceey (bn—l,l)/
d) (¢n 1y---y ¢n,n—1a ¢7n,n)/ ¢$11) = (¢n,1a B ¢n,n—1)/

DUKAZ. Mé&me
Mn = @{Ylv R Yn}

Oznac¢me

Mnfl = @{Y27 .. aYn}

M;_y =5p{Y1 = Pm,, (Y1)}
Vidime, ze M;-_; je ortogonalni komplement M, _; v M,. TakZe pro libovolné
Y € L?(Q, A, P), tedy i pro Y, 11 € L?(Q2, A, P) musi platit
Yoi1 = Pa, (Yas1) = Pty (Yi1) + Pre (Yarr).

Oznacme
Y1 — Pm,, (Y1)

Y2 = Pra, . (11)]]

e = tJ ||€1|| =1.

Pak plati
Fourier.koef.
~ —_———
Yot1 = Prm,(Yos1) + (Yas1,e1) e
Yi = Pu, (%) > Yi — Py, (V)

:P 1 Yn + Yn Y
M (Vo) < = P, O]/ TV = P, (0]

<Yn+1, Yl - PMn,fl(Y1)>
HY1 - PMTL71(Y1)H2

Pr,  (Yog1) (Y1 — Pum,_, (V1)) (1.6)

Oznac¢me
(Yng1, Y1 — Pum,_, (1))

1V = Pr o 0]
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Pocitejme postupné
PMnfl(Yl) =¢p—11Yo+ -+ Pp_1n-1Yn

a oznacime-li

¢n—1 = (d)n*l,la R (bnfl,nfl)l P

pak slozky vektoru ¢,,_; jsou pro k =1,...,n — 1 feSenim rovnic
n—1
EYiYiih = E (Y1Pum, ,(Y1)) = Y én-1,EY1; Y14,
j=1

coz lze zapsat maticové

7(1) 7(0) 1) - y(n=2) P11
7(2) B 7(1) 70) - y(n=3) P12
Y(n—1) 1(n=2) ~y(n=3) - ~(0) Pt n
t.

Tn—1 = | I (ﬁn,l,
Jestlize plati v(0) > 0 a y(h) PR 0, pak kovarian¢éni matice I';,_1 je reguldrni a
plati

d)nfl = ;ilfynfl'

Obdobné

PMn,71(Yn+1) = 1/1n—1,1Yz +---+ 'Lpn—l,n—lyn

a oznacime-li

¢n—1 = (wn—l,lv oo awn—l,n—l)l s

pak slozky vektoru ), _; jsou pro k =1,...,n — 1 feSenim rovnic
n—1
EYni1Yos1-k = E (Y1 Pr,, (Yng11)) = O ¥n-1,EYni1- Vg1,
j=1

coz maticové zapiSeme

(1) 7(0) 1) e y(n—-2) Vn,1

v(2) _ (1) y0) - y(n=3) V.2

A(n—1) An-2) A-3) - A0) ) \brea
tj.

Yn—1 = | I ¢n717
tedy

-1
Vo1 =T 1Yo = bp-
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Celkove tedy, oznac¢ime-li

tak dostaneme

Py, (Y1) = ¢, Y5
Pty (Yog1) = ¢y 1 Yoo

Vyuzijme vzorce (1.2) z disledku 1.3.3 a poéitejme stfedni kvadratické chyby obou
predikci

[¥1 = Pr ()| =
[Yns1 = Prty (Yasn)|” =

(0) — 77/171I‘7:i17n71
(0) - %/1—1F;£1’Yn—1

Tedy
Vae1 = |1 = Prtoo, (V)| = [[Yass — Patyy (Yora)|

Vratme se k rovnici (1.6), pak

Yot = Pam, (Vas1) = Pr,y (Yas1) +a (Y1 — P, (Y1)
=aYi+ bn_11Yn+ -+ bp_1n-1Y2 —a(pn_11Yo+ -+ dp_1n-1Y5)

n—1

=aY; + Z (bn—1,j — aPn—1,n—j) Ynt1-j

j=1
= ¢n,nY1 + d)n,nfl}/Z + -+ ¢n,1Yn

a odtud dostaneme

d)n,n =a

d)n,j :d)nfl,j*ad)nfl,nfj PrOj: 15-'-7717]--

Nyni se vratime ke konstanté a. Protoze
(Yot1, Y1 — Pum, o, (V1)) = (Yag1, Y1) — (Yag1, Pa, o, (Y1)
n—1
= EYiYo1 — B [ Y1 Y éno1Y145
j=1
n—1

=9(n) =Y bn-1,,EV145 i1

j=1

n—1
=y(n) =Y bn-1,7(n—j),
j=1
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pak

a=¢nn= (Yn+1, Y1 — Pum,_, (Y1) _ y(n) — Z;le bn1.57(n — §)
" ||Y1 - PMnfl(Yl)Hz Un—1

Zbyva dokazat, ze plati
U = vp—1(1 — (bgzn)
Poditejme proto stfedni kvadratickou chybu predikce Py, (Yi41):

2
Yos1 = P,y (Yos1) =Prgr (Yosa)

2
v = [Yiss — Pag, (Yo )| = \

= <Yn+1 = Pp,y (Ynt1) _PMifl(Yn-'rl)a Yoi1 = Pr, oy (Yos1) _PMﬁl(Yn+1)>

2
= [|Ya41 = Prapy (Yasn)||” = 2 <Yn+1 = Pr, s (Yog1), PM#,I(Yn+1)>
2
+ HPM;I(YnH)H

Protoze
Ppyr  (Yat1) =a (Y1 = Pm,_, (Y1),
tedy
HPM#I(YHH)H2 = a?|Vi — P, , (V)| = a2vn_1.
Zbyva dopocitat

(Ynt1 = Prm,_, (Yni1), PMﬁfl(Yn+1)> = (Yoy1 — Pr,_, (Yat1),a (Y1 — Pm,,_, (V1))
= a<Yn+17Y1 - PMn71(Yl)> —a <PMn71(Yn+1)7Y1 - PMn71(Yl)>

=0(ortogonal)
Dale vime, ze
(Yot1, Y1 — Pum,_, (V1))
a = = ¢n,n7
Un—1

tedy

a <Yn+1, Yl — PMnfl(Y1)> = 0,2’[)»”,1
a celkové

Vp = Vp_1 — 20°V_1 + a*vp_1 = vp_1(1 — a®) = v,_1(1 — 721,”)
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1.4.1 Ddusledek Durbin-Levinsonova algoritmu

Dusledek 1.4.2.

Necht {Y;,t € Z} € L*(Q, A, P) je centrovany staciondrni proces s autokova-
rianénd funkci y(h), pro kterou plati v(0) > 0 a y(h) — 0. Oznacme
—00

My =5p{Y1,..., Yo}
Mnfl = @{Y% .- ;Yn}

a nejlepsi linedrni predikci
i.}n-‘rl - P./\/ln (Yn-i-l) - ¢n,nyi + ¢n,n—1Yé + -4 ¢n,1Yn;

pak plati

¢nn =R (Yns1 — Prty_y, (Yos1), Y1 — Pa,, (V1)) | (1.7)

DUkAz. Oznac¢me

My =35p{V1 = P, (Y1)}
Tedy M;- | je ortogonalni komplement M,,_; v M,,. TakZe lze psat
Y1 = Put, (Yar1) = Pr oy (Yasa) + Puge (Yas).
Protoze Pam, _, (Ynt+1) a Y1 — Pam,_, (Y1) jsou ortogonélni tj.
(P (Ynt1), Y1 — Pa, (Y1) = 0.
Tedy
(Yni1,Yi = Pran (1)) = (Yoi1 — Pagy s (Yas1), Vi — P, (V1))

Navic plati (viz dikaz Durbin-Levinsonova algoritmu)

|v1— vatn,l(YﬂH2 = ||[Yas1 — PMn,l(YnH)HQ = Up-1,
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takze lze psat

(Y41, Y1 = Pm, (V1))
Y3 = Pag,,-, ()|

_ (Y1 = Pray (Y1), Vi — Pag, (V1))
HYl — PMnfl(Yl)H HYnJrl - PMnfl(YnJrl)H

FE (Yn+1 — P,y (Yn+1)) (Yl = Pm, (Yl))

¢n7n =qa=

B Vs — Pt )V E (V1 — Pa,, (01))°
_ O (Yur— Py (Y1) Y1 — Pa, (V1))
\/D (Yn+1 - PMn,I(YrH»l))\/D (Yl - PMn—l(Yl))

=|R (Ynt1— Pr,_,(Ynt1), Y1 — Pum,_, (Y1) | "
1.5 Parcialni autokorela¢ni funkce (PACF)
Definice 1.5.1.
Necht {Y;,t € Z} € L*(Q, A, P) je staciondrni proces. Pak parcidlni auto-
korelaéni funkce je definovdna vztahem
a(1) = R(Y:, Yig1)
a(k) = R(Y; = Yy, Yiog — Yiy) pro [k > 1
kde }A/t, resp. ﬁ,k jsou nejlepsi linedrni predikce Y; (resp. Yi—r) pomoct
Yiokt1,---5 Yeo1-
Nejlepsi linearni predikce Y, a Y jsou projekce Y, = Py, (Y1) | a

¢k—1 = (¢k—1,1; ey ¢k—1,k—1)/7 7e plati
Yi=p—11Ye—1+ -+ 1, k—1Yi—kt1
a také takovd ¥, _; = (Yr—11,-.-,VYk—1k-1)", Ze plati
Yik =Ur—11Ye—pt1 + -+ Ur—1,5-1Ye—1,
ktera minimalizuji

E(Y,=Y)?  resp.  E(Yig—Yi)?

Yiek = Pr,_, (Yier) | kde My_1 = 5p{Yi—ps1, ..., Yi_1}. PFitom existuji takové
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pricemz (jak jiz vime z diikazu Durbin-Levinsonova algoritmu) plati

Gr—1,1 = Vk—1,15 -, Pr—1,k—1 = Yr—1,k—1 tj. Q1= Vp_1-
Celkove tedy, oznac¢ime-li

Vi = (Vikonse Yir)
Yk—l = (S/t—17 ey E/t—k-‘rl)l

tak dostaneme

PMn—l(nfk’) = ¢271Y271
Pr, (Y1) = @1 Yi1

Vime, Ze pokud pro autokovarianéni funkci ~(h) plati v(0) > 0 a
~v(h) —— 0, pak matice I'y_;1 je reguldrni a neznamé slozky vektoru ¢, _; jsou
rovnyhﬁoo
-1
Gr—1 =T Ve-1

Avsak podle dtisledku 1.4.2 Durbin-Levinsonova algoritmu neni tfeba pocitat in-
verzni matici T'; !}, odtud ¢;,_,, nasledné Y;_ = Pr, ,(Yi—i) aY; = Pum, , (Y2)
a nakonec korela¢ni koeficient a(k) = R(Y; — }A/t, Yip — }A/t,k), nebot plati

(k) = ¢ = R (Yy — Prmy_, (Y2), Yiek — Prayy (Yeei))

1.6 Inovacni algoritmus
Zakladni myslenkou Durbin-Levinsonova algoritmu je rozdéleni
M, =35p{Y,, ..., Y1}
na dva ortogonalni podprostory
M1 =5p{Yy,... . Yo} a My =5p{Yi — Pm, ., (Y1)}

Nasledujici rekurentni algoritmus spociva v dekompozici M, na n ortogonalnich
Hilbertovych podprostorti pomoci Gram-Schmidtova algoritmu.

Rekurentni algoritmus lze aplikovat nejen na stacionarni procesy, ale obecné
na procesy s koneénymi druhymi momenty. Pro jednoduchost piedpokla-
dejme, Ze jsou centrované. Nejprve zavedme néasledujici znaceni:

v(i,j) = EXi X
Stejné oznacme
My = 5p(Yn, ..., Y1}

~ 2
Yn—i—l - Yn+1H .

vn = |
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Pokud oznacime

v o_ 0(=py) pron =1
"\ Pm,_,(Ys) pron=23,...

pak ziejmé N N
M, =35p{Y,-Y,,.... Y1 -1} n > 1.

Definujme tzv. inovaci vztahem

o~

U1 =Yn11 —Yor1 =Yo1 — Z¢n,an+1—j-

j=1
Oznac¢me
U, = (Uy,...,U,)
Yn = (Yla U] Yn)/
Y, =(,...,V,).
Pak 1ze psat
Un = AnYn7

kde matice A,, je dolni trojuhelnikovou matici

1 0 . 0
—¢11 1 0 .. 0
— 22 —¢21 1 0 0

A, = . . . .
_¢n—2,n—2 _¢n—2,n—3 o _¢n—2,1 1 0
—Pn—1,n—1 —Pn—1,n—2 e —¢n-1,1 1

Vsimnéme si, ze determinant matice je roven 1, takze existuje inverzni matice
_ A-1
C,.=A,",
ktera je také dolni trojihelnikovou matici. Upravujme postupné

Y.=Y,-U,=A;'U,-U, = (A;'U,-L,) U, =6,U,,

kde
0 0 0
011 0 0 . e 0
022 021 0 0 e 0
971—2,71—2 971—2,71—3 U _¢n—2,1 0 0

o

onfl,nfl onfl,n72 onfl,l
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Protoze R R
Y,=60,U,=06,(Y,-Y,)

a protoze 6,, je dolni trojuhelnikovou matici, mizeme psat

, 0 n
n+1 — n ~
Zj:l Oni(Yogyr1—j —Yny1—5) n=12,....

Véta 1.6.1.
Necht {Yi, t € Z} je centrovany ndhodny proces s koneéngmi druhymi mo-

menty, pricemZ kovarianéni matice (EYin)Zj:l = (7(4,4)); j=1 Je reguldrni
pro kazdé n € N. Pak pro jednokrokovou predikci plati ndsledujici rekurentni

vztahy

N 0 =0
Viir = n - 1.8
+1 { Zj:l Hn,j (Yn—i-l—j - Yn+1—j) n = 1, 2, ce ( )
vo = v(1,1) (1.9)
k—1
Onn—k = kal yn+1,k+1)— Z Ok k—30n,n—j0; k=0,....,n—1
j=0
(1.10)
n—1
vn:’y(nJrl,nJrl)fZGi’n_jvj (1.11)
j=0

DUKAzZ. Tvrzeni (1.6.4) jsem dokézali jiz v pfedchozim textu. Pron > 1 provedme
nasledujici preindexovani:

~

Yn+1 -

Onj (Yn+17j - i;nJrlfj)

n

Jj=1

= 971,1 (Yn - i;n) + - en,n (Yl - }/;1)

n—1
= Z Hn,n—k (Yk—i-l - Yk+1)
k=0

ODbé strany predchozi rovnice vynasobme vyrazem (Yk+1 — }/}k_l,_l) a vypocitejme

stfedni hodnoty. Dostaneme:

~

n—1
E [Vosr (Vi = Yieir)| = 3 s B (Vi = Via) (Yo = Vi)
§=0
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nebo ekvivalentné pomoci skaldrnich souc¢inti:
n—1
<Yn+1;Yk+1 - Yk+1> = g On,n—j <Yj+1 = Y41, Y1 — Yk+1>
=0

=O0nn—k <Yk+1 —Yit1, Yig1 — }A/k+1>

—~ 2
= en,n—k ’Yk-i-l - Yk-i—lH

= On n—kVk,
s vyuzitim vztahi
<Yj+1 — Y1, Y — }A/k+1> =0 pro j#k
Dale diky tomu, ze pro n > s
<Yn+1 - }/}n-',-la Yk+1 - ?k+1> = 07
dostavame
<57n+1,Yk+1 - 17k+1> = <Yn+1;Yk+1 - 37k+1> = Onn—kVk-
Dale upravujme

Onn—kVk = <Yn+1; Yiq1 — }A/k+1> = (Yng1, Yeq1) — <Yn+1; Yis1
——

=v(n+1,k+1)

k—1
=y(n+1,k+1) - <Yn+1, > Ok (YjH - Yj+1)>
7=0

~_—

k-1
=vyn+1,k+1)— 2919,1@7]' <Yn+1,Yj+1 - Yj+1>
=0

:Gn,nfj’ljj
k—1
= 'y(n + ]_7 k+ 1) — Z kak,jt?nyn,jvj
j=0

Odtud jednoduchou tpravou dostaneme tvrzeni (1.10):

k-1
Ot = v " [Y(n+1,k+1) — Z Ok k—jOn,n—jv;
j=0

Nakonec diky tomu, Ze
(a1, Yosa = Vusa) =0,
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pak s vyuzitim Pythagorovy véty dostaneme

~ ~ 2 ~ 2 N 2
HYn+1||2 - H (YnJrl - Yn+1) + YnJrlH - ’ Yn+1 - Yn+1H + ’ Yn+1H .
——— -«
=y(n+1,n+1) =vp
Tedy
:")/(TL+].,TL+].) <A’ﬂ+17}/}n+1>
=3(n+1Ln+1)- <f/n l,zem](m Yj+1)>
n—1
= 7(” +1,n+ 1) - 9n7"—j <Yn+1a Yjp1 — Yj-‘r1>
j=0
=0n,n—;vj
=|y(n+1,n+1)— ZGn,nJ
¢imz jsme dokéazali posledni tvrzeni (1.11). ]

PozNAMKA 1.6.2.
Zatimco Durbin-Levinstv algoritmus dava koeficienty ¢,, ; v reprezentaci

n n—1
Y1 = E OnjYnyi—j = g Ornn—j Yit1,
i=1 =0

inovacni algoritmus davé koeficienty 6,, ; v ortogonalnim rozvoji

n+1—29nj( n+l—j = n+1 J) Zenn J( j+1 — Yj-i-l)-

PozNAMKA 1.6.3.
Inovaéni algoritmus déva ,inovacni reprezentaci® samotnych Y,, 11, nebot plati

=Y, Yo+ Y, = (Y, = Y) +(Cr —L)(Y, = Y,) =|Cu (Y, = Y, |

a polozime-li 0, o = 1, mizeme psat

n+1—29u<n+1 -Jj n+1 J) Zenn J(]"rl Yj-i-l)-

Tyto vztahy vyuzijeme pozdéji pii odvozovani maximéalné vérohodnych odhadu
neznamych parametri 6, ;.
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1.6.1 Jednokrokova nejlepsi linearni predikce v AR(p)

Nejprve si vSimnéme, jaké vlastnosti ma predikce v ptipadé autoregresnich procesti
radu p.

Véta 1.6.4.
Necht {Y;,t € Z} € L*(Q, A, P) je centrovany nedegenerovany kauzdlni AR(p)
proces Yy = 1Yy 1+ -+ @pYi_p +€¢. Pak pro nejlepst linedrni predikci plati

0 n=20
}/;nJrl — min(n,p)
> enYngioj n=12...
j=1

DUKAZ. Vzhledem k tomu, Ze autokovarianéni funkce «(h) exponencidlné klesé
k nule, sta¢i pfedpokladat, Ze proces neni degenerovany, tj. rozptyl v(0) > 0.
Nejlepsi linearni predikce podle definice je rovna

o {o (= py) n=0,

Y, +1 = Intljn =
" i Pgivi vy (Yogr1) = Pum, (Yog1) n> 1
Predpokladejme tedy, ze n > p a postupné upravujme

Yor1 = Py, vy (Yag1) = Pppvy vy (01 Y + -+ 0p Yoy p +eng1)

Pripomenme, ze pro projekci v piipadé€ j = 1,...,n plati
Pgiv,,..viy (V) =Y, nebot Y; e sp{Ya,.... Y}
Dale pocitejme pro j = 1,...,n skalarni soucin

kauzal. el S
(ent1,Y)) " = {ent1, E VYigi—k) = E Y E(eps1€j-k) = 0,
—_————
k=1 k=1
=0

tj. ent1 L Y1,..., Y0, a Py, v,y (Engr) = 0, takze

o~

Yosi=o1Yn+ -+ 0pYniip jestlize n>p,

¢imz dostavame tvrzeni véty. ]

Tedy v piipadé AR(p) procesu

Yi=o1Yi1+ -+ opYip + ey



jsou koeficienty ¢y, 1, ..., ¢, 1 nejlepsi linearni predikce pro n > p rovny

¢n,1 = ¢
¢n,p = ¥p
¢n7p+1 = 0
¢7n,n = 0

1.6.2 Vicekrokova nejlepsi linearni predikce v AR(p)

Podle definice h-krokova predikce je definovéana vztahem

YnJrh = Yn-l—h\n =

Pocitejme postupné

-~

Yn+2|n = P@{Yl,...,Yn}(YnJrZ)

=2
=Yni2-j

= (Pli}nJrl\n + @Yy + -+ (Ppyn+2—p

Yoipln | = Popvi,... v} (Ynsp)

= Popvy,. v (01Yngp—1 4+ ©0pYn + enip)

= 901Yn+p—1‘n + -+ wpflyn-i-l\n + @pYn

pros>p

~

Yoipln | = Pspivi, v} (Ynsp)

= Popvy,. vt (01Ynqp—1 4+ 0pYn + enip)

= (plyn+571|n + -+ (ppYnJrsfp\n
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1.6.3 PACF pro AR(p), MA(q) a ARMA(p,q)

Véta 1.6.5.
Necht {Y;,t € Z} € L*(Q, A, P) je centrovany nedegenerovany kauzdlni AR(p)
proces Yy = o1Yi_1 + -+ @, Yi_p + €. Pak plati

(1) a(p) = ¢p
(2) a(k) =0 pro k > p.

DUKAz. Jiz dfive jsme ukazali, Ze v pfipadé AR(p) procesu

}/15:801}/1571+"'+50p}/1€7p+5t

jsou koeficienty ¢y, 1, ..., ¢, 1 nejlepsi linearni predikce pro n > p rovny
bn1 = ¥
Gn.p = ¥p
¢n,p+1 = 0
d’n,n = 0

Tedy pokud pfimo n = p, tak podle disledku Durbin-Lewinsonova algoritmu plati

a(p) = dpp = ¥p-
Jestlize , pak je parcidlni autokorela¢ni funkce nulové W, coz je
velmi dillezita identifika¢ni vlastnost AR(p) procesti. L]

PozNAMKA 1.6.6.
Parcialni autokorela¢ni koeficienty a(1), . .., a(p—1) lze uréit jako ¢1 1, ..., Pp—1,p—1
z Durbin—Levinsonova algoritmu.

Dsledek 1.6.7.

Necht {Y;,t € Z} € L*(, A, P) je centrovany nedegenerovany invertibilni
MA(q) (resp. ARMA(p,q)) proces. Pak neexistuje takové ko € N, Ze pro
k > ko plati a(k) = 0.

DUKAzZ. VyuZijeme toho, %e proces M A(q) (resp. ARM A(p,q)) je invertibilni.
Pak existuje absolutné konvergentni posloupnost redlnych cisel 7 = {ﬂj}}?’;o
(tj. 22520 |7mj] < o0) takova, ze

€ = Zﬂ'jY}_j, tj. zkracend Y: ~ AR() : &; = n(B)Yy,
§=0
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tj. p = oo, takze podle predchozi véty nenajdeme ky € N takové, Zze pro k > kg
plati a(k) = 0. n
1.6.4 Jednokrokova nejlepsi linearni predikce v M A(q)

Pro jednokrokovou predikci v piipadé M A(q) procest je velmi uziteény inovadni
algoritmus. Nejprve uvedeme podrobné rekurentni vzorce pro stacionarni procesy,
pro které plati

v(i,5) = (i — j).

Predikci pomoci inovaci 1ze vypoéitat pomoci nasledujiciho vzorce
~ 0 n=20
Yo = S S
nt1= g, (Yn—Yn)---Jr---en,n(m—Yl) n=1,2,... °
pricemz pro

dale

_ 1(n=2) v v
971,7%2 = o 92,29n,n£ - 92,1971,71711}_;

9"'2 = 37(12 - 9n72,n729n,n% — s 97172.,1971,3 Z::S
(n—2) ¢lentt
On1 = DR On1n10nn-2 —0pn1no0nni1-2t — - —0,110, 2Un—2
) Un—1 ) My ) ; Un1 , 20
(n—1) ¢lent
a nakonec
vn = 7(0) — 972%”1;0 . ,972171%71'

Vzhledem k tomu, ze M A(q) proces ma autokovarianéni funkci [y(k) =0
pro k > g, pak v pripadé€, ze n > ¢ jsou koeficienty 6,,, = 0,...,0, 441 = 0 a

teprve 0,4 #0,...,0,1 # 0, takZe nejlepsi linedrni predikce je tvaru
0 n—=0
}/; 41 = min(n,q) N
! On.j (Yn+1—j - Yn+1—j) n=12,...
Jj=1
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1.6.5 Nejlepsi linearni predikce v ARM A(p, q)
Necht {Y;,t € Z} je kauzalni a invertibilni ARM A proces

{Yi,t € 2} ~ ARMA(p,q) : (B)Y; = O(B)e; 1 ~ WN(0,02).

Z kauzality vyplyva, Ze existuje posloupnost {1;}32, takova, ze Z;io || < o0 a
plati

oo
Vi =Y e gt Yi~ MA(),
§=0
takze pro |z| < 1 dostdvame

U(z) = =  O(2)¥(z) = O(2).

Koeficienty {1;}%2, se urci ze vztahu

(I—pr1z—p12° = —p2P) (Yo + 124+ 122"+ - ) = (1401 2+ 0227+ - - +0,29)

porovnanim koeficient u mocnin proménné z , tj.

ZOI 1/)0:1 = ’L/)o:].

2l o — 1 =6 = Y1 =01+ ¢

22 by — 11 — p2 = b5 = P2 = Oz + 191 + 2

230 by — ot — p1he — 3 =05 = by =03 + a1 + p1th2 + @3

, . 0,=0 j>q » .
Obecné, polozime-li 7 ro " a oznacime-li m, dosta-
P o =0 P G5y (p,q)
neme
o = 1
min(j,p) )
Y = O;+ Y wihj pro 1<j<m
i=1
P
Vi = > pithii pro Jj>m
i=1

a vidime, Ze pro j > m se koeficienty 0 neprosadi. Pokud bychom pouzili predikci
pomoci inovaci, bude vzdy pro n > m platit

Vo1 = ZHn,j (Yn—i-l—j - i}n-i-l—j)
i=1

takze pouzijeme vzdy n predchozich inovaci a ztracime tak vyhodu, kterd byla
u M A procesu kone¢ného radu.
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Nechceme-li o tuto vyhodu prijit, ukazalo se, ze diky jednoduché transformaci
vuyzijeme jednak moznosti pouzit maximalné ¢ predchozich inovaci a také toho,
ze diky AR Casti je proces linedrni kombinaci predchozich p hodnot.

Polozme nejprve
m = max(p, q)
a definujme

oy, 1<t<m
Wﬁ 13
-

o' B, =0t (Vi —p1Yie1 — - —ppYip) t>m

tedy prol <t < m jde o ARM A(p, q) proces s jednotkovym rozptylem a pro ¢t > m
jde o M A(q) proces (opét s jednotkovym rozptylem).
Zkoumejme jednokrokovou predikci tohoto transformovaného procesu. Ziejmé

M, =35p{Y1,..., Y} =35p{VW,..., W, },
takze polozime-li

le():HY:HW pro n=1,

W,

= P@{Yl,___7yt71}(0'€_1}/t) = U_l}/lf

£

~+

Wi |= Py, 13 (02 1 @(B)Y:)
= O-E_IPE{ernaYt—l} (Yt - 501}/15*1 - SOPYt*P)
=|ot (ﬁ_()oly;f—l_"'_()opy;f—p) .

7 ptredchoziho také plyne, ze
Wt - Wt = 0'8_1(5/;5 —ﬁ)

Pouzijeme-li inova¢ni algoritmus na proces W;, dostaneme

n

> O, (Wnﬂ—j - An+17j) 1<n<m-—1,

q —~
> On; (Wn+1—j - n+1—j) n=m.

Koeficienty 6,, ; se uréi pomoci autokovarianéni funkce procesu W, (viz inovaéni
algoritmus). Zpétnou transformaci k pivodnimu procesu bude nejlepsi linearni
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predikce o jeden krok dopiedu rovna

0

n=1
(n+1 ]_Yn+1—j) 1<n<m-—1,

n+1 j+ Zon] ( n+1—j YnJrlfj) n>m

Pfi odvozeni predikce o A > 1 krokt dopfedu opét vyjdeme z transformovaného
procesu Wy

Wronin :{ (Y} (02 Yogn)

n+h <m,
Popvi,vy (02 (Yagn — 22020 %‘Ymhfj)) n+h>m
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1.7 Vystavba modeli v B-J metodologii
1.7.1 Odhady v ARMA procesech

Uréeni vhodného ARM A(p, g) modelu pro danou realizaci staciondrniho procesu
{Y;,t € Z} v sobé& zahrnuje celou fadu problémt

1. vybér fadu modelu p a ¢, tj. provést identifikaci modelu;
2. odhad parametri @1, ..., @y, 01,...,04 a 02;
3. ovéreni vhodnosti modelu.

Identifikace modelu je prvni fazi vystavby modelu a jejim tikolem je rozhod-
nout, jaky typ modelu vybrat (tj. zda AR, MA nebo ARMA) a explicitné uréit
fad modelu. Pfed vlastni identifikaci se doporucuje provést nékteré z nasledujicich
pripravnych operaci:

1. Poridit graficky zaznam rady.

2. Pokud stfedni hodnota je nenulova, provést odhad stfedni hodnoty a néa-
sledné provést centrovani.

VLASTNI IDENTIFIKACE PROCESU

Identifikace procesu se provadi na zakladé zkoumani priubéhu

e odhadnuté autokorela¢ni funkce ACF, tj  r(k) = p(k)
e a parcidlni autokorelacni funkce PACF, tj. a(k) = a(k).

SnaZzime se predevsim zjistit existenci prfipadného identifikaé¢niho
bodu kg. Je vSak nutné mit na paméti, ze pracujeme pouze s odhadnutymi hodno-
tami r(k) a a(k), takZe nase zavéry mohou byt nékdy dost zkreslené. Doporucuje
se proto netrvat na jednoznacné identifikaci ur¢itého modelu, ale pfijmout a pre-
zkouset nékolik alternativ.

H H AR(p) ‘ MA(q) ‘ ARMA(p, q) H
ACF neexistuje ko neexistuje ko
ko =q po ¢ — p hodnotach
p(k) ve tvaru ,U“ je ve tvaru ,U“
PACF neexistuje ko neexistuje ko
ko=p po p — q hodnotach
a(k) omezena kiivkou ,,U“ | je omezena kiivkou ,,U“

Identifikaéni bod k, je index, pro né&jz plati: Vk > ko je p(k) = 0 (resp. a(k) = 0).

Krivka ,,U* je kfivka ve tvaru linearni kombinace klesajicich geometrickych posloup-
nosti a sinusoid s geometricky klesajici amplitudou.
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Na nésledujicim obrazku vidime simulovana data kauzalniho AR(2) procesu

Y, =05Y,1 +02Y, s +e, & ~ N(0,1),

0 50 100 150 200 250 300
Obrazek 1.8: Simulovana data pro kauzalni AR(2) proces.

jehoz kofeny polynomu
®(2) =1— 1z — 22> =1— 0.5z — 0.2z

jsou rovny

201 = 3.81 a 202 = 1.31.

Na nésledujicich dvou grafech jsou vykresleny odhady autokorelacni ACF a
parcidlni autokorela¢ni funkce PACF' této konkrétni realizace.

Odhad ACF : j(t) Odhad PACF : a(t)

0.5 0.5
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-05t ‘ ‘ ‘ ‘ -05t ‘ ‘ ‘ ‘
0 10 20 3 4 5 0 10 2 30 4 50

Obrazek 1.9: Odhady ACF a PACF pro simulovana data z AR(2) procesu.

Vidime, 7e odhad autokorela¢ni funkce p(t) exponencidlné klesd k nule
pro t — oo a odhady parcidlni autokorela¢ni funkce @(t) pro t > kg = 2 se
vyrazné nelisi od nuly.
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Naproti tomu, pro simulovana data z invertibilniho M A(2) procesu

Y;g = €+ — 0.56,5_1 — 0.26,5_2, Et N(O, 1),

-4 ! ! ! ! !
0 50 100 150 200 250 300

Obréazek 1.10: Simulovana data pro invertibilni M A(2) proces.

s kofeny polynomu
O(2) =1+ 612+ 022> =105z — 0.227

rovnymi hodnotam

Z201 = 3.81 a Z02 — 1.31,

vidime na odhadech ACF a PACF zobrazenych na nésledujicich dvou obrézcich,
Ze naopak odhad parcidlni autokorela¢ni funkce @(t) exponencidlné klesa k nule
pro t — oo a odhady autokorela¢ni funkce p(t) pro t > ko = 2 se vyrazné nelisi
od nuly.

Odhad ACF : p(t) Odhad PACF : a(t)
1 1 ‘ :
0.5 0.5
ETRTEEe T ot
-05" ‘ ‘ ‘ ‘ -05" ‘ ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Obrazek 1.11: Odhady ACF a PACF pro simulované data z M A(2) procesu.
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Na zavér si vSimneme simulovanych dat z kauzalniho a invertibilniho
ARM A(2,2) procesu

}/t = 0.5}/t71 + 0.2}/t,2 + €+ — O.4€t,1 + O.3€t,2, Et ~ N(O, ].),

-4 ! ! ! ! ) !
0 50 100 150 200 250 300

Obrazek 1.12: Simulovana data pro invertibilni ARM A(2,2) proces.

jehoz vSechny kofeny polynomi
B(2) =1—p12—p222 =1-0.52-0.22" a O(2) = 1+012+022% = 1-0.42+0.322
lezi vné jednotkové kruznice, nebot

AR: 291 =381 a z9po=1.31 MA: 290 =183 a zp2 =1.83.

Podivame-li se na grafy odhadt autokorelacni a parcidlni autokorela¢ni funkce,
vidime zZe obé funkce exponencialné klesaji k nule pro ¢t — oco. V tomto pripadé
nelze urcit identifikacni bod kg, od kterého by se néktera z korela¢nich funkei jiz
vyrazné nelisila od nuly.

Odhad ACF : p(t) Odhad PACF : a(t)

05 05

l‘hh.....".. e oo aa o

I LB N ) O L . Sl

o
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|
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| =l
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‘.'
=
=
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o

-0.5" ‘ : : : St : : : :
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Obrazek 1.13: Odhady ACF a PACF pro simulovana data z ARM A(2,2) procesu.
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1.7.2  Yuleovy-Walkerovy rovnice a odhad parametra v AR(p)

Necht {Y;,t € Z} je centrovany kauzalni autoregresni proces

| AR(p) - ®(B)Yi ==, | & ~WN(0,0?).

Vratme se k Yuleovym-Walkerovym rovnicim

0_2
p(0) = p1p(1) + -+ pp0) + 5757 = 02 =7(0)[1—p1p(1) =+ — @pp(p)]
=1
p(k) = p1p(k = 1)+ -+ @ppk —p) k=1
Oznacime-li

R, = (-, Py = (P2

d)p = ((plv"'a(pp)/ d)p = (@17"'7()0;0)1

a v Yuleovych-Walkerovych rovnicich nahradime p(k) odpovidajicimi odhady p(k),
pak (pokud 7(0) > 0) dostaneme tzv. Yuleovy-Walkerovy odhady:

3, = R,

p P

p
2 = 30 (1 7R, 5,

Veéta 1.7.1.
Necht {Y;,t € Z} je centrovany kauzdlni autoregresni proces

AR(p) : ®(B)Y; = &, kde e, ~ IID(0,02%) a abp je Yuleoviv- Walkeriv
odhad ¢, = (¢1,. .-, gap)/, pak plati

vn (‘%p - ¢p) SNy (0,021, 7),

kde Ty = (v(i — J))} j=, - Kromé toho plati

DUKAZ. viz Brockwell, Davis (1991), str. 255-257. n
Z predchozich tvrzeni plyne, Ze odhady ziskané feSenim Yuleovych-Walkerovych
rovnic jsou asymptoticky nestranné a lze pro né konstruovat asymptotické inter-

valy spolehlivosti.
V praktickych situacich vsak skuteény fad p autoregresniho procesu nezname.

V tom pripadé se vyuziji tvrzeni nasledujici véty.
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Véta 1.7.2.
Necht {Y;,t € Z} je centrovany kauzdlni autoregresni proces
AR(p) : ®(B)Y; = &, kde e, ~ IID(0,02) a

~

—~ ~ / ~
¢m: (¢m,1;-"a¢m,m) :R;Llpm; m > p,

pak plati

\/ﬁ (am - ¢m) é Nm (070—?1—‘;7,1) )
kde T,, = (y(i— j))zljzl, ¢,, jsou koeficienty nejlepsi line-
arni  predikce ¢, Y = Psp(Yom,oyi} Ym+1, pricemz Y, =

Specidlne pro m > p plati

DUKAz. viz Brockwell, Davis (1991), str. 255-257. L]

1.7.3 Piedbézné odhady v AR(p) a Durbin-Levinsuv algo-
ritmus.

Predpokladejme, ze mame k dispozici pozorovani
Yi,-- -5 Yn
centrované stacionarni posloupnosti
{Y;,t € Z} ~ AR(m) : ®(B)Y; = &, gs ~ WN(0,02).

Za ptedpokladu, ze 7(0) > 0, pak mizeme odhadnout neznamé parametry
autoregresniho modelu fadu m < n pomoci Yuleovych-Walkerovych rovnic. Od-
hadnuty AR(m) proces je tvaru

Yi=bmaYer = = bmmYim =& g0~ WN(0,8),
kde
b, = (am,la . -a(gm,m)/ =R,'p,,
T =7(0) (1= B, R1Py )
Jestlize 4(0) > 0, pak Rj,Reo,... nejsou singuldrni a mizeme vyuzit Durbin-

Levinsuv algoritmus pro postupné odhady autoregresnich koeficientti q?)l, qAbQ a od-
hady variability bilého umu vy, vs,. ...
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Véta 1.7.3 (Durbin-Levinsiv algoritmus).

Jestlize ¥(0) > 0, pak parametry ¢m.1,- .-, Gm.m & Um autoregresniho modelu
Y, — am,ly;&—l — = ¢7m,th_m =g g ~ WN(0,0),
prom =1,...,n—1 lze ziskat rekurzivne ze vztahi
11 =L = A1) v =7(0)
(1.12)
G = [707) = GpsF | [P (113)
(7’2) = g’mq - ¢7m,m$;71 U = Up—1 (1 - $72nm)
(1.14)
kde
Bt = (Dm-11:- - Pm1m-1) B 1 = (Prm—tm—t, -, 11’
Bus = Gt s G B = Bt Ban)

1.7.4 PiedbéZné odhady v M A(q) a inovaéni algoritmus.

Jestlize chceme na zakladé pozorovani yq, ..., y, centrované staciondrni posloup-
nosti provést odhad M A(m) (m=1,2,...,n— 1) ve tvaru

Y;f =&+ é\Tn,lgt—l + -+ é\m,mgt—m &t ~ WN(Ovi)\m)v

muzeme vyuzit inovacéni algoritmus.

Véta 1.7.4.
Jestlize 7(0) > 0, pak odhady parametri MA procesi lze provést pomoct
ndsledujicich rekurentnich vztahi

7o =7(0)
Om.m—k = kal F(m —k) — O,k Om,m—;U; k=0,....m—1
§=0
m—1
U = 3(0) - efn,m—jﬁj
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Oznacme

Pak plati véta

Véta 1.7.5.
Necht {Yi,t € Z} je kauzdlni a invertibilni ARMA proces

‘I’(B)Yt = @(B)Et, €t ~ IID(OaUE% EE? < oo a 7/’(2) = Z;‘io ‘I’jzj = 252,
|z| < 1. Pak pro libovolnou posloupnost kladngch celjch cisel {m(n)}se

takovou, Ze m < n, mﬂooamf0< ) kdyz n — oo, pro kazdé k plati

Vit (B =01, — 2, B — ) A N0, ),
kde A = (aij)f,jzl a
min(%,5)
Qi = Z 1/%41/13'—%
r=1

Kromé toho plati

DUKAzZ. viz Brockwell, Davis (1987), str. 239. n

I kdyZ rekurentni odhady koeficientii M A procesi pomoci inova¢niho algo-
ritmu jsou analogické jako rekurentni odhady koeficienti AR procesii pomoci
Durbin-Levinsonova algoritmu, je mezi nimi prece jen jisty rozdil. Pro odhady
gb (qbp,l, cey qbp ») pomoci Durbin-Levinsonova algoritmu plati

~

b, > b,

avSak odhady éq = (éq Tyen 5,] q)" nekonverguji podle pravdépodobnosti k 0,.

Ke konvergenci podle pravdépodobnosti je tieba odhad (Gm Tye-- GA q); kde po-
sloupnost {m(n)}$2; splituje podminky ptfedchozi véty. Vyber m (max1malne az

do %) pro vybér pevné délky se voli tak, aby odhady (Gm 1yen- 9m7q)’ se stabili-

zovaly.

1.7.5 Piedbézné odhady v ARM A(p,q) procesu.
Necht {Y;,t € Z} je kauzalni a invertibilni ARM A proces

{Yi,t € 2} ~ ARMA(p,q) : B(B)Y; = O(B)e;, 1 ~ WN(0,02).

Z kauzality vyplyva, Ze existuje posloupnost {1}, takova, ze Z;io || < o0 a
plati Y; = > 77 ¥jer—j, tj. pro [2| < 1 dostédvame



65

U(z)=2E = $(2)0(z) = O(z).

d(z
Koeficienty {1;}52, se urci ze \(/z)tahu
(1—prz2—p122 = - —p2?) (Yo + 124+ 1222+ - ) = (1401240227 +- - -+0,29)
porovnanim koeficient u mocnin proménné z , tj.
220 ahp =1 = Yo=1
2 -1 =6 = P1=01+¢1
220 by — 1y — 2 = 02 = Y2 =02+ 11 + 2
22 by — oot —p1he — 3 =03 = bz =03+ path1 + 192 + 3

Obecné, polozime-li 0;=0 pro j>q dostaneme
¢ =0 J>p
Yo = 1
min(j,p) i =1.2
j )2,
v o= i+ > pith—i
i=1

Za predbézné odhady 1,vo,...,¥ptq pouZijeme inovacni odhady

Om1,- -, 0m ptq, jejichz asymptotické vlastnosti dava predchozi véta. Takze do-
stavame
02 =V,
a
min(j,p)

9+ Z (pz m,j—1 321527ap+q

Nejprve uvazujeme rovnice pro j =g+ 1,...,p+gq

gm,q-l-l equ 97/7\1711 1 Qm,q—i—l—p ©1

0 q+2 Gm qg+1 9m q 9m q—1 Gm ,q+2—p Y2

Om.g+p—1 Om.grp—2 - Om.gr1 Omg Om.q—1 Pp-1

Om.q+p Om.q+p—1 e e Om,q+1 Om.q ¥r
Resenim téchto rovnic dostaneme odhady @1, ...,J,. Nakonec ziskdme odhady
01,...,04 ze vztahi

G _3a min(j,p)
:9 Z Sﬁzmjz ]Zlavq

POzZNAMKA 1.7.6——
Pro M A(q) plati|0; = 6,,,; |, nebot p=0.

’
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1.7.6 Maximalné vérohodné odhady.

Piedpokladejme, Ze {Y;,t € Z} je Gaussovsky proces s nulovou stfedni hodno-
tou a kovarian¢ni funkei
v(i,j) = EXi X

Oznacme

Vo= (i %) 8 Ta= (G
Vérohodnostni funkce ndhodného vektoru Y, je tvaru
n 1
L(T,) = (2m) "2 [Ty 2 exp{—3 Y, T, 'Y,.}.

Dale ozna¢me

M, = (Y, ..., Y1}

oo e

Py, (Y,) pron=2,3,...

pak zfejmé
Mn:S_p{Yn*an---aylfyl} n > 1.

Pro nejlepsi linearni predikce pouzijme inovacni algoritmus, podle kterého

~ 0 n=>0
Y1 = . .
i Zj:l Gn,j (YnJrlfj - n+17j) n = 1,2,...

pricemz stiedni kvadratickou chybu ozna¢me

o~

2
Yn—i—l - Yn+1H .

vn = |

Oznac¢ime-li

~ ~

Yn = (}/;17"'7Yn)/

a
1 0 0
011 1 0 0
9272 9271 1 0 0
Cn = . 5
On—2mn—2 Op_2n_3 —0Op—2.1 1 0
On—1,n—1 On—1n-2 On-11 1

pak mizeme psat




Postupné upravujme

=Y, Yot Y= (Y= Y,) +(Cr—L) (YY) =| Co(Y, ~ Y,) |

Tento vysledek pouzijme pri vyjadieni variancéni matice
T,=EY,Y =E [Cn(Yn Y)Y, — ?n)’c’}
=GB [(Ya - Ya)(Ya - Yu)'| €

Nyni pocitejme

E [(Yn—?n)(Yn—?n)’]

E(Y1-%1)? E(Y1-11)(Ya—Y3) e E(Y1-Y1)(Yn—Y0)
N—_—— N—_— ——o N—_— ——
Avg =N :OA A:O .
E(Y2—Y2)(Y1-Y1) E(Ya—Y>)?2 - E(Ya—Y2)(Yn—Yn)
N—_— —o— N—_——— N—_— ——
= =0 V1 =0
E(Yn=Y0)(Y1-11) e E(Yn—Yn)(Yn_1-Yn_1) E(Yn—Y,)?
N—_— ——
=0 =0

Un—1
= diag{v07 cee 7'Un71} = Dy,.
Takze

| T, =c.D,C, |

Pocitejme dale

(Y, —¥,)C, [C,D,C.] " Cu(Y, —Yn)

~

(Yn - Yn)IC;z (C;z)_l D;IC;ICn(Yn - ?n)

(Y. —Y,)D: N (Y, - Y,)

YT 'Y,

3

n

Z (Y; - Y;)? _
Vj—1

j=1

Dale ziejmé plati
= D, = (G, D] €] = [Fov 0t |
~—~— ~—~—
-1 =1

Takze vérohodnostni funkce ndhodného vektoru Y, je tvaru
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Necht {Y;,t € Z} je kauzalni a invertibilni ARM A proces
{V;,t € Z} ~ ARM A(p,q) : ®(B)Y; = ©(B)e; & ~ N(0,0?).

Ukazuje se (viz Brockwell, Davis (1991), str. 168/170), Ze k velkému zjednoduseni
jednokrokové predikce dojde, pokud inovacni algoritmus aplikujeme ne na Y;, ale
na nasledujici transformovany proces

_ oY, t=1,...,m; m=max(p,q)
"TleBy, t>m

Poznamenejme nejprve, ze ziejmé

S_p{Yl,...,Yn}:S_p{Wl,...,Wn} nZl

Oznac¢me R
=5 0 = Y1 _j = 07
Wis1=1p Wi j>1
sp{Wr,... W Wi+1 ] = L
Pak plati
_ ngf/t t=1,...,m; m=max(p,q),
W = ~
oo Y — 1Y — =Y, t>m,
takze

Y - 571: = Ua(Wt - /Wt)

Pii aplikaci inovaéniho algoritmu na W; dostaneme 6, ; a stfedni kvadratické
chyby, které ozna¢me ;.
Pak z predchozich vztahu vyplyva, ze plati

o~

o {2?4 Onj(Ynt1-j — Ynt1-j) L<n<m,
n+1 — ~
Sﬁlyn + .+ (PpYn+17p —+ Z?:l GnJ‘(YnJrl,j - n+17j) n Z m.

=E(Y,1 — 57n+1)2 = USE(WnH - /Wn+1)2 = afrn .

TakZe vérohodnostni funkce ndhodného vektoru Y,, je tvaru

_n _1 Y — Y;)?
L(d),@,az) = (2770?) 2 (rory - rp_1) 2 €xp —2(172 ( JT i)
e 4 -1

J

n

1

Pokud polozime
OlnL

do2 0,

£
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a budeme predpoklddat, ze Y; a r; jsou nezévislé na o2, dostaneme

— o~ o~

02 =35(¢,0) |,

kde

oo N~ (YY)
i

5(¢,0) =

J

r
1

a qu) a® jsou hodnoty, které minimalizuji tzv. redukovany logaritmus vérohod-
nostni funkce

l(a),/é) =In (%S(Q/Z), /é)) + % Zlnrj_l .
j=1

PozNAMKA 1.7.7.
Alternativou k maximalizaci L(¢, 8, 02) je minimalizace vaZeného souétu &tvercii

pricemz

a plati

(viz Brockwell, Davis (1991), §8.9).

Takto ziskané odhady se nazyvaji odhady metodou nejmensich étvercu.
coz vede k systému nelinearnich rovnic.

Pokud chceme zkoumat asymptotické vlastnosti maximalné vérohod-
nych odhada, musime zesilit pfedpoklady: necht {Y;,t € Z} je kauzalni a inver-
tibilni ARM A proces

{Y;,t € Z} ~ ARM A(p,q) : ®(B)Y; = ©(B)e; & ~ IID(0,0?)

a necht ®(z) a ©(z) nemaji spoleéné kofeny.
Pak, oznacime-li maximélné vérohodny odhad nezndmych parametri

B = (¢/7 0/7 0’?)/

symbolem

~! ~ =

/B'MLE = (¢ ,0 703)/7
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plati
-~ A
vn (ﬁMLE - /3) ~ Nntpt1(0,V(8)),
kde )
_ o (EUU, EUV,\
V(B)=o: (15th;5 EV,V,) =
pricemz

Ut = (Ut, ey Ut“rl*p)/
Vt = (V;fa AR ‘/;5+1—q)/

a {Us,t € Z} i {V;,t € Z} jsou autoregresni procesy

(viz Brockwell, Davis (1991), §8.9).
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1.8 Vystavba modela a predikce v ARIMA pro-
cesech

Az dosud jsme uvazovali pouze o procesech (slabé) staciondrnich. V redlnych si-
tuacich se vSak se stacionarnimi procesy setkdvame pouze zridka.
Obecné rozlisujeme dva druhy nestacionarity:

e ve stfedni hodnoté

e v rozptylu.

1.8.1 Procesy nestacionarni ve stfedni hodnoté

Nyni je tfeba si vysvétlit a odlisit pojmy

Deterministicky trend

)

kdy nestacionaritu ve stfedni hodnoté chapeme jako funkci ¢asu, tj.
k jeho modelovani pouzijeme napiiklad

polynomicky trend  f(t) = o + Bit + - - - + Bat?
periodicky trend f(t) = p+ 320 (ajcosjt + BsinA;t)

Stochasticky trend‘ . U procest ARMA jsem pozadovali, aby vSechny kofeny

P(z)=1—prz2—- —@pa?

lezely vné jednotkové kruznice, tj. proces bude kauzalni. Pokud néjaky koren
lezi

e na jednotkové kruznici, mluvime o procesu nestacionarnim se sto-
chastickym trendem

e vné jednotkové kruzZnice,mluvime o procesu nestacionarnim ex-
plozivniho typu

Nestacionarni proces obsahujici stochasticky trend lze prevést na stacionarni
diferencovanim. Zavedme proto tzv. diferenéni operator:

AYi =Y, - Vi1 =|(1- B)Y,

— A(AYi) = A(Y; - Yina)

=Y Y1) — (Vi1 — Yioo)
=Y, —2Y;1 + Yo =|(1 - B)*Y;

A% |=|(1-B)",
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Nestacionarni proces se stochastickym trendem nazyvame integrovanym smi-
Senym modelem ‘ ARIMA(p,d,q) |

Formalné jej zapiSeme pomoci operatoru zpétného chodu takto:

| ARIMA(p.d.q) - ®(B)(1 — B)YY, = 0(B)e, |

a polozime-li

Wt = (1 - B)d}/tv

pak je stacionarni ARM A(p, q).

Zv1astni pripady ARIM A(p,d, q)

pld]q Zkratka | Nazev

IMA(d,q) | Integrovany proces klouzavych sou¢ttt

00 MA(q) Proces klouzavych souctt

ARI(p,d) | Integrovany autoregresni proces

I(d) Integrovany proces

0

010 AR(p) Autoregresni proces
0
0

I(1) Néhodn4 prochazka (random walk)

NAHODNA PROCHAZKA: ‘ Y=Y, 1+ ‘ e ~ VIW(0,02)

Proces ndhodné prochézky je limitnim p¥ipadem procesu AR(1), kde ¢1 = 1, takze

(a) hodnoty ACF = p(k) budou klesat velmi pomalu (linedrné),
(b) hodnoty PACF =a(k) jsou logicky velmi podobné procesu AR(1).

V praxi se pouziva nasledujici modifikace:

YV, =p+Yi1+e| BeR

Potom, pokud budeme postupné upravovat, dostaneme

t

= fYio1ter = Yot 2ftete g = = Yo+t +> el
———

j=1

deterministicky linedrni trend




73

POzZNAMKA 1.8.1.
Tvary ACF = p(k) a PACF = a(k) procest ‘ ARIM A(p,d, q) ‘ a nahodné pro-

chézky | I(1) | jsou prakticky totoZné. Pfitomnost jednotkovych kofenii zptiso-
buje ,zakryti“ témér vSech identifika¢nich detail téchto funkeci.

PozNAMKA 1.8.2.
Operéator

v(B) = ®(B)(1 - B)"
se nékdy nazyva zobecnény autoregresni operator.
Pokud v(B) chépeme jako polynom v proménné B, pak vzhledem ke kauzalité
modelu (1 — B)IW; = O(B)e; ma | v(B) | pravé p korent lezicich vné jednot-

kového kruhu a d kofena rovnych 1. V praxi se nejprve diferencovinim ¢asové
fady ziskd stacionarni fada W; a pro ni se vybuduje proces ARM A(p, q). Pokud
jsme puvodné méli Y7, ...,Y,, po diferencovani zistanou Wyyq, ..., W,.

PozNAMKA 1.8.3.
ARIM A(p,d, q) nema smysl centrovat, nebot plati:

AYNY, —Y) = A%;.

PozNAMKA 1.8.4.
Kromé trendu vyZadujicich stochastické modelovani mohou ARIMA modely zachy-

tit 1 Cisté deterministické trendy, pokud provedeme takovéto zobecnéni
ARIM A(p, d, q) modelu:

ARIMA(p,d,q) : ®(B)(1 - B)Y, =B+ O(B)e, B e R;,
Pak této definici vyhovuji procesy tvaru:

Bo+ it + -+ Bat? + Y.

polynomicky trend fadu d

s vyuzitim poznatkid o diferencovani polynomi lze totiz psat:
®(B)(1— B)"(Bo + fut + -+ + Bat” + Y3) =
®(B)(d!Bs) + ®(B)(1-B)Y;=0+6O(B)e.
————

B=(1—p1——pp)d!Bq

1.8.2 Procesy nestacionarni v rozptylu

Neni-li splnéna podminka neménnosti rozptylu v case, je proces nestacio-
narni v rozptylu. Takovyto proces je ovem tieba nejprve vhodné transformovat.
Vysvétleme si struéné pojem transformace stabilizujici rozptyl.
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Situace nestabilniho rozptylu nastava predevsim v pfipadé, kdy ndhodné veli-
¢ina Y; ma rozdéleni, které zavisi na jediném parametru 9;, ktery obecné nemusi
mit pro vSechna ¢ stejnou hodnotu. Pfedpoklddejme, zZe tento parametr je zvolen
tak, aby platilo

EHt,Y;f = Mt.

Ve vétsiné piipadi (ne vSak u normalniho rozdéleni) na u; zévisi i rozptyl veli¢iny
Y;, takze mizeme psat
2
D #t}/t =0 (:ut)'

Pfitom o(u:) byva obvykle hladka funkce proménné p;.

Protoze u; mize souviset s ¢asem ¢, neni splnéna podminka neménnosti roz-
ptylu v ¢ase. Vznikéa tedy otazka, zda lze najit netrivialni funkci g tak, aby ndhodna
veli¢ina

Zy = g(Y1)

méla rozptyl nezévisejici na p;. (Pozadavkem netriviality se vylucuji konstantni
funkce g, které by vedly k veli¢indm s nulovym rozptylem).

Uvedena tloha v obecném pripadé nema feseni. Pouziva se vSak urcitych apro-
ximaci, které se ukazaly velmi uzitecné.

Pokud se zabyvame jen dostateéné hladkymi funkcemi g, z Taylorova rozvoje
dostaneme aproximaci

g(Y2) = g(pe) + 9" (pe) (Ye — pae).-

Potom stfedni hodnotu lze aproximovat takto

EL,9(Y:) = Eg(ue) + g (1) (Ye = pe)] = g(pe)

a rozptyl
Dy, [9(Y2)] = [¢/ (V) Dy, Ye = g/ (110)) 0% (ue).-

Chceme, aby po transformaci byl rozptyl konstantni a nezavisel na stfedni hodnoté,

t].
A =D o)) = ¢ () o) = g(e) = ——

o)’
kde c je né€jaka konstanta. Odtud snadno dostaneme tvar transformace stabilizujici
rozptyl
1
= [ ik
o ()

Konstanty ¢ a K se voli tak, aby funkce g vypoctena podle predchoziho vzorce
méla vyhodny tvar.

Ukazalo se, ze funkce g vypoctend podle predchoziho vzorce nejen vyrazné
stabilizuje rozptyl, takze rozptyl D,, g(Y:) zavisi na j; jen velmi mélo, ale zaroven
také rozdéleni ndhodné veliéiny Z; = g¢(Y;) byva jiz velmi blizké norméalnimu,
i kdyz tfeba samotné rozdéleni veli¢iny Y; je vyrazné nenormalni.
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Mocninné transformace

Pro prehlednost vynechejme index ¢ a uvazujme kladnou nadhodnou veli¢inu X
z rozdéleni, které zavisi na parametru p se stfedni hodnotou

EX=u
(pokud tomu tak neni, provede se vhodna reparametrizace) a rozptylem
DX = o%(u) = (opu”)?, 0,9 € R,

tj.
X ~ L(p,0?u??).

Podle obecného vzorce se transformace stabilizujici rozptyl vypocita takto:

cdu c [du Zln|p[+ K ¥ =1,
O ey

o(p) o StV K 9 #£1

Polozme v dalsim

A=1-19

a tento parametr nazvéme transformaénim parametrem pro mocninnou trans-
formaci.

Riznou volbou ¢ a K dostaneme néasledujici ¢asto uzivané transformace

¢ Box-Coxova mocninna transformace pro kladné ndhodné velic¢iny p¥i volbé

0 A=0=>9=1,
c=0 a K= 1 1
—X = " 1=¢ )\7&():>197é1,

a odtud

ooy X A=0@=1),
g(X)—X _{X)‘)\—l )\7&0(19751)

e Box-Coxova mocninna transformace s posunutim se pouzije v pii-
padé, ze hodnoty ndhodné veli¢iny nejsou kladné. Nalezneme proto takové
realné ¢islo a tak, aby pro vSechny realizace platilo x + a > 0 a transformace
bude mit tvar:

In(X+a) A=0(=1),

= N = A .
9(X +a)=(X+a) {(x+§) LA £0 (0 £1).

e Mocninna transformace se znaménkem lze opét pouzit v piipadé, Ze
nahodné veli¢iny nejsou kladné:
sign(X)In|X| A=0(¢=1),

X) = sign(X)| x| = A
9(X) = sign(X)|X]| {Sign(X)$ A£0 W #£1).
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Odhad transformac¢niho parametru mocninné transformace

e Parametricky prFistup pomoci metody maximalni vérohodnosti.
Méjme nezavislé realizace ndhodné velic¢iny

X ~ ‘C(Mxvo-g(:ug?)

Predpokladejme, Ze existuje takové A = 1 — 9, Ze transformovany nahodny
vektor Y = (Y1 = g(X1),...,Y, = g(X,)) je vybér z normaélniho rozdé-
leni se stfedni hodnotou u a rozptylem o2. Ozna¢me y = (y1,...,yn)’
realizaci ndhodného vybéru. Hledejme maximum vérohodnostni funkce
pro 6 = (u1,0%)', tj. pro funkci

e
= (2702)" % exp {—% zn: (%J“)Q} :

i=1

coz je stejnd tloha jako hledat maximum logaritmu vérohodnostni funkce

(1,0%) =InL(p,0%) = = In(27) — T In(o %Z (y )

L _ ol _
Maxima nalezneme, polozime-li e 0a 5% =0.

a odtud pak dostaneme

~ 1 _
0'2 = E Z(yl _
i=1

Upravme nyni logaritmus vérohodnostni funkce takto:

(1,07 = ~ 3 n(2m) = S0(0%) = 55 " [l =) + (7 )

= 5 In(m) - 5 n(e?) - riz {Z(yz- —9)° +n(y - u)Z}

S _ D n(e?) —
=3 In(27) 5 In(c*)
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Nyni dokazme, e funkce [(u,0?) nabyvad v bodé (fi,52) = (7,s%) svého
maxima. Plati n n n
1(7,s%) = -5 In(27) — 5 In(s?) — 3

Ovérme, zda plati nerovnost

?
Z(Ma 02) < l(g7 52)
2 _ 2 ?
—2%1In(27) — % In(c?) — W < —ZIn(27) — ZIn(s?) — %
2 2 ? n
—3In(e?) - g - U < —fIn(s?) - 3

o 202

(e
~)
S
‘c,;
(V)
|
| =
~_
|
| »
+
—~
<
|
=
SN—
()

1. &len 20

Protoze pro vSechna kladnd x = 2 > 0 plati Inz < IQ; L je prvni i druhy

¢len nezaporny a nerovnost plati.

Celkoveé jsme tedy dostali, Ze

max [(y, 0?) = (7, s?) = -z In(27) — z In(s?) — n
w02 2 2 2

mach(u,cﬁ) = L(g,5%) = (27r52)7g e 2.
i

Nyni toto maximum vyjadfeme v ptivodnich proménnych xz;, kdy

=) {mm A=0,
Yi = g\Ti) = § 22—
N0

Nejprve vypoctéme jakobidn této transformace:

n

71=11

i=1

dyi
d$i

- )‘wf\_l = A—1
_ [
A

i=1 i=1

24, T n.o, . n _
max [(u, 0%, A) = 75111(2#) - §ln(s N) = 5 + (A= I)ZIHL.

wa i=1
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Nyni hledejme maximum funkce I(j1, 5%, \) = (7, s2, \) pro parametr \. Pro-

toze maximum vzhledem k A\ nezavisi na konstantach, budeme maximalizovat
funkci

I"(\) = fg In(s2(\)) + (A — 1) Zlnzi.

Teoretickym odvozenim maximalné vérohodného odhadu parametru A se
zde jiz dale nebudeme zabyvat, ale ukdZeme si jednodussi pristup, ktery
pro ekvidistantni hodnoty Ay < A2 < -+ < A, (pro dostatecné velké m)
ze vhodné zvoleného intervalu (A}, A3), (kde A}, A5 € R, A} < A}) vypocitd
hodnoty 1*()) a hled4 argument A\ maxima téchto hodnot.

Ve své préci Box a Cox (1964) odvodili asymptotické rozdéleni statistiky

K =-2[Ir() -1 (V)] 2 (),

takZze mizeme zkonstruovat jednostranny asymptoticky interval spolehli-
vosti pro parametr \

l—a=P(K<x’,1)=P (—2 [l*()\) - z*(X)} < xia(l))

tj. vSechna A splnujici nerovnost
I*(\) > Dy
lezi v intervalu spolehlivosti a jsou tedy ptijatelna.
Testovani hypotéz typu Hy : A = \g proti alternativé H; : A > A\g:
1. Budeme testovat hypotézu
Hi:\=1.

Pokud hypotézu nezamitneme, tj. [*(1) > D,, nemusime data
transformovat.

2. Pokud pfedchozi hypotézu zamitneme, muiZeme testovat dalsi

hypotézu

H3:A=0.
Pokud H{ nezamitneme, tj. [*(0) > D, A l*(1) < D,, transformace
bude tvaru

v = Inx;.

Pokud vsak se I*(0) < Do A1*(1) < D, provedeme transformaci

xi\—l
Yi = Py
A
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e Jednoduchy algoritmus v praktickych tlohach

1. Algoritmus nejprve zkontroluje vstupni data tak, aby byla nezaporna,
tj. pripadné piicte kladnou konstantu.

2. Upraveny vektor dat rozdé€li na kratké tseky o délce 4 az 12 adajt.

3. V kazdém tseku dat se provede pokud mozno robustni odhad stfedni
hodnoty fi; (primér, median) a robustni odhad variability 62 (napf.
max-min, interkvartilové rozpéti).

4. Protoze predpokladame, ze plati

9
o(p) =op
pak logaritmovananim dostaneme vztah

In(o(4)) = I +9In(p),

a

takZe nezndmé ¢ miizeme odhadnout pomoci metody nejmensich
¢tvercu diky hodnotam

zi=In(0;) a u;=Inj,
v regresnim modelu

zi=a+%u; +&; g, ~ WN(0,02).

5. Pro odhad 12 =1-2A pomoci t-statistiky zkonstruujeme interval spo-
lehlivosti I(9).

~

— Pokud tento interval bude obsahovat nulu, tj. 0 € I(¥) data se
nebudou transformovat.

-~ -~

— Pokud 0 ¢ I(¥) A1 € I(19), voli se logaritmickd transformace
¥ = Inx;.
— Jinak se voli mocninné transformace

xi\—l
Yi =
A
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International airline passenger monthly totals (in thousands), Jan.49-Dec.60

Observed data Data transformed by means of Box—Cox
600
10.5
550
10
500
450 95
400 9
350
8.5
300
8
250
200 75
150 7
20 40 60 80 100 120 140 20 40 60 80 100 120 140
Histogram of observed data Histogram of transformed data (Box—-Cox)

20 — ]
18 —
18 —

4 4
2 2
0 0
0 100 200 300 400 500 600 6 7 8 9 10 11

Loglikelihood function B,=1.215;A=1-P,=-0.2152 £ 0.4925
-680

-700

—-720

-740

log(IQR)

-760

-780

A =-0.24 A =053
L i

-800
-3

-2 -1 0 1 2 3
A__=0.15
max

Obrézek 1.14: Ukézka mocninné transformace. Protoze 0 lezi uvnit¥ intervalu spolehlivosti
pro parametr A, lze doporuéit logaritmickou transformaci.

log(median)
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1.8.3 Volba fadu modelu

Vhodna volba fadu modelu je dulezitou soucasti vystavby modela
v Box-Jenkinsonové metodologii.

K identifikaci typu modelu nam poslouzi predev§im prubéh odhadnuté auto-
korelacni funkce ACF = p(k) a parcialni autokorela¢ni funkce PACF = a(k).

Formalnéjsi ptistup pfi rozhodovani o vybéru fadi p a q je vSak zalozen na jis-
tych kriterialnich funkcich.

V&imnéme si nejprve kriteridlni funkce odvozené pro AR(p) modely.

Odvozeni kriteria FPE (Final prediction error)
Méjme dvé nezavislé realizace

(X1,...,Xn) a (1,...,Y,)
procesu AR(p) s koeficienty

¢y = (1, -, 0)"-

Pomoci prvnich realizaci odvodime maximalné vérohodné odhady

~

¢, = (P1,---. %)

Definujme
Y, =0, Yoo1, ., Yor1-p)

a uvazujme jednokrokovou predikci

-~

—
Yori=o1Yn + -+ 0pYnr1p = ¢p Y:D'

Pocitejme stfedni kvadratickou chybu této predikce:

i)\n = E(Yn-i-l - }/}n+1)2 = E(Yn-i-l - (ﬁlyn - @pYn-i-l—p)Q
~ 2
=F [Yn-i-l_@lyn_' : '_@pYn-i-l—p_(‘Pl_(Pl)Yn_' ) '_((Pp_‘:pp)yn—i-l—p

R 2

=F |:€n+1 - (¢p - ¢p)/Yp

= EEZH +(<7>p - ¢p)/ EYPY;(;Z)P - d)P)
—— ——

:o'g Fp
nebot
E(ent1Yn—j) =0 pro j=0,...,p— 1L
Protoze N
\/Zn)(d)p - ¢p) ~ NP(O’ Uzrp_l)
nebo-li
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Odtud dostaneme, ze

Protoze plati

ihned dostaneme

a odtud

~

’Un%()’g(l—i-%)

Jestlize 02 je maximalné vérohodnym odhadem nezndmého parametru o2, pak
pro n — oo plati

-2
no?

A
oz NX2(”—P)

a protoze
no?
E ( 05) =n-—-p,
pak
/5 __n—p 2 2 _ _n /5
Eoz = —*o; = o = —nipEO'E.

Pokud ve vypoétu v, nahradime o2 jeho nestrannym odhadem o2, dostaneme
nasledujici kritérium:

_| ntr
) =| 22 |

SES]

Mnohem obecnéj$im kritériem, které neni odvozeno pro AR(p) proces, je tzv.
AIC kritérium: L
AIO = nl(d)pq? 01711) + 2(]7 + q)7

nebo jeho korigovand verze (nebot AIC nadhodnocuje f4d modelu)

o~ ~ o~ 2(p+qg+1)n
AICC = —210 L(,, gy S(Bpys Opa)) + %.

Dal§im kritériem je tzv. BIC kritérium:

—

_ _no: T ¥ no?
BIC’(npq)ln(n_pE_q> +(p+q)ln{ e }
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1.8.4 Verifikace modelu — analyza rezidui

Po odhadu neznadmych parametric ARM A(p, ¢) modelu metodou maximalni véro-
hodnosti oznac¢me rezidua:

Tt—1(¢7 0)

PozNAMKA 1.8.5.
Existuji i dalsi rezidua, napf.

~—1 ~
£&: =0 (B)®(B)Y; t=1,...,n.

Velikost téchto rezidui vSak zavisi na mérnych jednotkdch ndhodné proménné Y;,
proto se doporucuje pouzivat radéji W, kterd jsou standardizovana a nezavisla
na méritku.

Protoze rezidua W; by méla byt pro n — oo (pokud byl model vhodné zvolen)
piiblizné bilym Sumem WN(0,02) (popi. I1D(0,02)), ihned se nabizi myslenka,
analyzovat nejprve jeho vybérovou autokorelac¢ni funkci

o (We = W) (Wesn — W)
Z?:l(wt - W)2 ,

pw (h) =

kde

W =

M
Sl

t

Il
-

Cela fada ¢lankt je vénovana odvozeni asymptotickych intervalt spolehlivosti pro
tuto vybérovou autokorelac¢ni funkci.
Mnohem jednodussi je pouziti tzv. Portmanteaovy statistiky

Z j 2(h—p—q) pro h € N.

Existuji také jisté modifikace této statistiky, napt. (Ljung, Box, 1978)

QW—nn+2 ij 2(h—p—q) pro h € N,
Jj=1

nebo (Granger, Anderson, 1978)

h
Qww = n(n+2) Zﬁ ) 2(h) pro h € N.
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1.9 Modelovani sezonnosti pomoci SARIMA mo-
delt

Sezénnost je v Box-Jenkinsonové metodologii stejné jako trend modelovana sto-
chasticky.
Nejprve zavedme sezénni diferenéni operator o délce L > 0:

ALY |=Y, - Y= (1-BYY,
ALY |= AL(ALY) = AL(Y,—Yer)
=Y —Yr)— (Y —Yior)
=Y, —2Y, 1+ Yo =| (1-B")?Y;

APY, |=|(1 - BHPY,

Pr1i konstrukci se uvazuje zpiusobem, ktery budeme demonstrovat pomoci nasledu-
jictho prikladu:
Necht ¢asova fada {Y;} vykazuje sezénnost o délce L = 12.

1. Zkonstruujeme nejprve ARIM A(Py, D1,@Q1) model pro fadu lednovych
méfeni, tj. pro {S} = B'?Y;}

m(B2)ARY, = Uy (B ~ ARIMA(Py, Dy, Q1)
kde ¢asovy index t odpovida lednovym obdobim a o 7; se budeme zajimat
pozdéji.

Pritom

12y 12 12-P;
7T1(B )—177T171B *"'*Wl,PlB B

je tzv. sezénni autoregresni operator SAR(P;)

Ui(BY?) =14 ¢11B2 + - + 1 o, B9
je tzv. sezénni operator klouzavych souctt SMA(Q)

AP = (1 — BM)P  je tzv. sezénni diferenéni operator SI(D;)

2. Podobné modely zkonstruujeme pro ostatni mésice:

T (B2)AP2Y, = Uy (B2)n{? ~ ARIMA(Py, Ds, Q)

7T12(312)A?212Yt = ‘1’12(312)771512) ~ ARIMA(Pi2, D12, Q12)
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3. Predpokladejme pfitom, Ze tyto modely jsou pro jednotlivé mésice pti-
blizné stejné, tj.

S
2
2

4. Nahodné veliginy 1) (j = 1,...,12) by viak v téchto modelech mély
byt pro rtizné mésice mezi sebou korelované, nebot by mél existovat napt.
vztah mezi lednovymi a tnorovymi hodnotami. Pfedpokladejme proto, ze
také fada 7; je popsdna modelem ARIM A(p,d, q) tvaru

®(B)A%y = ©(B)er ~ ARIMA(p,d,q)
kde g; ~ WN(0,02) je bily sum.

5. Spojme ptedchozi dva modely do jediného tzv. multiplikativniho sezén-
niho modelu fadu(p,d,q) x (P,D,Q)r,

®(B)m(BL)AYAPY, = ©(B)¥(BL)e, ~ SARIMA(p,d,q) x (P,D,Q)y
L=12.

PRIKLAD 1.9.1.
Model SARIM A(0,1,1) x (0,1,1)12 mé tvar:

AAY; = (1 - B)(1—B¥)Y; = (1+6,B)(1 + ¢ B*?)e,
nebo ekvivalentné

Yi—Yi1 — Y10+ Yioi3 =1 + 01601 + Y16r—12 + O190164—13.

PozNAMKA 1.9.2.
Existuji také aditivni sezénni modely, které se vSak pouzivaji jen zfidka. Jako
priklad lze uvést model

Yy = e + 01641 + O1264—12 + O136¢—13.

Vystavba sezénnich modelu

Oznac¢me Fad bézného diferencovani na odstranéni trendu jako d a D jako fad
diferencovani na odstranéni sezénnosti. V praktickych situacich vétsinoud =0, 1, 2
a D = 0,1. Déle necht L je délka sezdny.

Vystavba sezénnich model probiha ve tfech stejuych fazich jako pro modely
ARIM A. Vsimnéme si pouze FAZE IDENTIFIKACE MODELU, nebof ostatni

dveé faze jsou totozné.
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1. Odhad parametru d, D :

(a) Provede se studium odhadnuté autokorelaéni funkce ACF = 7(k),
nebot identifikuje pfitomnost trendu. Doporucuje se prozkoumat 4L
hodnot (k).

e Urceni D : Ma-li funkce p(k) v bodech L,2L,3L ... lokalni ma-
xima, pak (bez ohledu na jeji pritbéh mezi témito ¢asovymi body)
je nutné polozit D = 1.

To plyne z toho, ze hodnoty p(L), p(2L), p(3L), . .. pfedstavuji od-
hadnuté hodnoty autokorela¢ni funkce pro fady {S} = BLY;}, j =
1,..., L modelu

m(BY)APY, = U(BY)n, ~ ARIMA(P,D,Q),

pfi¢emZ nestacionarité tohoto ARIMA modelu odpovida po-
maly pokles autokorelaéni funkce p(L),p(2L),p(3L),..., tj.
tuto fadu je nutno diferencovat (s krokem L) a pokldddme D = 1.

e Uréeni d : Jestlize funkce 7y klesd mezi body jL a (j+1)L pouze
pribliZzné linearné, je tfeba provést také bézné diferencovani.
(b) Cisla d, D se také nékdy urcuji tak, ze se hleda nejmensi ¢islo mezi
odhadnutymi hodnotami
~2 ~2 ~ ~
Oy OAY;:» OALY:» TAZ Yy - -+
rozptylt dané fady a jejich diferenci.
2. Odhad parametru p, P,q,Q :
Po uréeni faddu d a D zkonstruujeme fadu W, = AYAPY;,
pro kterou je nutné identifikovat model tvaru

®(B)n(BY)W, = ©(B)¥(B*)e; ~ SARIMA(p,0,q) x (P,0,Q)z.

Pro tento el se pouzije odhadnutda ACF = p(k) a PACF = a(k) fady W;.

(a) MA-HOMOGENN{ MODELY

o Jestlize AC'F funkce p(k) je zhruba vyznamné nenulova v bo-
dech
1,...,q
L—gq,....L+q
9L —gq,....2L +¢

pfi¢emz mezi témito body se neodliSuji vyznamné od nuly
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e a funkce a(k) v jednotlivych tsecich mezi body jL a (j+ 1)L vzdy
v absolutni hodnoté klesa (geometricky nebo po sinusoidé s geo-
metricky klesajici amplitudou) a zaroven kles4, kdyz ji sledujeme
v bodech L,2L,3L, ...,

pak polozime
p=0ar=0)
tj. budeme identifikovat odpovidajici model pro fadu W; jako
W, = O(B)¥(B*)e, ~ SARIMA(0,0,q) x (0,0,Q),
a tedy model pro radu Y; jako
AAPY, = 0(B)¥(BY)e; ~ SARIMA(0,d,q) x (0,D,Q)y.

(b) AR-HOMOGENNI MODELY

o Jestlize naopak funkce p(k) klesa v absolutni hodnoté (geometricky
nebo po sinusoidé s geometricky klesajici amplitudou) v tsecich
mezi body jL a (j + 1)L a zaroven klesa, kdyz ji sledujeme v
bodech L,2L,3L,...

e a funkce a(k) je zhruba vyznamné nenulova v bodech

1,...,p
L,....L+p

2L,...,2L+p

PL,...,PL+p

pfiéemz mezi témito body se neodlisuji vyznamné od nuly,

pak polozime

[4=02Q=0}

tj. budeme identifikovat odpovidajici model pro fadu W; jako
®(B)r(BEYW; =&, ~ SARIMA(p,0,0) x (P,0,0),,
a tedy model pro radu Y; jako

®(B)r(BM)AYAPY, =, ~ SARIM A(p,d,0) x (P,D,0)y.
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(c)

NEHOMOGENN{ MODELY typu
SARIMA(p,d,0) x (0,D, Q)1 nebo SARIMA(0,d,q) x (P,D,0),

se vétSinou nepouzivaji, nebot obvykle vedou pfi srovnani s pfedcho-
zimi tzv. homogenni modely

SARIM A(0,d,q) x (0,D,Q)r, nebo SARIM A(p,d,0) x (P,D,0)r,

k odhadu netnosné velkého pocétu parametri.

Identifikace obecnych modelta
SARIMA(pa da q) X (P7 D7 Q)Lv

v nichz ¢isla p, g, P a @ mohou byt vesmés nenulova, je jiz dosti kom-
plikovanou zalezitosti a obvykle zde hodné zalezi na zkusenostech sta-
tistika, ktery analyzu provadi.
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Kapitola 2

Dynamické linearni modely

2.1 DMotivacni priklad

(1)

3)

Predstavme si, ze jsme se ztratili na mofi, popiipadé v podminkach vnit-
rozemského statu v hlubokém lese. Nachazime se v néjaké pozici [« ], ktera
objektivné existuje, ale kterou nezname a snazime se ji urcit. Skutec¢na pozice
T je neznamym stavem.

Pomoci hvézd odhadneme na$i pozici jako s ur¢itou nepfesnosti, neurdi-

tosti | 02 |. Na zakladé dosavadnich znalosti zname hustotu pozice [z], kte-

Yo
, se stfedni hodnotou a rozptylem

rou oznad¢ime ‘pl‘o(x) = p(z|yo)

—

2 2
9110 = Ty

o |

Mraky se rozestoupi a jasnéji vidime hvézdy. Proto upfesnime nas odhad jako

s vétsi jistotou 05 L < 050 . Na zakladé sirsich znalost! dostaneme novou

hustotu pozice [« ] jako | pyj1(z) = p(z[yo,y1) | se stiedni hodnotou &); a roz-

—

ptylem 0‘%‘1. Stfedni hodnotu vypocteme jako vazeny prumér pozorovani yg
a y1, kde vaha je o to vétsi, o¢ je pozorovani presnéjsi, tj. ma mensi rozptyl
(pfitom soudet vah je roven 1)

1 1 2 2

2 2
A _ Yo Y1 _ Ty Ty — _
= et i = ey, ot iy v = (- Kwot Ko
Yo Y1 Yo Y1 N—_—— N —
=(1-K) =K

Za predpokladu, Ze yg a y1 jsou nezavisld pozorovani, pak rozptyl vazeného
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priméru je roven

2 oy ’ 2 % ’ 2 % 2 2 2
2 — Y1 ) — ) — — _
0—1\1 - 050 +<T§1 Tyo + 050 +<7§1 Ty 050 +<7§1 Ty Kayl (1 K)Uyo

Celkové dostaneme tyto re-
kurentni vztahy

= Z1)0 + K(y1 — #1)0)

— —

Ufu =(1- K)U%o’

tj. vyuzili jsme informaci N

z prvniho i druhého méreni. — —1 i
Tijo =Y Z1i1 Y

(4) Nyni zdynamizujeme (rozpohybujeme) nas piiklad

(a) Zatimco délame svoje méfeni, nestojime na misté, ale pohybujeme se, tj.
existuje jednoduchy dynamicky model

dv N
at - =~ <

konstantni posun  nadhodna slozka

Pfedtim, neZz provedeme dalsi méfeni, udélame predikci | Zo)1 = F1Z1)1
na zakladé predchoziho stavu #;); a dynamického modelu (néjaké funkce

—

2

prechodu F7) s uréitou davkou neurcitosti o3

(b) Provedeme pomoci hvézd dalsi mé¥feni polohy s neurcitosti, neptes-

2

nosti Oys |+

(5) Vsechny pfedchozi informace shrneme do odhadu polohy

= Zg1 + K(y2 — o)1)

2/1
s vahou K:/\i‘

(téz tzv. Kalmantiv zisk)
2 2
To1 t Ty,

O'§|2 =(1- K)O'g‘l.
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pohyb

A AN

- 1 | - —t—
T1j0 = YoZ11 Y1 Zopn = F1Z1iL2)2 Y2

2.2 Stavové-prostorové modely
Misto jednorozmérné ndhodné posloupnosti {Y;,t € Z} uvazujme posloupnost

w-rozmérnych ndhodnych vektort {Y¢ ¢t € Z}, Y € RY, které spliuji tzv.
DATOVE A STAVOVE ROVNICE

DATOVA ROVNICE

Y, =GX, +W, t=1,23,...

STAVOVA ROVNICE

X1 =F Xy +V, t=1,2,3,...

pricemz
X; ... ]jetzv. stavovy v-rozmérny ndhodny vektor
W, ...]je sum méreni
V. ...je sum procesu
G; ... je posloupnost matic typu w X v
(popisuji vztah pozorovani ke stavu)
F; ... je posloupnost matic typu v X v

(modeluji dynamiku - tzv. matice prechodu)

Dale plati

EV,; =0
EW;=0
EW, W, =R,
W:\ [ Ri S . o
D< Vt ) = < Sg Qt > tJ. EVtVt = Qt

EW,V, =S,
C(Xy, (W}, V})) =0, tj. jsou nekorelované

Vsechny ndhodné vektory maji koneéné druhé momenty.
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PRIKLAD 2.2.1.
NAHODNA PROCHAZKA S TRENDEM

Méjme g eR,

Sum procesu V; ~ WN(0,02),

nahodné veli¢iny T'r;, pricemz Trg = pg = 0.
Déle nechf pro t = 1,2,... plati

C(Tr, V) =0 tj. T'ry a V; jsou nekorelované, coz znac¢ime T'ry 1 V;.

Definujme

‘Trt—i-l‘:‘Trt“l‘ﬁ‘f'v;:‘:TTt—l‘f'ﬁ‘f'W—l+6+Vt
=Tri1+20+Vi+Viea =

t
o t krocich =| Tro +0t+ 1%
p o +5 Z J

=po=0 J=1
PoloZzme
(T (W (11
x=(7) v=(i) ®=( 1)
Pak

el = (") = (5 1) () + (6) ~EXv] e-raee

Ozna¢me $um méteni Wy ~ WN(0,02) a polozme

) w

f=0 o (7 m=EXaw] =2
——

=G,

TTl
B

prostorovou reprezentact nahodné prochdzky, pro kterou plati

Jestlize X; = < ), Vi, Wi, Vo, Ws, ... jsou nekorelované, dostavame stavove-
—— N —~

2
EV;=0 DV, = EVtV,’f = (O(—)v 8) = Qt = Q
EW;=EW, =0 DW;,=EWW,=EW?=02 =R, =R

EV, W) = (8) =8, =8.
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PRIKLAD 2.2.2.
SEZONNI RADA SE SUMEM

Uvazujme sezonu délky @

a sezénni komponenty | s1,...,Sq4

pricemz plati
St+d =5t a 81+ ---+53=0.

Takze dostaneme

St4+1 = St+1—d

Sg41+ S+ Si—1 4+ + Syp1-d41 =0

Odtud ziskdme deterministickou rovnici

‘ St41 = —St — St—1 — *** — St42—d ‘

Ptidejme $um procesu V; ~ WN(0,02) a dostaneme po preznaceni stochastickou
roUnics

Yo =—Yi—Yiq— =Y 4+ V|
Polozme

Vi -1 -t - Y, Vi

Y, 1 o --- 0 0 Y, 4 0

X4 = Yi 1 =1 o : : : Yie | 4]0
Yii3_a 0o --- 0 1 0 Yiio_a 0
—_————  ——

R =X, -V,

tj. stavové-prostorovy model sezénni fady se Sumem je roven
Xi+1 = FX; +V,

=1 0 - 0)X
—_—
=G,
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2.3 Stacionarni stavové-prostorové modely
DATOVA ROVNICE

Y, =GX,+W, t=1,23,...

STAVOVA ROVNICE

X1 =FX: +V, t=1,2,3,...
pricemz

X .. je tzv. stavovy v-rozmérny nahodny vektor

W, ...je sum meéreni

V: ...je sum procesu

G .. je matice typu w X v (popisuji vztah pozorovéani ke stavu)
F .. je matice typu v X v tzv. matice prechodu

Dale plati

EVt - O
EWt - O
EW.W, =R;
Wt _ Rt St . ! t_
D( Vt ) = ( Sé Qt ) tJ EVtVt = Qt

EW,V, =S,
C(Xy, (W}, V) =0, tj. jsou nekorelované

Vsechny ndhodné vektory maji koneéné druhé momenty.

Stavovd rovnice se nazyva stabilni (také kauzdlnt), pravé kdyz vSechna vlastni
¢isla matice F lezi uvnitt jednotkové kruznice, tj.

det(I—Fz) #0 proV |z| < 1.

Pokud je systém stabilni (kauzdlni), pak

[e.°]

Xen=) FV,
§=0

Y, =W, +G) FV,
j=0
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PRIKLAD 2.3.1.
AUTOREGRESNI MODEL RADU p

AR(p) : ‘ Yi=o1Yi—1- -+ opYi—p +et |y

kde

Et ~ WN(O, O'?)

©1

}/tJrl }/t =
Y, 1 0 0 0 Yy 0
Y%_l = 0 Y;E—2 + 0
: .0 0 : :
Mip1p 0 0 1 0 Yip 0
=X¢41 —-F =Xt =V,
Y = (1 0o --- 0) X,
—_—
=G
PRIKLAD 2.3.2.
MA PROCES RADU ¢
MA(q) : ‘ Vi=cer+ 011+ 4064 |
kde
gr ~ WN(0,02).
Et 0 0 0 0 €11 &
ey 1 0 00 €1 o 0
-2 =10 -3 | + 0
: 0 0 :
Et+l—g 0 0 1 0/ \ét—q 0
=Xt41 _F =X =V,
Vi=(01 - 09)Xi+ &
=W,
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PRIKLAD 2.3.3.
ARMA PROCES RADU p, g

ARMA(p, q) : ‘ Yi=p1Yio1- +ppYip e+ 01601+ + 04804 |,

kde
gr ~ WN(0,02).
Y; A L6 o g %1 Vi1 0
Yi Y 0
Y o 0o . - Y 3 0
. = : -. 1 .. : . + .
}/t"”l*p : .. .. : }/tfp 0
Et+1 : : 0 : : &t Et+1
Et 1 Et—1 0
€t+l—q 0 O 1 0 €t—q 0
—_——— ——— N———
=Xi41 _F =X, =V,
Y16:(<P1 oy 1O 9q)Xt

2.4 Nejlepsi linearni predikce pomoci projekce na-

hodnych vektoru druhého radu

Mé&jme pravdépodobnostni prostor (2,4, P). Pro pevné zvolené v € N ozna¢me
Ly ={X=(X1,...,X,) : X1 € (0 AP),..., X, € L*(Q, A P)}

a oznacme

Ly = J L.
v=1

Pak 1ze nad timto prostorem definovat skaldrni soucin pro X € Ly a' Y € LY
(v,w € N) ptredpisem
(X,Y) = EXY’

L Lo e . X
za predpokladu, ze existuje sdruzené rozdéleni ndhodného vektoru Z = (Y> a

Ze Lyt
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Oznaéme pro Yo,...,Y¢ € LY
M =35p{Yo,..., Y}
uzavieny podprostor generovany vSemi moznymi linedrnimi kombinacemi typu
CoYo+ -+ Ci Yy,

kde Cy, ..., C; jsou realné matice.
Pak uvazujme nad L$° projekei X € LY do M,

Pua, (X) = (Paa, (X1), -5 Pa (X))
kterou budeme znagcit riznymi zpisoby, a to
Py, (X) =X = P(X) = P(X|Yq,...,Y,).
Pripomenme vlastnosti predikce, které v nasledujicich dikazech vyuzijeme

(a) vzdy existuje jediny vektor P;(X) takovy, ze pro VY € M; = 5p{Yo,..., Y}
plati A A A
(X-X,Y)=0« (X,Y) =(X,Y) & EXY' = EXY'.

Protoze X € M,, pak . .
EXX' = EXX'.

(b) Jestlize X,Y71,...,Y: maji sdruzené normélni rozdéleni, pak (pokud Y, =
1=(1,...,1)) plati

X =P(X)=EX[Y1,....,Yy) t>1.

(¢) Predikce X = P,(X) je linedrni v tom smyslu, #e pro libovolnou matici A €
RF+v a X, Z € LY plati:

P(AX) = AP,(X)
P(X+Z)=P(X)+ P(Z)
(d) Pokud X € LY aY € LY pak
P(X|Y)=MY,
kde M € R** pro niz plati
M = EXY' [EYY']”
a A~ znadi pseudoinverzni matici k matici A, coz je takova matice, pro niz
AT =AAA

Kazda matice mé alespon jednu pseudoinverzni matici. Pokud matice A je
regularni, pak
A-=A"1
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Pripomenme opét definici stavového modelu
DATOVA ROVNICE

Yt:G’tXt+Wt t:1,2,3,...

STAVOVA ROVNICE

X1 =F Xy +Vy t=1,2,3,...

pricemz
X¢ ... ]Jetzv. stavovy v-rozmérny ndhodny vektor
W, ...je sum meéreni
V: ...je sum procesu
G; ... je posloupnost matic typu w X v
F; ... je posloupnost matic typu v x v

Dale plati

EV:=0
EW,=0

W (W o o (EW,W EW,V)\ (R,
D(Vt)_E(Vt)(Wt Vi)={evw! Bv,v) =5

C(Xy, (W}, V}) =0, tj. jsou nekorelované: X; L (W}, V})’

Oznaéme Xt\k = Pspivo,... v} (Xe) = P(X¢|Yo,..., Yy)
Qi = E(X; — Xt\k)(Xt - Xt\k)/

Pokud k=t—1...jde o tzv. problém (jednokrokové) predikce
k=t ... jde o tzv. problém filtrace
k=mn>t...jde o tzv. problém vyhlazeni

Pridejme ptredpoklady pro V ¢

W, L {Yy,..., Y1}, tj. jsou nekorelované
Vi L{Yo,..., Y1}
S: = 0 (tj. Sumy procesu V; a méfeni W, jsou nekorelované)

Si
Q:

)
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Veéeta 2

4.1.

JEDNOKROKOVA KALMANOVA PREDIKCE

X,

a CHYB

= X1 = Po1(Xy) = P(Xy| Yo,..., Yio1) = Py, ve 13 (Xe)

OVA PREDIKCNI KOVARIANCNI MATICE

= B(X; — X)) (Xs = X)) = B(Xe — Xyjpo1)(Xe = Xy

jsou jednoznacné urcéeny

(1) poéateénimi podminkams:

X1 |=X1j0 = P(X1|Yo) = Peppyoy(X1)

kde

¥x,x, = BX1X)

Y., = EX; X}

(2) a plati pro né ndsledujici rekurentni vztahy:

)A(tﬂ = )A(t+1\t = Ftit\t—l + K16 (Ye — th(ut—l),

kde Ky 1) je tzv. PREDIKCNI KALMANUV ZISK, pro néjZ plati:

KtJrl\t = 2Xr,+1It 2:I,,It

pricemz
Ex, a1 = FiQy 1 G
311, = GiQy1Gi + Ry
a
= BXe X 27A(t+15§t+1
pricemz

2Xt+1xt+l = thxtxtF; +Qq
=F:3z 5, Fi + K1 21, Ki

Xip1Xq1

a kde I; jsou INOVACE pro Yy, tj.

L=Y: Y=Y~ Pyry,.. v, (Y0
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DUKAz. Nejprve definujme pro Y,

I = Yo
L=Y,-Y,

=Y: — Py, v, 1 (Ye)
=Y~ P1(Yy)

=Y, — P_1(GX; + Wy)
=Y - GiP1(Xy) — P,_1(Wy)

Diky nezavislosti ndhodnych vektort

plati

W, L {Yo,...,Yi 1}

P, 1(Wy) = Peppy,,... v} (W) =0,

takZze dostaneme

L]=

Yt — Gtit

=G X, + W, — G X, =

G, (Xt —fct) W, |

Je tfeba si uvédomit, Ze inovace jsou ortogonalni (tj. nekorelované)

Ip LI, 1T, 1 ... 11,

takze pro libovolné X plati

Py (X)

kde

Takze

a oznacime-li

= P(X[Yo,..., Yy)
= P(X[Iy, ..., T,
= P(X|I, ..

M = EXI,[ELI,]".

Xt-‘,—l = it+1\t = Pt(Xt+1)
= P1(Xt41) + P(Xpp1 L)
=P, 1(F:X; + Vi) + EXy 1 LELL] T,

2Xt+11t = EX't‘f’lI;
31, = EItI;,

L)+ P(X|L) = Py (X) + P(X|L)
P,_1(X) + MI,
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pak

X1 =Fy Py (Xe) + Pro1 (V) +Ex, 1,2, (Y — GiXy)

—_— Y
:Xt\t—l =0
Vyjadreme nyni
R /
= B(FX, +V,) {Gt(Xt X))+ Wt}
o~ —~ ~ !
—E [Ft(thXt)qLFtthLVt} {Gt(xﬁxtnwt}
=F, E(X, - X)(X; — Xy) G} + F, E(X, — X )W)+F, EX,(X; — X;)’

=Q—1 =0(nekorel.) =0(nekorel.)
+F, EX;W, +EV{(X;—-X;) G, + EV,W,
——— —_——— ———
=0(nekorel.) =0(nekorel.) =S;=0
=|FQ1Gy

Dale pocitejme
~ —~ li
= FLL, = E [Gi(X, — X0) + Wi [Go(Xi = X)) + W]
= G E(X — X)) (X — Xy)'G)
+ G E(X; — X)W, + EW (X, — X;) G} + EW,W,
=0(nekorel.) =0(nekorel.)

=| Gy 1 Gy + Ry

Tedy celkové mame
Xipr =Xeiae = FiXyeo1 + 3x,.,1, 35, (Y — GiXy)
—_———

=1,

Kitie = Ex,1, 251,
je tzv. KALMANUV PREDIKCNI ZISK a muzeme tedy psat

X1 = FiXopo1 + Ko1)o (Ye — GiXypro1)

Zbyva najit rekurentni vztah pro ;. Pfitom vyuZijeme dilezity vztah, ktery
vychazi z vlastnosti ortogonalni projekce, tj. Zze pro VY € Py, .. v, ;) plati

(X, — X, Y)=0
<Xt7 Y> = tav Y>
EX,Y = EX,Y
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a protoze )A(t € Psp(v,,..., Y, 1}, dostaneme

EX,X, = EX,X, |

Proto pocitejme
Qo= = BXy — X1)(Xy - Xy
= EX, X} — EX,X, - EX;X; +EX; X}
W—/ ‘A/—’A
=EX,X, =EXiX]
= EX; X} - EX;X} = ¥x,x, — ¥g.%,
Uplnou matematickou indukei obdobné dokazeme, ze pokud budeme piedpokladat,

Ze plati
Qt|t71 = z:th,, - Ef(tf(ta

pak
Qi1 = B(Xi1 — Xip1)(Kpsr — X))’
= EXt+1X2+1 - Ef(tHX;H - EXt-irl)AqH +Eit+1ig+1

=EX, 11X, =BX, X,

B , ~ oy B L
= EXt+1Xt+1 - EXtJrlXt—i-l - 2Xt+lxt+1 - 2XtJrl)(Hl

Ex, X = X1 Xy = BE(FiXe) + W) (FiXy) + W)
_F,EX,X,F,+F, EX;W, + EW,X, F/F,EV,V
SN—— N—— ——
=3x,x, =0(nekorel.) =0(nekorel.)
= thxtxth + Qt
Xt+lit+l = EXH'IX;Jrl
. . N Y
- E [tht + Ky (Ve — GtXt)} [tht + Koo (Ys — GtXt)}

=I;

P e
= Ft EXtXQ F; + Ft EXt (Yt — GtXt)l ;+1\t
ZR%, =0(nekorel.)

+ K B(Y,— G X)X, F,
—_———
=0(nekorel.)

+ K1 B(Y: =G X)) (Y- G Xy) Ky,

=¥y

=F2x,x,F, + Ki: 2,1 Ky .
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Véta 2.4.2.
Pro KALMANOVU FILTRACI

Xt | = P(X¢|Yo,...,Y,)

a FILTROVACI CHYBOVOU KOVARIANCNI MATICI

= B(Xs — X)) (Xs — Xypp)'

pro ¥t > 1 plati ndsledujici rekurentni vztahy

Xy = Xypo1 + Ko (Y — G Xypp—1) |,

kde Ky je tzv. FILTRACNT KALMANUV ZISK, pro néjz plati

Kt\t = Elezzltlt 5

pricemz

thlt = Qt|t—1G;
Y1, = G 1GL+ Ry

‘ Qt|t = (I - Kt|th)Qt\t71 ‘a

kde I je jednotkovd matice Tddu v X v.

DUKAzZ. Vyuzijme opét inovaci

Ip =Y

L=Y Y,
=Y:— Pypryo,.. v, 3 (Ye)
=Y:— P_1(Y:)

=Y — P 1(G X + W)
=Y, — G P1(Xy) — Po—1 (W,
=Y, - G X,

= G(X¢ — )A(t) + W,

které jsou navzajem kolmé (tj. nekolerované).
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Pocitejme
Xt = P(X4|Yo, ..., Yy)
= P(Xy|Io,...,1I)
= P(Xy|To,..., Li_q) + P(X;|Ly)
— X, + MI,
=X, + EX,I, [EX,I)] L,
=X+ 2x,1,551, (Y: — G:Xy)
pricemz

Yx,1, = EX,I,
R /
— EX, [Gt(Xt X))+ Wt}
~ ~ —~ i
—E [(Xt ~ X))+ Xt} [Gt(Xt ~ X))+ W,
= B(X; — X3)(Xy — X4)' Gy + E(X; — X)W,
—————
=0(nekorel.)
+EX,(X, — X)) G, + EX,W; = G,
— ——

=0(nekorel.) =0(nekorel.)
Takze celkové dostaneme
Xt|t == Xt + thIthtIt (Yt — G‘tXt),
—_—
ozn. Kyt =L

odtud
Xt\t - X = Kt|tI.

Zbyva dopocitat ;. Vime, ze

Qi1 = E(Xy — Xo)(Xi — Xy

=F (X — it\t) + (it\t - it\tfl) (X — )A(t|t) + (Xﬂt - )/it|t71)
—_——— | —
=Ky 1t =K+ I

= B(X¢ — X)Xt — X)) + E(Xy — X)), K

Q¢ =0(nekorel.)
+ Ky BT (X — )A(t\t)l +Ky ELI Ky, = Q + Ky Zr1, K,
N—_——— —

=0(nekorel.)



105

Protoze
Kt|t = EXtItEI_tIt = Qt|t71G:£EI:It
dostavame
Qi1 = Qe + Extltzftltzltltzftltzlxtlt
= + z:thtzftltz/xtlt =Q; + Qt\tflG::ZI:It G Qi1
=K,

Odtud
Qt|t = Qt\tfl - Kt\thQﬂtfl = (I - Kt\th)Qﬂtfl-

2.5 Kalmantv iteracni proces

Shriime predchozi vysledky Kalmanovy predikce a filtrace takto
1) Protoze

— - — N —
Kt-‘rl\t - thﬂlt 2It1t = Ftntlt_thEItIt
— - — Ay
Kt‘t = thItZItIt = Qt‘t_thEItIt

} = ‘ Ky = FiKypy |

2) Déle plati

th(t\t = thit\tfl + Fi Ky (Y — G.X)

= thit\tfl + Kyp1e (Y — Gtit)

= Xt+1|t -

3) Budeme se snazit nové vyjadiit €2, . Protoze

Xiy1 — XtJrl\t =FX;+ V- Ftﬁﬂt

= Ft(Xt - )A(t\t) +Vy

a vzhledem k tomu, ze Vi L (X; — Xyy¢), dostévame

= B(Xt1 = Xpape) Ko = Koy’

~ ~ /
=K {Ft(Xt = Xye) + Vt} {Ft(Xt = Xyj¢) + Vi

= FE(X: — X)) (Xs — Xo))'F) + EV, V), = |F,Q,,F, + Q; |

Vsechny pfedchozi mezivysledky pouzijeme pro odvozeni velmi jednoduchého Kal-
manova itera¢niho procesu, ktery je spojenim filtrace a predikce.
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KALMANUV ITERACNI PROCES

(I) POCATECNT PODMINKY

)/Zl\o = il = EX1 pf’l Y() =1
Q0 = B(X1 — BX;)(X1 — EX,) = DX,

(IT) DATOVY (FILTRACNI) KROK KALMANOVA FILTRU

Ky = Q411G (G Qyi—1G + Ry) ™,

)A(th: = Xt\t—l + Ky (Y — th(ut—l)

a FILTRACNI CHYBOVOU KOVARIANCNI MATICI

Qt|t = (I - Kt\th)Qt\t—l-

(IIT) CAsovY (PREDIKCNI) KROK KALMANOVA FILTRU

Xt+1\t = FtXt\t
Qi1 = FQ, Fy + Q.

Nejprve se spocita tzv. KALMANUV ZISK (nebo téz Kalmanovo zesilent)

matice prechodu

Y filtrace

t|t—1 (predikce)

e

t—1
matice pfechodu

=

\e

|
-
~

M) filtrace

t—1[t—2 (predikce)

t—2

matice pfechodu

t—1 t

thf

X1t

t+1
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