11. BILINEARNE A KVADRATICKE FORMY

V predchadzajicej kapitole sme sa stretli s multilinearnymi zobrazeniami, ktorych
prikladmi boli prave determinanty. V tejto kapitole podrobnejsie preskimame tzv. bi-
linearne zobrazenia, ktoré s zrejme najjednoduchsim netrivialnym pripadom takych-
to zobrazeni. Z nich sa ststredime hlavne na bilinearne formy, t.j. na bilinearne
zobrazenia s hodnotami v prislusnom poli. Od bilinearnych foriem je uz len krok
k tzv. kvadratickym formam. Tymto krokom, prisne vzaté, vystupime zo sveta ob-
jektov linedrnych (t.j. ,prvého stupna“) a dostaneme sa do sveta objektov kvadrat-
ickych (t.]. ,druhého stupna“). Zatial sa vsak ststredime len na algebraicki stranku
celej veci. Geometrické aspekty bilinearnych a kvadratickych foriem presktimame az
neskor, ked si na tento 1éel zadovazime aj dalsie 1¢inné nastroje.

V celej kapitole K oznacuje nejaké pevné no inak Iubovolné pole. Ak sa o tom oso-
bitne nezmienime, pod vektorovym priestorom budeme rozumiet vektorovy priestor
mienky, %e charakteristika nasho pola K sa nerovna dvom. Na rozdiel od kapitol 8
a 10, kde nam tento predpoklad sluzil len na zjednodusenie formulacii niektorych
definicii, tvrdeni a dokazov, v tejto kapitole uz hré podstatni ilohu.

11.1. Bilinearne zobrazenia a bilinearne formy

Nech U, V, W st vektorové priestory nad polom K. Hovorime, ze F: U x V. — W je
bilinearne zobrazenie, ak pre vSetky ¢, @ 1,22 € U, y,y1,y2 € V a ¢q,¢c2 € K plati

F(z,ciyr + c2y2) = crF(@, 1) + 2 F(2,y2),
Fleizi + oo, y) = a1 F(m1,y) + coF (22, y).

Inak povedané, zobrazenie F': U xV — W je bilinearne prave vtedy, ked pre lubovolné
pevné @ € U je priradenim y — F(@,y) definované linearne zobrazenie V.— W a
pre [ubovolné pevné y € V je priradenim @ — F(@,y) definované linearne zobrazenie

U—Ww.

11.1.1. Priklad. (a) Priklad 6.1.4 vlastne hovori, Ze pre pevné m, n, p je predpisom
F(A, B) = A- B dané bilinearne zobrazenie K'™*" x K"*P — [™*P_ Teda nasobenie

je bilinearne zobrazenie medzi vektorovymi priestormi matic prislusnych rozmerov.

(b) Pre Iubovolné vektorové priestory U, V je predpisom F(p,®) = ¢(@) definované
bilinearne zobrazenie L(V,U) x V' — U. To znamena, %e na dosadenie argumentu
do funkcie sa mozno divat ako na bilinearne zobrazenie na prislusnych vektorovych
priestoroch (pozri paragraf 6.5). NajdoleZitejsim pripadom takéhoto bilinedrneho zob-
razenia je tzv. dualita V* x V — K.

(¢) Pre lubovolné vektorové priestory U, V, W je predpisom F(p, 1) = ¢ 01 defino-
vané bilinedrne zobrazenie L(V,U) x LW, V) — L(W,U). Teda kompoziciu mozno
chapat ako bilinearne zobrazenie na uvedenych vektorovych priestoroch linearnych
zobrazeni.
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Pod bilinedrnou formou na vektorovych priestoroch U, V rozumieme lubovolné
bilinearne zobrazenie F': U x V — K.

Nech U, V st koneénorozmerné vektorové priestory s bazami o = (t1,...,Up)
resp. B = (vy,...,v,). Potom pre [ubovolnt maticu A = (a;;) € K™*" je predpisom

Flz,y)= (@)l A - (y)s =D > ajriy;,

i=1 j=1

kde (2)o = (21, 2m)T, (¥)g = (y1,--.,yn)T st stradnice vektorov & € U, y € V
v prislusnych bazach, definovana bilinedrna forma F: U x V' — K (presvedéte sa
o tom). UkdZeme, ze tiez naopak, kazda bilinearna forma na vektorovych priestoroch
U, V méa uvedeny tvar pre jednoznacne urcéentt maticu A € K™*",

Maticou bilinearnej formy F:U xV — K vzhladom na bazy «, 3 nazyvame
maticu

[Flag = (F(ui,v;)) € K™,
ktora je tvorena hodnotami formy F na dvojiciach vektorov baz «a, 3.

11.1.2. Tvrdenie. Nech U, V st konecnorozmerné vektorové priestory s bazami a,
resp. B a F: U xV — K je bilinearna forma. Potom pre vsetky @ € U, y € V plati

Flz.y)=(x)g [Flap - (¥)s

a A = [Fla g je jedina matica s touto vlastnostou.

Dékaz. Nech (®)a = (21,...,2m)%, (¥)g = (y1,.--,yn)’ st stradnice vektorov
x € U, y € V v prislusnych bazach a = (uq,...,up), B8 = (v1,...,v,). S pouZitim
bilinearity F' dostavame

Fle,y) = F(rius + ...+ TpUm, 4101 + ... + YnUy)

m n

=> ) @iy Flui,v;) = (@) [Flas - (¥)s-

=1 j—=1
Zostava ukazat, ze pre fubovolnti maticu A = (a;;) € K™*" plati
(VeecU)(VyeV)(Flz,y)=(x)) A - (y)sg) = A=[Flag.
Za uvedeného predpokladu volbou @ = u;, y = v; dostavame

F(ui,vj) = (ti)g A (vj)s =€ - A-ej = aij.

&

Teda Specialne kazda bilinearna forma F: K™ x K" — K na (stipcovych) vek-

torovych priestoroch K™, K™ ma tvar
m n
T
i=1 j=1

kde A = [F]_(m) ¢(n) je matica formy F' vzhladom na kanonické bazy elm) gn),
Teraz preskimame ako zavisi matica bilinearnej formy F: U x V — K na bazach
priestorov U, V', presnejsie, ako sa meni v zavislosti od zmien tychto baz.
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11.1.3. Tvrdenie. Nech Vi, V, sti konecnorozmerné vektorové priestory nad polom
K, o, 31 st dve bazy priestoru Vi, o, B2 st dve bazy priestoru Vo a F': Vi xV, — K
je bilinearna forma. Potom

[F]ﬁ1,,32 = (Pa1,,31)T : [F]a1,a2 'Pa2,,32'

Dokaz. Oznaéme A = [Fla, o,, B = [Flg, g, matice formy F v prislusnych bazach.
Pre Tubovolné vektory @ € Vi, y € V5 plati

(x)g, - B (y)p, = Fla,y) = (2)a, - A" (Y)ax,

= <Pa1,,31 ’ (w)fh)T A - <Pa2,,32 : (y),@2>
= (:13)2_—;1 ’ <(P0¢1,,31)T A - PO¢2,,32> ’ (y),@2'

Pozadovana rovnost

B = (Pa1,,31)T A PO¢2,,32

vyplyva z jednoznacnosti matice bilinearnej formy F' vzhladom na bazy 31, B2 doka-
zanej v tvrdeni 11.1.2.

11.1.4. Priklad. Nech F': K™ x K™ — K je bilinearna forma a «, 3 st nejaké bazy
priestorov K™, resp. K". Ozna¢me A = [Fla g, M = [F|.m) o) matice formy F
vzhladom na béazy a, 8, resp. vzhladom na kanonické bazy (™), (") Podla préve
dokazaného tvrdenia platia rovnosti

A= (Pin o) M-Pg=a® M-8,

€

2

M = (P, ,e(m)>T A Pg Z(a_l)T'Aﬂ_l,

umoziujuce (po stotozneni kazdej bazy s maticou tvorenou jej stipcami) priamy
vypocet jednej z matic A, M na zaklade znalosti prislusnych baz a druhej z nich.

Tvrdenie 11.1.3 a priklad 11.1.4 nas priamo nabadaja k porovnaniu s vetou 7.6.1 a
prikladom 7.6.2. Analdgia s linedrnymi zobrazeniami a ich maticami vSak siaha este
dalej a zahina aj vety 7.6.3 a 7.6.4.

11.1.5. Tvrdenie. Nech U je m-rozmerny a V je n-rozmerny vektorovy priestor
nad polom K. Potom pre lubovolné matice A, B € K™*™ nasledujtice podmienky st
ekvivalentne:
(i) A, B st maticami tej istej bilinearnej formy F: U xV — K vzhladom na nejaké
dve (mozno no nie nutne rézne) dvojice baz priestorov U, V;
(ii) existuju reguldrne matice P € K™*™, Q € K™"*" také, 7e B=P - A-Q;
(iii) h(A) = h(B).

Dokaz. Podla tvrdenia 7.2.4 je stvorcova matica regularna prave vtedy, ked k nej
transponovana matica je regularna. Ekvivalencia (1) < (ii) je tak priamym dosledkom
tvrdeni 11.1.3 a 7.5.3. Ekvivalencia (ii) < (iii) je uZ obsiahnutéd v tvrdeni 7.6.3.

Na zaklade uvedeného tvrdenia mozno korektne definovat hodnost h(F') bilinedrnej
formy F na konecénorozmernych vektorovych priestoroch ako hodnost jej matice vzhla-
dom na Iubovolnti dvojicu baz. Je totiz zrejmé, Ze tato hodnota na volbe prislusnych
béz nezavisi.
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11.1.6. Dosledok. Pre kazda bilinearnu formu F : U x V' — K na konec¢norozmer-
nych vektorovych priestoroch nad polom K mozno zvolit bazu « priestoru U a bazu
B priestoru V tak, ze F ma vzhladom na bazy «, 3 maticu v blokovom tvare

I, Oh,n—n
Flag = ’ ,
Flas <0m—h,h Om—h,n—h>
kdem =dimU, n =dimV a h = h(F).

Otazkou, ako mozno k danej bilinearnej forme F' najst také bazy a, 3, sa tu
nebudeme zaoberat. Pre zvedavého ¢itatela podavame struény navod v cvifeniach.
Za istych okolnosti sa s nou vsak este stretneme. No v tejto chvili obratime svoju
pozornost trochu inym smerom.

Ak F: U xV — K je lubovolna bilinedrna forma, tak pre kazdé y € V je predpisom
wy(x) = F(@,y) definovany linearny funkcional ¢, : U — K, t.]. prvok dualu U* =
L(U, K) vektorového priestoru U (pozri paragraf 6.5). Ak polozime F*(y) = ¢y, je
tym definované zobrazenie F*: V — U*. Bude nas zaujimat, pre aké F' ma kaZdy
linearny funkcional ¢ € U* tvar p = F*(y) pre nejaké, pripadne pre jediné y € V.

11.1.7. Veta. (a) Nech U, V st vektorové priestory a F': U x V — K je bilinedrna
forma. Potom F*:V — U”* je linearne zobrazenie.

(b) Ak U, V st konecnorozmerné, tak h(F*) = h(F). V désledku toho F* je
injektivne prave vtedy, ked h(F) = dimV, a F* je surjektivne prave vtedy, ked
h(F)=dimU.

Dokaz. S vyuzitim linearity F' v druhej zlozke moZno podmienku (a) overif priamym
vypocétom, ktory prenechavame ako cvi¢enie ¢itatelovi.

(b) Polozme dim V' = n, zvolme nejaké bazy a, B priestorov U, resp. V a oznacéme
A = [Fla,p maticu formy F vzhladom na ne. Potom

Ker F* ={y e V; (Ve eU)(2)s-A-(y)p =0} ={y€V; A-(y)s =0},

lebo pre lubovolné y € V je predpisom @ — (@), - A - (y)g urcené linedrne zobrazenie
U — K, ktoré méa vzhladom na bazy a v U a (1) v K maticou (y)g - AT a matica
linearneho zobrazenia v danych bazach je uréend jednoznacne. Kedze y — (y)g je

linearny izomorfizmus V' — K", z tvrdenia 9.2.2 vyplyva
dimKer F* = dimR(A) = n &h(A) = n <h(F).
Podla vety 6.2.3 o dimenzii jadra a obrazu z toho dostavame
h(F*) = dimIm F* = n <dim Ker F* = h(F).

Zvysok je uz trivialnym dosledkom tejto rovnosti, vety 6.2.2 a tvrdenia 6.5.3.
11.1.8. Dosledok. Nech U, V st konecnorozmerné vektorové priestory rovnakej di-
menzie. Potom pre [ubovolnt bilinearnu formu F: U xV — K nasledujice podmienky
su ekvivalentné:

(i) F*: V — U* je linedrny izomorfizmus;

(ii) h(F)=dimV;
(iii) pre Iubovolné (pre nejaké) bazy o, B priestorov U, resp. V je [Fla s reguldarna

matica.

Bilinearna forma F': U x V — K sa nazyva requldrna, ak spiﬁa niektort (a teda
vietky) z podmienok posledného dosledku; v opaénom pripade sa F' nazyva singuldrna.
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11.2. Symetrické bilinearne formy a kvadratické formy

V tomto paragrafe sa budeme zaoberat vyluéne bilinearnymi formami, v ktorych prva
a] druha premenna prebieha ten isty vektorovy priestor V', t.j. bilinearnymi formami
tvaru F: V x V. — K. Budeme ich nazyvat bilinearnym: formam: na vektorovom
priestore V.

Bilinearna forma F: V? — K sa nazyva symetrickd, ak pre vietky =,y € V plati

Flz,y) = F(y,z).

Pre istotu este pripominame, Ze bilinedrna forma F': V? — K sa nazyva antisymet-
rickd (pozri paragraf 10.1), ak pre vSetky @,y € V plati

Fle,y) = <F(y, ).

11.2.1. Tvrdenie. Nech F je bilinearna forma na vektorovom priestore V nad polom
K a char K # 2. Potom F mozno rozlozit na stcet

F=F+6F

pre jednoznacne urcené bilinearne formy Fy, Fy na V, pricom F, je symetricka a F}
je antisymetricka.

Dokaz. Kedze char K # 2, v K plati 2 = 141 # 0, teda existuje prvok % =27 c K.
Pre vsetky @,y € V polozme

Fo(il?,’y): (F(w,y)—l—F(y,a:)),

Fl(wvy): <F(£13,’y) <:>F(y7w)>

N =N =

Jednoduchymi priamymi vypoc¢tami, ktoré prenechavame ¢itatelovi, moZno overit, Ze
Fy aj Fy st bilinearne formy na V. Na prvy pohlad vidno, ze Fy je symetricka, Fy je
antisymetricka a pre vsetky @,y € V plati

F(w7y) = Fo(a:,y) + Fl(wvy)‘

Zostava overit jednoznacnost Fy a Fy. Keby F' = G 4+ G bol druhy taky rozklad,
tak zo symetrie Fy, Gy a z antisymetrie F}, Gy by vyplyvalo

Fo(e,y) ©F(x,y) = Foly,x) + Fi(y, @)
= Go(va) + Gl(va) = Go(a:,y) <:}G’l(wvy)

pre vietky @,y € V. Rovnosti

Fo(wvy) + Fl(wvy) = Go(wvy) + Gl(w,y),
Fo(z,y) &Fi(z,y) = Go(z,y) ©Gi(z,y)

uz maju za zrejmy nasledok Fy(x,y) = Go(x,y) a Fi(e,y) = Gi(z,y).
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Ak F je bilinearna forma na koneénorozmernom vektorovom priestore V' s bazou
a=(uy,...,u,), tak pod maticou formy F vzhladom na tito bazu budeme rozumiet
jej maticu vzhladom na dvojicu béz a, a; znaéime ju [F|y. Teda

[Fla = [F]a,a = <F(ui7u1)>an'

Toto obmedzenie v porovnani so vSeobecnou definiciou z predoslého paragrafu je pri-
rodzené — naopak, zna¢ne umelo by posobilo vyjadrovat stiradnice prvej a druhej
premennej v F', hoci leZia v tom istom priestore V', vzhladom na rozne bazy. Matice
bilinearnych foriem na vektorovom priestore V' vzhladom na dvojice roznych baz a,
B vo V preto odteraz vylu¢ime z dalsich ivah. Jedna z vyhod takéhoto pristupu
spoc¢iva v nasledujicom zrejmom tvrdeni, ktoré by vsak bez spominaného obmedzenia
neplatilo.

Pripomenme, Ze stvorcova matica A = (a;;)nxn sa nazyva symetrickd, ak A = AT,
t.j. ak pre vietky ¢,;7 < n plati a;; = a;;; podobne, A sa nazyva antisymetrickd, ak
A = AT t.j. ak pre vietky 7,7 < n plati a;; = <aj;.

11.2.2. Tvrdenie. Nech « je [ubovolna baza koneénorozmerného vektorového prie-
storuV a F: V? — K je bilinedrna forma na V. Potom

(a) F je symetricka prave vtedy, ked jej matica [Fqo je symetricks;

(b) F je antisymetricka prave vtedy, ked jej matica [F|q je antisymetricka.

Nésobenie v poli moZno chapaf ako bilinedrnu formu F': K? — K, kde F(a,b) = ab
pre a,b € K. Stotoznenim prvej a druhej premennej dostavame zobrazenie ¢: K — K,
kde ¢(a) = F(a,a) = a*, t.j. ya-kvadrét®. Zovieobecnenim tohto postupu dospejeme
k pojmu kvadratickej formy.

Zobrazenie ¢q: V — K vektorového priestoru V' do pola K sa nazyva kvadraticka
forma na V. ak existuje bilinedrna forma F': V? — K taka, Ze pre vietky & € V plati

g(x) = F(z,x).

Hovorime tiez, ze bilinearna forma F' indukuje kvadraticka formu gq.

Vo vseobecnosti existuje k danej kvadratickej forme ¢: V' — K mnoho bilinearnych
foriem F: V? — K, pre ktoré plati uvedend rovnost. Ak je totiz F': V? — K nejaka
bilineédrna forma a G: V? — K je Iubovolna antisymetrické bilinearna forma, tak,
aspon pokial char K # 2,

Fle,z)=F(x,z) + Gz, z),
lebo zrejme G(x,x) = 0. Speciélne v oznaceni tvrdenia 11.2.1 plati
Fle,z) = Fy(x, ).
To nas privadza na myslienku pokusit sa odstranit spominant nejednoznacénost doda-
toénou poziadavkou symetrie prislusnej bilinearnej formy.

Polarnou formou kvadratickej formy ¢: V — K nazyvame symetrickt bilinearnu
formu F: V2 — K, ktora indukuje formu g¢.



11. BILINEARNE A KVADRATICKE FORMY 7

11.2.3. Tvrdenie. Nech ¢ je kvadraticka forma na vektorovom priestore V nad
polom K, pricom char K # 2. Potom existuje jedinad symetricka bilinearna forma
F:V? = K taka, Ze

g() = F(z, )

pre vsetky @ € V.

Dokaz. Ak F je Tubovolna bilinearna forma na V, ktorda indukuje ¢, tak z tvrde-
nia 11.2.1 a pred chvilou u¢inenej poznamky vyplyva, %e hladana polarna forma ku ¢
je dané vztahom Fy(z,y) = 3(F(2,y) + F(y,2)).

Pozadovana jednoznac¢nost polarnej formy je bezprostrednym dosledkom nasledu-
juceho tvrdenia, ktoré nam poskytuje dalsiu cennii informaciu o vztahu medzi fiou a

indukovanou kvadratickou formou.

11.2.4. Tvrdenie. Nech char K # 2, q: V — K je kvadraticka forma a F: V? — K
je jej polarna forma. Potom pre Iubovolné ®,y € V plati

Flz,y) = - (¢(z +y) ©q(z) <q(y))

(¢(=) + q(y) ©q(x ©y))

= N~ N

(¢(x +y) eq(z <y))

Dokaz. Najprv si uvedomme, ze char ' # 2 mé za dosledok 4 = 2 -2 £ 0. Kazda
z rovnosti

Fle,y) = (F(w t+y,x+y) SF(e ) <Fy, y))
(F(az, x)+ Fly,y) &F(x ey, x <:>y))

(Fx+y.xz+y) F(z oy, zey))

= N~ N

mozno teraz na zaklade bilinearity formy F' overit priamym vypoc¢tom, ktory prene-
chévame ¢itatelovi.

Uvedené rovnosti nam tak davaji k dispozicii hned tri rozne formuly, z ktorych
kazda umoznuje zrekonstruovat polarnu formu na zéklade znalosti jej kvadraticke]
formy. Este si vSimnite, Ze tieto rovnosti st len jednoduchym zov$eobecnenim znamych
VZOrcov

ab =

((a 4 b)* (a<b)?)

NS

((a +b) sa? &) = =(a? + 1 &(a ob)?) =

N —

1
2

platnych pre lubovolné a,b € K.
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Maticou kvadratickey formy q: V — K na koneénorozmernom vektorovom priestore
V' nad polom charakteristiky roznej od dvoch vzhladom na bazu a nazyvame maticu
jej polarnej formy vzhladom na tto bazu a znaéime ju [¢]o. Matica [¢]a je touto po-
ziadavkou jednoznacne uréena a je to vzdy symetricka matica. Hodnostou kvadratickes
formy potom nazyvame hodnost jej matice vzhladom na aktikolvek bazu a znacime
ju h(q). Zrejme hodnost h(q) nezavisi od volby bazy a rovnda sa hodnosti h(F) pri-
slusnej polarnej formy. Kvadraticka forma sa nazyva requldrna, resp. singuldrna, ak
ma prislusna vlastnost jej polarna forma.

Poznamka. Upozornujeme, ze ani jeden z vysledkov uvadzanych v tvrdeniach 11.2.1 a
11.2.3 (t. j. ani existencia ani jednoznac¢nost ) nie je splneny vo vektorovych priestoroch
nad polom charakteristiky 2. Dokonca jednu a t ist symetrick(i bilinearnu, resp.
kvadratickt formu moZno zadat maticami roznej hodnosti. Priklady mozno najst
v cviceniach. V pripade tvrdenia 11.2.4 nedévaji uvedené vzorce nad polom K charak-
teristiky 2 vobec ziadny zmysel.

11.3. Diagonalizacia kvadratickych foriem

Ak F: V? — K je Iubovolna bilinearna forma na koneénorozmernom vektorovom
priestore V a A = (a;;)nxn je jej matica vzhladom na nejaka bazu a priestoru V,
tak pre indukovant kvadratickt formu g: V' — K a vsetky @ € V plati

g@)=F(z,2)=(2)L A ()a=> > ajviz;,

i=1 j=1

kde (%) = (1,...,2,)7 st prislusné stradnice. Ak F je navyse symetrickd, t.j. ak
A je priamo matica formy ¢ v baze a, tak uvedeny vyraz moZno dalej upravit na tvar

7

Q(w) = Zaiﬂ?? + 2 Z A3 T;T 5.

i=1 1<i<j<n

V tomto paragrafe si ukazeme, Ze volbou vhodnej bazy, t.j. zavedenim ,novych strad-
nic”, sa mozno zbavit vietkych s¢itancov a;;z;x; obsahujticich zmiesané ¢leny a upra-
vit tak cely vyraz na diagondlny tvar

7

(@) =) agx;.

=1

Prislusny vypocet mozno uskutoénit pomocou tzv. Lagrangeove; metody, ktora
poziva dva typy uprav: jednak metoédu doplnenia na Stvorec, znamu uz zo strednej
skoly, jednak substitticiu

1 1
vy = (v, + 7)) & (v; ;)
4 4
ku ktorej sa musime uchylit zakazdym, ked pre ¢ # j je a;; # 0, ale a;; = a;; = 0. Ako
naznacuje posledna identita, Lagrangeova metoda funguje len pre polia charakteris-
tiky roznej od dvoch. Bez dalsieho komentara si cely postup ozrejmime na priklade.
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11.3.1. Priklad. Kvadratickd forma ¢: R* — R je pre @ = (21,22, 73,24)7 € R*
dané predpisom

0 1/2 0 0
1/2 &2 1 0
q(®) = €223 + x129 + 20073 3374 = z!l . (/) 1 0 “3/2 Sx.

0 0 «3/2 0

Vietky zmiesané ¢leny obsahujiice xo pripojime k élenu <223 a doplnime na stvorec:

1
glx) = &2 <x§ <:>§:1;1:1;2 <:>:1;2:1;3> &3x304

&2 <:>1 <:>1 2@1 2@1 2@1 &3
iz 41‘1 21’3 161'1 41‘3 41’11’3 T34

1 1 1 1
= <:>§(:1;1 Sdry + 2:1;3)2 + gxf + §x§ + 5:1;1:1;3 S3r31y .
Teraz pripojime zmiesané ¢leny obsahujiice xy k ¢lenu éx% a doplnime na Stvorec.

Dostaneme

1
(v1 &dag + 2:1;3)2 + g(:zjf + 423 + dryas) S3wsay

1
= @g(l’l Sdry + 21’3)2 + g(l‘l + 21’3)2 S3r334 .

Po pouziti spominanej substitiicie koneéne mame

¢(z) =

— 00ng

1 1 3 3
g(x) = <:>§(:1;1 Sday + 2:1;3)2 + g(l‘l + 2:1;3)2 <:>Z(:1;3 + :1;4)2 + Z(:]1;3 <:>;1;4)2-

Ak si na R* zavedieme nové stradnice y = (y1,y2,y3,v4)" , kde
Y1 = v1 &4y + 23
Y2 = x1 + 223
Y3 = T3 + T4
Yqi = T3 Ty,

tak povodna kvadratickd forma ¢ v nich nadobudne diagonalny tvar

1 1 3 3
a(@) =q'(y) = gyl + qus S Jvs + ui-
Pritom matica
1 &4 2 0
1 0 2 0
Q= 0O 0 1 1 ’
0 0 1 =l

ktora zabezpecuje zmenu suradnic y = Q - & je maticou prechodu z kanonickej bazy e
do takej bazy a priestoru R*, v ktorej pre vietky & € R* plati (z)o =y =Q - x. To
znamend, e Q@ = Py = a™'. Teda a = Q! presnejdie, hladand béza a je tvorend

stipcami matice

0 1 <1 <1
Q_l . el/4 1/4 0 0
o 0 0 /2 1/2

0 0 1/2 &1/2
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11.3.2. Priklad. Este si vSimnime velk( mieru nejednoznacnosti diagonalneho tvaru
a prislusnej transformacie suradnic. Napr. kvadratickii formu

q(z,y) = 102% + 5y* <2y
na R? mozno pri troche postrehu jednoducho upravit na diagonalny tvar
q(z,y) = (2% + 4y + day) + (927 + y* ©62y) = (z +2y)* + (32 &y)?,

zatial ¢o pri doslednom dodrziavani predchadzajticeho receptu dostaneme

1
g(x) = 10(:1;2 <:>5:1;y> + 5y?

2
—10( (e oy) et y?) 4 5y?
- 107 1007 v

1 , 49 ,

= E(le Sy)” + oY
Podobne, ako sme sa pri rieseni ststav linearnych rovnic vyhli manipulacii s pre-
mennymi a celil ilohu sme previedli na Gpravu iste] matice pomocou elementarnych
riadkovych operacii, aj teraz bude nasim cielom upravit dani kvadratickd ¢ symet-
rickt bilinearnu formu na diagonalny tvar a zaroven najst prislusna bazu len vhodnymi
Upravami jej matice. Najprv si vSak ujasnime, ako vplyva zmena béazy na maticu bi-
linearnej resp. kvadratickej formy na koneénorozmerom priestore V. Ako $pecidlny

pripad tvrdenia 11.1.3 okamzite dostavame

11.3.3. Tvrdenie. Nech «, 8 st1 dve bazy konecnorozmerného vektorového priestoru
V a F:V? — K je bilinedrna forma na V. Potom pre matice A = [Fla, B = [F|a
formy F v tychto bazach plati

Stvorcové matice A, B € K"*" sa nazyvaju kongruentné, oznacenie A = B, ak
existuje regularna matica P € K™*" taka, Ze

B=P". A.P.

Zrejme kongruentné matice maji rovnaku hodnost. Citatel by st mal taktiez sam
overit, ze pre lubovolné matice A, B, C € K"*" plati

A=A,
A=B = B=A,
A=B&B=C = A=C.

Inak povedané, vztah kongruencie je reflexivny, symetricky a tranzitivny, t.]. je vzta-
hom ekvivalencie na mnozine K™*™.

Dalej nas bude zaujimat len kongruencia symetrickych matic; v celej vSeobecnosti
sa preto tymto vztahom viac zaoberat nebudeme.

Jednoducho moZno nahliadnut (pripadne overit) platnost implikacie

A=B & B=B" = A=A"T,
t.]j. ak je jedna z dvoch kongruentnych matic symetricka, tak je symetricka aj druha
z nich.

KedZe kazda regularna matica jej maticou prechodu medzi vhodnou dvojicou baz,
tvrdenie 11.3.3 ma za bezprostredny dosledok nasledujicu vetu.
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11.3.4. Veta. NechV je n-rozmerny vektorovy priestor nad polom K charakteristiky
# 2. Potom pre Iubovolné symetrické matice A, B € K"*" nasledujiice podmienky
su ekvivalentné:
(i) A, B st maticami tej istej symetrickej bilinearnej formy F:V xV — K
vzhladom na nejaké dve (mozno no nie nutne rozne) bazy priestoru V';
(ii) A, B st maticami tej istej kvadratickej formy q: V — K vzhladom na nejaké
dve (mozno no nie nutne rézune) bazy priestoru V;
(iii) A = B.
Poznamenajme, Ze ekvivalencia (i) < (iii) plati aj nad polami charakteristiky 2.
Konecéne mozeme systematicky pristapit k otazke diagonalizacie symetrickych bi-
linearnych resp. kvadratickych foriem. Obe zredukujeme na tpravy prislusnej symet-
rickej matice na diagonalnu maticu pomocou uprav zachovavajucich kongruenciu.
Najprv si vSimnime, ¢o to vlastne znamend, ze matice A, B € K™*" st kongru-
entné prostrednictvom regularnej matice P € K"*". Maticu P moZno upravit na
jednotkovii maticu I,, pomocou elementarnych stl/pcovy’ch uprav, ktorym zodpoveda

rozklad matice P na sté¢in elementarnych matic

P=E ... E.
Potom
B=P' - A-P=(E,-....E)"-A-(E,-...- E)
=El-....El " A-E, ... E,

Nech teraz C € K™*" je lubovolna matica a E € K"*" je elementarna matica,
zodpovedajica nejakej ESO. Uvedomme si, v akom vzfahu je matica ET - C - E
k povodnej matici C. Samozrejme, Ze st kongruentné, no nielen to. Matica E7 totix
zodpoveda ,rovnakej* ERO, ako bola ESO reprezentovana maticou E. Presnejsie,

(a) ak E zodpovedala vymene i-teho a j-teho stipca, tak ET zodpovedéd vymene
i-teho a j-teho riadku;

(b) ak E zodpovedala vynéasobeniu i-teho stipca nenulovym skaldrom ¢ € K, tak
ET zodpoveda vynasobeniu i-teho riadku tym istym skaldrom c;

(¢) ak FE zodpovedala pripoditaniu e-nasobku i-teho stipca k j-temu stipcu, tak ET
zodpovedd pripoc¢itaniu c-nasobku ¢-teho riadku k j-temu riadku.

Matica ET - C - E teda vznikne z matice C pomocou dvojice symetricky zdruZenych
elementarnych iprav — jednej ESO a jednej ERO. Navyse, kedZe vdaka asociativnosti
nésobenia plati ET - (C - E) = (ET - C) - E, je jedno, v akom poradi obe tpravy
vykoname.

[’Jprava symetrickej matice A € K™ ™ na s nhou kongruentnt diagonalnu maticu
B € K™*" sa teda realizuje v koneénej postupnosti krokov, z ktorych kazdy pozostéava
z jednej ESO a s nou symetricky zdruzenej ERO. Postupnostou len prislusnych ESO
vykonanych na jednotkovej matici I,, ziskame tiez prislusntt maticu prechodu P tak,

7e plati B = PT - A . P. Cely postup moZno struéne zachytif pomocou schémy

ESO
A &5+ B
ERO

ESO

I, &= P
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Ak teda A bola maticou nejakej symetrickej bilinearnej formy, pripadne kvadraticke;j
formy v baze a, tak B je maticou tejto formy v baze 8 = a- P (t.j. P = Pyp).
Speciélne, ak A je maticou prislusnej formy na (stipcovom) vektorovom priestore K"
v kanonickej baze a = €™, tak B = P, t.]. vektory novej bazy 8 st priamo stipce
matice P.

Zostava dokazat, ze uvedeny postup vzdy vedie k cielu.

11.3.5. Veta. Nech char K # 2 a V je konecnorozmerny vektorovy priestor nad
polom K. Potom
(a) kazda symetrickd matica A € KK

cou;

XM je kongruentna s nejakou diagonalnou mati-

(b) kazdé symetricks bilinedrna forma F: V? — K mé4 vo vhodnej béze priestoru
V' diagonalnu maticu;

(¢) kazda kvadratickd forma q: V — K méa vo vhodnej béaze priestoru V diagonalnu
maticu.

Dokaz. Staéi dokazat len tvrdenie (a), tvrdenia (b), (¢) st uZ jeho bezprostrednymi
dosledkami. Popiseme algoritmus, ktory nam hovori, aké ESO a ERO treba postupne
aplikovat na maticu A. V celom postupe sa pouzivaju dva typy uprav:

(1) Nech ¢ < n je najmensi index taky, Ze a;; # 0. Potom postupne pre kazdé
J < n také, ze j # 1 a a;; = aj; # 0, pripo¢itame k j-temu stipcu matice
(@Z—Z)—nésobok 1-teho stipca a v takto ziskanej matici pripocitame (@%)—néso—
bok z-teho riadku k j-temu riadku. Inak povedané, pomocou diagonalneho prvku
a;; # 0 vynulujeme vsetky ostatné nenulové prvky i-teho riadku a] stipca.

(2) Nech pre kazdé ¢ < n plati: ak a;; # 0, tak a;; = aj; = 0 pre kazdé j # ¢. Nech
k <n je najmensi index taky, ze axr = 0, ale k-ty riadok nie je identicky nulovy.
Nech dalej j < n je najmensi index taky, Ze ar; = ajr # 0. Potom ku k-temu
stipcu matice pripoc¢itame jej j-ty stipec a ku k-temu riadku takto ziskanej
matice pripoc¢itame jej j-ty riadok. (Vysledna matica ma na mieste (k, k) prvok

agj + asr = 2a]‘k 75 0)

U’pravy typu (1) maji prednost, t.j. vykonavame ich tak dlho, ako je to len moZné
alebo kym neziskame diagonalnu maticu. V opa¢nom pripade aplikujeme jednu apravu
typu (2). Po nej nikdy nedostaneme diagonalnu maticu a vzdy mozno aplikovat
upravu typu (1). Takto postupujeme, kym sa to len da. Ak uZ nemozno aplikovat
ziadnu z Uprav (1), (2), znamena to, Ze sme dospeli k diagonalnej matici. KedZe po
kazdej aprave typu (1) pribudnt aspon dva nulové prvky mimo diagonaly a pripadné
nenulové prvky mimo diagonaly, ktoré pribudli v désledku nej alebo jednej upravy
typu (2), budt vynulované dalsimi tpravami typu (1), cely postup nevyhnutne skondéi
po kone¢nom pocte krokov.

Okrem tprav (1), (2) mozno pouzit dalsie dva typy tprav, bez ktorych sa sice
mozno zaobist, no s ich pomocou mozno docielit , krajsi“ tvar diagonalnej matice
formy pripadne matice prechodu.

(3) Vymena i-teho a j-teho stipca matice a vzapati aj jej i-teho a j-teho riadku.
(4) Vynésobenie i-teho stlpca a vzapati aj i-teho riadku matice Tubovolnym nenu-
lovym skaldrom ¢ € K (diagonalny prvok a;; sa tym zmeni na c%a;; ).
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Vyznam tprav (3) a (4) je jasny: (3) zodpoveda zamene poradia sturadnic z; < z;
a (4) substiticii ;/c miesto ;. Citatel by si mal saém premyslief, ako zodpoveda
tprava typu (1) doplneniu na $tvorec a tprava typu (2) (spolu s néslednou tpravou
typu (1)) substiticii stiétu Stvorcov miesto z;2;. Aby sme mu ulah¢li premyslanie,
upravime prave opisanou metdédou maticu kvadratickej formy z prikladu 11.3.1 na
s nou kongruentny diagonalny tvar a zaroven najdeme prislusnu bazu.

11.3.6. Priklad. Budeme upravovat symetrickii maticu

0 1/2 0 0
{12 e 1 0 s
A=10o 1 o egpo|c<k

0 0 «3/2 0

na s hou kongruentny diagonalny tvar. Zaéneme upravami typu (1). Najprv vynulu-

jeme pomocou prvku agy = <2 zvysné nenulové prvky druhého stlpca a riadku. Za tym

ucelom pripocitame i—nésobok druhého stipca k prvému stipcu a vzapati vykoname
rovnakl operéciu s riadkami. Potom pripoc¢itame %—nésobok druhého stipca k tretiemu

stipcu a to isté urobime s riadkami. Postupne dostaneme

1/8 0 1/4 0 1/8 0 1/4 0

Ao | 0 e2 1 0o} _[ 0o = o 0
=114 1 0o «32)]~ |14 0 1/2 «3)2

0 0 «3/2 0 0 0 «3/2 0

Vykonanim prislusnych ESO na jednotkovej matici dostaneme

1 0 0 0 1 000 1 0 0 0

1—010031/410031/411/20

710 010 0 0 1 0 0o 0 1 0o}
00 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

pricom znakom { oznacujeme stl/pcovfd ekvivalenciu matic. f)alej vynulujeme pomocou
prvku ay; = é zvysné nenulové prvky prvého stlpca a riadku, t.j. odpocitame dvo-

jnasobok prvého stipca od treticho a to isté urobime s riadkami. Prislusna stipcovﬁ
operaciu vykoname aj na matici ziskanej z I,. Vyjdi nam matice

18 0 0 0 1 0 <2 0
{0 =2 o0 0 14 1 0 0
A=l 0 0  0  esp AR I R
0 0 «3/2 0 0 0 0 1

KedZe tpravu typu (1) nemozno viac aplikovat, pouZijeme tpravu typu (2). Pripodi-
tame $tvrty stlpec k tretiemu a to isté aj pre riadky. Potom uz opat mozeme pouzit

upravu typu (1). Odpoéitame %—nésobok tretieho stlpca od stvrtého a to isté urobime
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s riadkami. Po vykonani prislusnych ESO na matici ziskanej z I, dostaneme vysledok

18 0 0 0 18 0 0 0
a0 = 0 o) _fooe o0 o) g
0 0 <3 32 0 0 <3 O
0 0 <32 0 0 0 0 3/4

1 0 < 0 1 0 &2 1
14 1 0 0 141 0 0 |
Lo o 1 o)l o 0o 1 wpl=F
0 0 1 1 0 0 1 1/

Vidime, ze napriek upornej snahe pridrzat sa maticovych tuprav zodpovedajucich
upravam kvadratickej formy z prikladu 11.3.1, nam obe matice vysli mierne odlisné.
Uplnti zhodu mozno dosiahnut préave ,,kozmetickymi* Gpravami (3) a (4). Najprv pre-
hqdl’me prvy a druhy prvok na diagonale. Tomu zodpoveda vymena prvého a druhého

stlpca v matici prechodu P. Potom vynasobime prvy diagonalny prvok skalarom
1

% = <<:>i>2, treti skal,érom 7= (%)2 a stvrty skaldrom 1 = (<1)?. Tomu zodpovedd

vynasobenie prvého stlpca prislusnej matice prechodu skalarom <:%, tretieho skalarom

% a $tvrtého skalarom <1. Teda

£ 0 0 0 s1/8 0 0 0
o o 18 0 o0 }_ 0 1/8 0 0
A=B=14y o w3 o |= 0 0 «3/4 0 |’
0 0 0 3/4 0 0 0 3/4
0 1 &2 1 0 1 <l <l
1 1/4 0 0 el1/4 1/4 0 0 o
LiPUL g o 1 e 0o 0 12 12 |79
0o 0 1 1/2 0 0 1/2 «1/2

»,Nasinec” by asi dal prednost tvarom bez zlomkov a ,,s menej minusmi*

e 0 0 0 0 4 «2 2
o 2 0 o 11 0 0
A= 9 o =3 0 a Ly o 1 4
0 0 0 3 00 1 1

Rozmyslite si, akymi tpravami ich mo’no ziskat. KedZe vSak inverznou maticou
k poslednej matici prechodu je matica

sl/4 1 &1/2 0

1/4 0 1/2 0
0o 0 1/2 1/2]°
0 0 «1/2 1/2

cenou za ,pekny* tvar diagonalnej matice formy a matice prechodu (t.j. prislusnej
bazy) st zlomky a ,viac minusov* v matici transformécie siradnic, ¢o sa prejavi vo
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vnutri zatvoriek v algebraickom vyjadreni pévodnej formy:
q(®) = €227 + 122 + 2w073 37374

1 1 3 3
= <:>§(:1:1 Edrg + 2:1;3)2 + g(l’l + 2:1;3)2 <:>1(:1;3 + :1;4)2 + 1(2?3 <:>:1;4)2

—@2@1 + <:>1 2—|—21 +1 2
= 451?1 T2 251?3 451?1 251?3

<3 ! + L) + 3 @l + L)
21’3 21’4 21’3 21’4 .
Je uz len otazkou vkusu, ¢omu dame prednost.

Pre poucenie si vsimnite, Ze v pripade, ak je matica formy v diagonalnom tvare,
mozno stipce matice prechodu ,beztrestne® nasobit skalarom <l1. Vynasobenie ska-
larom (&1)% = 1 sa totiZ na diagonéle neprejavi.

Celkom na zaver este poznamenajme, ze kazda kvadratickda forma na riadkovom
vektorovom priestore K™ ma tvar

ge)=ax A -2

pre nejak maticu A € K™*". Diagonalizacia (symetrickej matice) takejto formy (ak
char K # 2) funguje rovnako ako v stipcovom priestore K", s jedinym rozdielom, ze
prislusnt bazu, vzhladom na ktortt ma ¢ diagonalnu maticu, dostaneme pomocou zod-
povedajucich riadkovych Gprav na jednotkovej matici; presnejsie, tato baza je tvorena
riadkams takto ziskanej vyslednej matice prechodu.



