15. OBJEM, ORIENTACIA A VEKTOROVY SUCIN

Nase zavedenie determinantov v kapitole 10 sme motivovali itvahami o n-rozmernom
objeme a orientovanom objeme v priestore R™, a definiciu determinantu sme potom
dostali prenesenim formalnych vlastnosti orientovaného objemu do (stipcovych) vek-
torovych priestorov A" nad Iubovolnym polom K. Prisne vzaté viak vo vektorovych
priestoroch, v ktorych nevieme povedat, ani ¢o je to dlzka vektora, nedava pojem
objemu ani orientovaného objemu ziadny zmysel. Na druhej strane, vo vektorovom
priestore V' so skalarnym stéinom mozno pre kazdé kladné celé ¢islo & < dimV
zmysluplne definovat k-rozmerny objem ako aj orientovany k-rozmerny objem k-
rozmerného rovnobeznostena

{aruy + - +arug; ar,...,ar € (0,1)}

vytvoreného vektormi wq,...,ur € V (o skutoéne k-rozmerny rovnobeznosten ide
samozrejme len vtedy, ked vektory wuq,..., ) st linedrne nezavislé, inak je to tvar
nizsej dimenzie). Prave definicia takychto objemov a vyjasnenie ich sivisu s deter-
minantmi ako 1 s tzv. vektorovym sucéinom bude naplinou tejto kapitoly. Objemami
zlozitejsich ttvarov sa tu zaoberat nebudeme — ich stadium je predmetom teorie miery
a integralu, ktord vyuziva viaceré podstatne hlbsie myslienky a naroénejsie metody,
nez su tie, s ktorymi sme sa doposial zoznamili.

15.1. Objem

Pripomenme si, ako poéitame plosny obsah (t.j. dvojrozmerny objem) voly(w,v)
rovnobeznika vytvoreného vektormi w, v v R? alebo v R?® (oznalenie vol je z an-
glického volume). Jeden z vektorov, dajme tomu v, rozloZime na stéet dvoch zloziek
v=vs+(v—wvg),
kde vg je kolmy priemet vektora v do podpriestoru S = [u] a zloZka v — vg je kolma
na w. Prislusny obsah potom dostaneme ako stéin dlzok
voly(w, v) = |[ul| v — vs]|.

Zo zhodnosti trojuholnikov OBB' a ACC' totiz vyplyva, %e rovnobeznik OACB a
obdlznik OAC'B' maji rovnaky obsah. (Na obrazku vynechéavame sipky vektorov.)
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Podobne, trojrozmerny objem rovnobeznostena vytvoreného vektormi u, v, w € R?
dostaneme ako stéin

vols(u, v, w) = vola(u, v) ||w — wr||

plosného obsahu voly(u, v) a diéky ||w —wr|| zlozky vektora w kolmej na podpriestor
T = [u,v].

Podla tejto schémy budeme pokracovat aj do vy$sich dimenzii. Inak povedané, k-
rozmerny objem rovnobeznostena vytvoreného k vektormi z vektorového priestoru so
skalarnym stéinom V budeme definovaf ako funkeciu volg: V¥ — R rekurziou cez k.

Pre k =1, u € V kladieme
voly (w) = [|ul],

t.Jj. jednorozmerny objem je jednoducho dlzka vektora. Ak k> 1 a (k — 1)-rozmerny

objem volg_; uz mame definovany, tak pre wy,...,ur_1,u; € V polozime
volk(ul, e ,uk_l,uk) = volk_l(ul, e ,uk_l) Huk — prs(uk)H 5
kde prg(uy) je kolmy priemet vektora wy do podpriestoru S = [wuq,. .., ur_1].

Dokaz nasledujticeho jednoduchého tvrdenia prenechavame ako cvicenie ¢itatelovi.

15.1.1. Tvrdenie. Nech V je vektorovy priestor so skaldarnym stcdinom a k > 1.
Potom pre Iubovolné vektory wy, ... ,u € V plati:
(a) volg(wy,...,ur) > 0, pricom rovnost nastane prave vtedy, ked wq,...,uy st
linearne zavislé;
(b) uq,...,uy st ortogonalne prave vtedy, ked volg(wy,...,ug) = ||w1|l...|ws|;
(c) ak wy,...,uy su linedrne nezavislé, tak

volg(wy,...,ug) = volg(vy,...,vx) = ||v1]| ... ||vk]],

kde vektory vy, ..., vy su ziskané z vektorov wuq,...,u; Gramovym-Schmidto-
vym ortogonalizacnym procesom podla vety 13.4.5.

Cast (¢) ndm dava priamy navod na vypocet objemu voly(uq, ..., u). Staél utvorit
Gramovu maticu G(uq,...,ux) a upravit ju Gpravami typu (11) na diagonalny
tvar. Ak sa nam to podari, tak na diagonale mame druhé mocniny noriem vektorov
v1,...,0; — stadi teda zobrat druht odmocninu ich st¢inu. Ak sa nam to nepo-
dari, moze to byt len z toho dovodu, Ze vektory wuq,...,u; nie s linearne nezavislé
— v takom pripade je objem ich rovnobeZnostena 0. Objem volg(uwy,...,u;) vSak
mozno vyjadrit aj bez Gramovho-Schmidtovho ortogonaliza¢ného procesu len pomo-
cou Gramovho determinantu.

15.1.2. Veta. Nech V je vektorovy priestor so skalarnym sucéinom a k > 1. Potom
pre lubovolné vektory wy,...,u, € V plati

volg(uy, ..., ux) = |G(uy,. .. ,uk)|1/2.
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Dokaz. Ak vektory wq,...,u s linearne zavislé, tak potrebny zaver vyplyva z pod-
mienky 15.1.1(a) a dosledku 13.2.2. Ak st linedrne nezavislé, tak podla predoslej
uvahy a vety 12.2.3 spolu s poznamkou, ktora ju predchadza, existuje horna trojuhol-
nikové matica P € R¥** s jednotkami na diagonéle, také, Ze

PT ) G(ulv s 7uk) P = diag("’lezv SRR Hka2>7

kde vektory vq,...,v; st vysledkom Gramovej-Schmidtove] ortogonalizacie vektorov
ui, ..., up. Kedze |P| = |PT| = 1, priamym vypoctom s pouzitim 15.1.1(c). dosté-
vame

volp(ur, ... ur)? = |loi || loe|l” = |diag(loa|®,... o)

= ‘PT-G(ul,...,uk)-P‘ =|G(uq,...,u)|

Zamena poradia i-teho a j-teho vektora sa na Gramovej matici G(uq,...,uy)
prejavi zamenou i-teho a j-teho stipca a zaroven i-teho a j-teho riadku — teda jej
determinant, a preto ani objem volg(uy,...,uy), sa tym nezmeni. Doteraz uvazované
objemy voly teda moZno pravom nazvat neorientovanymi.

15.2. Orientacia

Skor nez sa zacneme zaoberat orientovanym objemom v euklidovskom priestore, je
potrebné najprv strucne pojednat o orientacir ako takej. Ukazuje sa, ze tento po-
zoruhodny jav nezavisi na skalarnom sti¢ine, ale moZno sa s nim stretnit v lubovolnom
kone¢norozmernom vektorovom priestore nad polom R.

Nech teda V je realny vektorovy priestor koneénej dimenzie n > 1. Hovorime, Ze
dve bazy a, B priestoru V st suhlasne orientovane, ak matica prechodu P, g ma
kladny determinant.

Kedze Py o = I, kazda baza je sthlasne orientovana sama so sebou, t.j. vzfah
suhlasnej orientacie je reflezivny. Z rovnosti Pg o = P(;i3 zasa vyplyva symetria tohto
vztahu. Kone¢ne z rovnosti Py 4 = P g - Pg vyplyva, ze vztah suhlasnej orientéacie
je tranzitivny. Podéiarknuté a zratané, vztah sihlasnej orientovanosti je ekvivalenciou
na mnozine vsetkych béaz priestoru V. KedZe kazda matica prechodu je regularna, jej
determinant moze byt len kladny alebo zaporny. Tym sa nam mnozina vsetkych baz
priestoru V rozpadne na dve disjunktné triedy, z ktorych kazda pozostava so sihlasne
orientovanych baz, kym dve bazy patriace do roznych tried st orientované nesthlasne.

Orientdcia koneénorozmerného realneho vektorového priestoru V spoéiva vo vybere
jednej jeho bazy «, ktora prehlasime za kladne orientovani, rovnako ako vsetky bazy
orientované sithlasne s nou — tieto tvoria jednu zo spominanych tried. Druha z tychto
tried obsahuje bazy orientované nestihlasne s a — nazveme ich zdporne orientované
bazy. Vektorovy priestor, v ktorom sme uskuto¢nili volbu nejakej kladne orientovane]
bazy nazveme orientovany. Na koneénorozmernom realnom vektorovom priestore tak
mozno zadat dve rozne, navzajom opacné orientacie. Priestor R™ je prirodzené oriento-
vat tak, aby kanonickd baza e™ mala kladnt orientéciu; tejto orientécii R” hovorime
kanonickd. V abstraktnom n-rozmernom priestore, kde nemame Ziadnu privilegovana
bazu, viak aj tato pomoc pri volbe orientacie odpada — nanajvys si moZzeme hodit
mincou.
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Orientovatelnost kone¢norozmerného realneho vektorového priestoru V sa zaklada
na tom, ze kazda nadrovina vo V ma ,dve strany®, t.j. deli V' na dva polpriestory,
pricom z jedného do druhého sa nemozno dostat spojitym pohybom bez toho, aby sme
pretali deliacu nadrovinu. Navyse v euklidovskom priestore V nemozno ttvar leziaci
v jednom z polpriestorov previest na jeho ,zrkadlovy obraz“, t.j. na Gtvar s nim
stimerne zdruZzeny podla nadroviny, nijakym zhodnym zobrazenim, ktoré mozno rea-
lizovat spojitym pohybom vo V.

Intuitivne zodpoveda volba orientéacie priestoru V', t.j. pririeknutie jednej z dvoch
moznych orientacii nejakej jeho baze a = (wuq,...,u,), rozdeleniu V nadrovinou
[w1,...,u,—1] na dva polpriestory a prehlaseniu jedného z nich za kladny a druhého
za zaporny polpriestor. Podla toho, do ktorého z nich smeruje vektor u,, bude i
baza a kladne alebo zaporne orientovana. Ak napr. prehlasime bazu « za kladne
orientovant, bude baza &' = (uy,...,u,—1, —u, ) orientovana zéporne.

Orientacia jednorozmerného priestoru pomocou nejakého vektora (kladne oriento-
vanej bazy) w # 0 teda zodpoveda vyznaceniu kladného smeru od poéiatku 0, t.].
polpriamky {au;0 < a € R}. Opaéna polpriamka {au;0 > a € R} potom vyznacuje
ZAPOrny smer.

V dvojrozmernom priestore sa na zadanie orientacie volbou kladne orientovane]
bazy (w1, u2) mo’no divat aj ako na vyznacenie kladného zmyslu otacania roviny
okolo podiatku 0 od w; k us. Zmysel otacania od us k wy je potom zaporny, ¢o sa
intuitivne zhoduje s tym, Ze ,opaénd“ baza (uq,u;) k baze (u1,uy) zadava opaént
orientaciu dvojrozmerného priestoru.

Vo vieobecnom pripade st bazy (u1,...,%,) a (Ug(1),...,Uqs(n)), kde 0 € Sy,
stihlasne orientované prave vtedy, ked o je parna permutacia (dokazte).

V trojrozmernom priestore zadanie orientéacie volbou nejakej kladne orientovane]
bazy zodpoveda napr. vyberu pravej alebo lave] strany. Pri tom moZeme vyuZif
asymetriu nasej fyzioldgie (napr. aZ na celkom ojedinelé vynimky maji Iudia srdce na
lavej strane, vyrazné vacsina populécie st pravaci). Kladnt orientaciu moZno fixovat
napr. pravidlom pravej ruky: vystrety ukazovak, prostrednik zohnuty kolmo k dlani a
palec vztyéeny kolmo na ich rovinu (v tomto poradi) tvoria kladne orientovanti ,,bazu*.
Po stotozneni vektorového priestoru R® s trojrozmernym fyzikélnym priestorom a
smerového vektora ey osi & s ukazovakom, smerového vektora e, osi y s prostred-
nikom a smerového vektora ez osi z s palcom pravej ruky tak dostavame tzv. pravo-
tocivi suradni siustavu v R3. Analogickym spésobom dostaneme i lavotocivi suradni
sustavu, ak zaddme kladnt orientaciu v R? pomocou zrejmého pravidla lavej ruky.

Pravotoéiva stradné stistava Tavotodéiva suradna stustava
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Vsetky zakony klasickej fyziky st invariantné vo¢i zrkadlove) reflexii v priestore aj
v Case, to znamena, ze ich matematicka formulacia sa nezmeni, ak v nich vystupujice
veli¢iny vyjadrené v jednej baze vyjadrime vzhladom na s niou nestthlasne orientova-
nu bazu. Vynimkou st niektoré zakony statistickej fyziky, menovite zakon rastu en-
tropie, ktory nepripusta obratenie smeru plynutia casu. Otazka, ¢i existuja fyzikalne
zakony, ktoré nie s invariantné vo¢i zrkadlovej reflexii priestoru, bola na vSeobecné
prekvapenie zodpovedana kladne v druhej polovici 50. rokov 20. storodia, ked sa ex-
perimentalne potvrdilo, Ze pri tzv. slabych interakciach sa nezachovava parita. Tento
vysledok nam samozrejme nehovori, ktorej z dvoch moZnych orientacii priestoru by
sme mali dat prednost, ale iba to, Ze matematicky tvar istého fyzikalneho zakona sa
moze zmenit zmenou orientacie priestoru. Volbou jednej z dvoch moZnych matema-
tickych foriem tohto zédkona teda mozeme fixovat orientaciu ,,nasho® trojrozmerného
fyzikalneho priestoru aj menej antropomorfnym sposobom nez len niektorym z pra-
vidiel pravej alebo lavej ruky. Neskor sa zistilo, Ze pri slabych interakciach dochédza
taktiez k (este podstatne slabsiemu) naruseniu invariancie voéi zrkadlovej reflexii ¢asu.

Podla v sti¢asnosti prevladajicich kozmologickych predstav prave naruseniu tzv.
kombinovanej parity (CP) vdaéime za to, Ze vo velmi ranom $tadiu vyvoja vesmiru
vzniklo nepatrne viac baryonov (fazkych ¢astic ako napr. protény a neutrény) nez ich
zrkadlovych dvojnikov, tzv. antibaryonov, takze postupne nedoslo k uplnej anihilacii
vietkej hmoty s antihmotou (presnejsie baryénov s antibaryéonmi) na Ziarenie, ¢o teprv
umoznilo vznik atémov, hviezd, planét, a napokon i nas samotnych.

15.3. Orientovany objem

V nasich tvahach o orientovanom objeme sa v tomto paragrafe obmedzime len na
n-rozmerny orientovany objem v n-rozmernom euklidovskom priestore.
Nech teda V' je n-rozmerny euklidovsky priestor. Vyberme v fiom pevnu ortonor-

malnu bazu a = (uq, ..., U, ), ktort prehlasime za kladne orientovant. Pre fubovolni
usporiadant n-ticu (&1,...,2,) € V" definujeme n-rozmerny orientovany objem
rovnobeznostena vytvoreného vektormi @q,...,«, ako determinant
(®1,u1) ... (Tp,uq)
vol,(®1,...,&,) =
(®1,Up) ... (Tp,up)
matice ((a:j, ul>> = ((a:l)a, - (wn)a> € R™*" ktorej stlpce st tvorené stiradnicami

vektorov @; v baze a (pozri tvrdenie 13.4.4 (a)).

Orientovany objem sme teda definovali ako isty determinant, pricom za jeho jed-
notku sme zvolili orientovany objem n-rozmernej kocky vytvorenej vektormi kladne
orientovane] ortonormalnej bazy a. V euklidovskom priestore R" so standardnym
skalarnym stéinom a kanonickou orientéciou, t.j. pri volbe e = (™), pre Iubovolnt
maticu A € R™*" plati

det A = vol,(s1(A),...,s,(A)),

teda, presne v zhode s kapitolou 10, det A je orientovany n-rozmerny objem rovno-
beznostena vytvoreného stlpcami matice A. TaktieZ naopak, vsetky podstatné vlast-
nosti orientovaného n-rozmerného objemu mozno teraz odvodit ako bezprostredné
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dosledky prislusnych vlastnosti determinantu, takZe nemusime ¢itatela unavovat ich
vymenuvanim. Zostava sa presved¢it, ze
(1) orientovany objem nezévisi od vyberu konkrétnej kladne orientovanej ortonor-
malnej bazy a (¢o prenechévame ako cviéenie ¢itatelovi);
(2) medzi orientovanym a neorientovanym objemom naozaj je o¢akévana stuvislost.
To sa udeje v nasledujtcej vete (v jej zneni i v celom jej dokaze zvislé zatvorky | |
oznac¢uju vyluéne absolitnu hodnotu, kym determinant dosledne znaéime det).

15.3.1. Veta. Nech V je orientovany n-rozmerny euklidovsky priestor. Potom pre
lubovolné vektory ®q,...,®, € V plati

volp(®1,...,&,) = ‘Voln(wl, . ,a:n)‘;

pricom linearne nezavislé vektory «q,....x, tvoria kladne orientovanu bazu vo V
prave vtedy, ked vol,(®1,...,@,) > 0.
Dokaz. Nech a = (uyq,...,uy) je kladne orientovana ortonormalna baza vo V. Oznad-
me

(®1,u1) ... (®n,u1)

X = )
(®1,Up) ... (Tp,up)

Podla nasej definicie je vol,(®1,...,#,) = det X. Z tvrdenia 13.4.4 (b) zase vyplyva
G(zy,...,z,) = X1 - X. Teda podla vety 15.1.2 mame

volp(@y,...,2,) = /det G(x1,...,2,) = y/det(XT - X)

=Vdet XT det X = |det X| = ‘Voln(wl,...,wn)‘.

Kedze stipce matice X st tvorené suradnicami vektorov @y,..., &, v baze «, ak su
tieto linearne nezavislé, tak X je zaroven maticou prechodu z bazy (#1,...,2,) do
bazy a (pozri paragraf 7.5). Teda bazy o a (@1, ..., @, ) st orientované sthlasne prave
vtedy, ked vol,(@1,...,&,) = det X > 0.

15.3.2. Dosledok. Nech V' je orientovany n-rozmerny euklidovsky priestor. Potom
vektory ®1,...,&, € V st linedrne nezavislé (t.j. tvoria bazu priestoru V) prave

vtedy, ked vol,(@1,...,x,) # 0.

Orientovany objem vol, (&1, ..., ®,) sa zvykne nazyvat aj vonkajsi sucin vektorov
ZTy,...,&T, av tejto suvislosti sa znadéi (@1 ...x,). V kurze fyziky sa vonkajsi stéin
(zyz) v euklidovskom priestore R? so $tandardnym skaldrnym stéinom zavadza po-
mocou skalarneho a vektorového stc¢inu formulou

(zyz) =(z xy,2)=(x xy) 2

a zvykne sa tiez nazyvat zmiesany sucin vektorov @, y, z. V nasledujicom paragrafe
si ukdzeme, ako je tento siéin ,zmieSany“ zo skalarneho a vektorového stiéinu vo
vseobecnom n-rozmernom euklidovskom priestore. Postupovat véak budeme opaé¢nym
smerom — orientovany objem (t.j. vonkajsi siéin) spolu so skalarnym si¢inom nam
poslizia ako vychodisko na definiciu vektorového siéinu.
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15.4. Vektorovy sucin

Predpokladajme 1 nadalej, ze V je orientovany euklidovsky priestor dimenzie n > 2 a
a = (uy,...,u,) je nejaka jeho kladne orientovana ortonormalna béaza.

Nech 0 <k <nawa®y,...,x; €V st pevne zvolené vektory. Dosadenim na prvych
k-miest orientovaného objemu (vonkajsieho stiéinu) tieto vektory definujt vzfahom

Flyi,...,yn—r)=volp(@1,.... ¢, Y1, Yn—i) = (T1 ... Y1 ... Yn—t)

(n — k)-linedrne alternujiice zobrazenie F: V*"=% — R. V pripade k¥ = n ndm, samo-
zrejme, nezostava miesto na dosadzovanie ypsilonov, takze F prirodzene stotoznujeme

s hodnotou vol,(®1,...,¢,) € R; touto otazkou sme sa uz zaoberali v predchadza-
jucom paragrafe. V tomto paragrafe sa budeme zaoberat pripadom k =n — 1.
Pevne zvolené vektory @1, ...,&,_1 definuji vztahom

¢(y) = V01n(51317 ey 1, y) = (331 e wn—ly)

linearny funkcional ¥: V' — R. Uvedomme si, Ze skalarny sté¢in je reguldrna symet-
ricka bilinearna forma na V. Preto podla dosledku 11.1.8 ma kazdy linearny funkcional
©:V — R tvar p(y) = (v,y) pre jednoznacne uréeny vektor v € V. Aplikované na
nas konkrétny pripad to znamena, Ze existuje jediny vektor v € V taky, ze

P(y) =voly(x1,...,¢n_1,y) = (x1...p_1y) = (V,9y)

pre vsetky y € V. Tento jednoznacne urceny vektor nazyvame vektorovym sicinom
pripadne tiez ortokomplementom vektorov @i,...,®,_1 a znac¢ime ho

V=21 X ... XLp_-1.

Z uvedenej defnicie priamo vyplyva, Ze, rovnako ako orientovany n-rozmerny objem,
ani vektorovy suéin nezavisi na vybere konkrétnej kladne orientovanej ortonormalne;]
béazy vo V.

V dimenzii n = 2 ide len o unarnu (jednomiestnu) operaciu V-.— V — z toho
dovodu nehovorime o vektorovom stcine ale vyluéne o ortokomplemente vektora @,
ktory znacime &+ (kedze znak sGéinu x nemame medzi o umiestnit). V dimenzii
n = 3 ide o bindrnu (dvojmiestnu) operaciu V x V. — V vektorového stié¢inu, znameho
z kurzov fyziky. No v dimenziin > 4 je uz n—1 > 2 a vektorovy stéin je (n—1)-miestna
operacia na V.

Vztah medzi skalarnym (t.j. vndtornym), vektorovym a vonkajsim sti¢inom zachy-
tava nasledujica rovnost, platna pre lubovolné @1,...,&,—1,®, € V,

(@1 X ... X ®p_1, @) =voly(@1,...,&p_1,2,) = (&1 ... Tp_1T,).

Citana zlava doprava je to uz uvedena definicia vektorového saéinu @y X ... X @€,
prostrednictvom orientovaného objemu a skalarneho stiéinu. Mozeme ju vsak ¢éitat aj
sprava dolava — vtedy sa z nej stava definicia vonkajsieho stéinu (orientovaného ob-
jemu) ako istej kompozicie skalarneho a vektorového sti¢inu. Takto sa beZne postupuje
v kurzoch fyziky, kde sa najprv zavedie skalarny a vektorovy sucin v dimenzii n = 3
geometrickym sposobom a zmiesany (t.]. vonkajsi) stiéin pride na rad aZ po nich.
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Poktisme sa teraz vyjadrit stiradnice vektorového sti¢inu € X ... X ®,_1 v baze a
pomocou suradnic jednotlivych vektorov x;.

Zaéneme najjednoduchdim pripadom n = 2. Ortokomplement &+ vektora x je taky
vektor, Ze

L

(=, y) = voly(x,y) =

(a:,u1> <y7u1> ‘
(a:,u2> <y7u2>

plati pre kazdé y € V. Ak za y postupne dosadime hodnoty wu;, uz, dostaneme

L =voly(x,u) = (@ ur) 1 =—(x,u
<£13 7u1> - 12( ) 1) (w,u2> 0‘ < ) 2>7
et uy) = voly(x,uy) = (,ur) 0 =(x,u
< ’ 2> 12( ’ 2) <£13,’U,2> 1‘ < ’ 1>‘

Ak oznadime (2)o = (z1,22)7, kde vy = (®,u1), 9 = (®,uy) st stradnice vektora
@ v baze a, tak pre sturadnice vektora & dostaneme

= (1),
L1
Vektor &+ teda moZeme zapisaf v tvare

T1 W
T2 U2

iEJ_ = —ZToU] + TiUy =

= det((z)a,a’),

kde posledny determinant treba chapat ako tsporny zapis predoslej linearnej kom-
binécie, ktora je tak jeho ¢iste formdlnym Laplaceovym rozvojom podla druhého
stipca.

Rovnako si budeme poéinat pre lubovolné n > 3. Najprv poloZime x;; = (¢, u;)
pre 1l <¢<n,1<j<n-—1,aoznalime X = () € R™>("=1) maticu, ktorej
stipce tvoria stradnice vektorov @; v baze a. Vektorovy stcin &1 x ... x @&, je taky
vektor, Ze

(@1 X ... X ®p_1,y) =vol,(®1,...,8p_1,y) = det(X,(y)a)

plati pre kazdé y € V. Ak za y postupne dosadime hodnoty u;, kde 1 < < n, pre
sturadnice vektora &1 X ... X ,_1 v baze a dostaneme

(@1 X ... X ®po1,u;) =voly(@y,...,&p_1,u;)

= det(X, e;) = (-1)"| X,

kde matica X; € R("=Dx("=1) yznikne z matice X vynechanim i-teho riadku. Vektor

xy X ... X &,_1 teda mozno zapisat v tvare

n
— Nt Y | oy
T X X By = E (=1)""" X| w;
=1
T11 Tin—1 Uy
e L = det(X, Q7).
Tn—1n - Tp—-1n-1 Up—1
Tni s Tnn-1 Unp
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Pritom posledny determinant treba chapat najma ako pomocku na lahké zapamatanie
predoslej linearnej kombinéacie, ktortt z neho mozno dostat formdlnym Laplaceovym
rozvojom podla n-tého stipca.

V trojrozmernom euklidovskom priestore R? so $tandardnym skaldrnym stéinom
sa vektory (kladne orientovanej) kanonickej bazy e®) niekedy zvyknt znadit e; = 1,
es = j, e3 = k. Vektorovy stiéin vektorov @ = (1,22, 23)1, ¥ = (y1,92,y3)T v tomto
pripade nadobuda znamy tvar

oYz — T3Y2 1 Y ?
e XxXy=|\ x3y1 —21Yy3 =\|T2 Y2 7|,
T1Y2 — T2Y1 rs Y3 k

pri¢om v pravotoéivom (lavotodivom) stiradnom systéme v R? st jeho smer a orien-
tacia dané pravidlom pravej (lavej) ruky: ak polozime dlan prislusnej ruky v smere
vektora @ tak, Ze zohnuté prsty ukazuji v smere ,kratSieho* otocenia vektora & do
vektora y okolo pociatku, tak vztyceny palec ukazuje v smere vektora @ X y.

Vietky zakladné vlastnosti operacie vektorového sté¢inu V"' — V mo#no teraz
jednoducho odvodit na zaklade jej definicie, pripadne jej vztahu k n-rozmernému
orientovanému objemu a reprezentacie v tvare uvedeného formalneho determinantu.

15.4.1. Veta. Nech V je orientovany euklidovsky priestor dimenzie n > 2 a
xi,...,x,—1 € V. Potom
(a) vektorovy siéin je (n — 1)-linedrne alternujiice zobrazenie V"~1 — V;

(b) vektory @q,...,®,_1 si linedrne zavislé prave vtedy, ked &1 x ... X &1 = 0;
(c) ak vektory ®1,...,@,_1 st linedrne nezavislé, tak v = &1 X ... X ®&,_1 je nor-
malovy vektor nadroviny [®y,...,&,_1]| a vektory ®;,...,®,_1,v tvoria kladne
orientovantu bazu priestoru V;
(d) le X ... X wn—l” = voln_l(azl, R ,iEn_l).
Dokaz. Nech o = (uq,...,u,) je nejaka kladne orientovand baza priestoru V. Oznad-

me X = (2ij)nx(n-1), kde 2;; = (2, u;). Potom v =@y X ... X ®p—1 = det(X,a’).
(a) je zrejmé z reprezentacie vektorového stéinu @1 X ... X &,_1 v tvare uvedeného
forméalneho determinantu.
(b) Uvedomme si, Ze podla dosledku 11.1.8 je rovnost v = 0 ekvivalentna s pod-
mienkou (Vy € V)({v,y) = 0). Podla definicie vektorového sti¢inu vsak plati

(v,y) =vol,(®1,...,2n_1,9).

Z dosledku 15.3.2 potom vyplyva, Ze v = 0 prave vtedy, ked pre kazdé y € V st
vektory ®1,...,&,_1,y linedrne zavislé. Kedze dimV > n — 1, tento pripad zrejme
nastane prave vtedy, ked uz samotné vektory @q,...,®,_1 st linearne zavislé.

(¢) Podla 15.3.2 pre lubovolné 1 < j <n — 1 plati

(v,2;) =vol,(zy,...,2;,....,¢p_1,2;) =0,

t.j. v L «;. NavySe, ak ®y,..., 2,1 st linedrne nezavislé, tak v # 0, teda v je
normala nadroviny [®1,...,&,_1].
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Dokazeme, ze baza 3 = (#1,...,®&,_1,v) priestoru V je stthlasne orientovand s ba-
zou a. Uvedomme si, ze matica prechodu z bazy B8 do bazy a ma tvar Py g =
(X, ('v)a>. Rozvojom jej determinantu podla posledného stipca a s vyuzitim nasej
znalosti suradnic

(©)a = (=)™ X4, .o, (=1)" X)),

kde X; vznikne z matice X vynechanim i-teho riadku, dostavame

7

[Pagl=D (—1)"™Xi| (- X =) |IXif* = lv]|* >0,

lebo v dosledku (b) je v # 0. To vsak znamend, ze bazy a, 3 st stthlasne orientované.
(d) KedZe v € [®1,...,2,_1]", s vyuZitim definicie vektorového stéinu, vety 15.3.1,
prave dokidzanej druhej ¢asti (¢) a rekurzivnej definicie k-rozmerného objemu mozeme

pisat
|v||> = (@1 X ... X p_1,v) = vol,(@1,...,@p_1,v)
=voly(®1,...,&p_1,v) =vol,_1(®1,...,xs—1)|v].
Ak ||v|| = 0, tak podla (b) st @1,..., 2,1 linedrne zavislé, preto na zaklade tvrdenia
15.1.1(a) tiez vol,—q1(®1,...,&,—1) = 0. V opaénom pripade pozadovani rovnost

dostaneme kratenim oboch stran ¢lenom ||v|| # 0.
Z Casti (d) a vety 15.1.2 priamo dostavame nasledujtci dosledok.

15.4.2. Désledok. (a) V dvojrozmernom orientovanom euklidovskom priestore V
pre kazdy vektor @ € V plati ||et| = ||=||.

(b) V trojrozmernom orientovanom euklidovskom priestore V pre vsetky nenulové
vektory &,y € V plati ||& x y|| = ||| ||y sin <(2, y).

(¢) Pre n > 2 v n-rozmernom orientovanom euklidovskom priestore V pre vsetky
T1,...,&8n_1 €V plati ||&1 X ... X 1| = |G, ... ,wn_1)|1/2.




