16. UVOD DO SPECIALNEJ TEORIE RELATIVITY

V predchadzajicich troch kapitolach sa nam podarilo zrekonstruovat v podstate
celti $trukttru euklidovskej geometrie, zovieobecnenej do lubovolnej koneénej dimen-
zie, z jedinej kladne definitnej symetrickej bilinearnej formy na redlnom vektorovom
priestore. V tejto kapitole najprv strucne preskiimame geometriu konecnorozmernych
realnych vektorovych priestorov vybavenych indefinitnou regularnou symetrickou bi-
linearnou formou. Potom si predvedieme, ako mozno z jedinej takejto formy sig-
nattry (1,n,0) odvodit matematicky aparat $pecidlnej teorie relativity. Postupovat
vsak budeme v opac¢nom smere, ako je zvykom vo fyzike. Nebudeme budovat mate-
maticky model analyzou fyzikalnej situacie, ale naopak, matematicky model, tzv. Min-
kowského casopriestor, najdeme uz hotovy. Fyzika sa nam za¢ne vynarat pri jeho ma-
tematickom stiidiu takpovediac samovolne, ked pre niektoré javy a objekty, s ktorymi
sa v hom stretneme, zaéneme pouzivat fyzikdlnu terminologiu. Pri tom, samozrejme,
budeme dbat na to, aby takéto pomenuvanie bolo v zhode s nasou fyzikalnou intui-
ciou. To nebude zdaleka také lahké, ako by sa vari dalo ¢akat — ¢itatelovi si1 iste aspon
zbezne zname niektoré ,popularne” dosledky $pecialnej tedrie relativity, ktoré nasej
kazdodennej fyzikalnej skiisenosti zdanlivo protirecia. Aj nimi sa tu budeme pomerne
podrobne zaoberaft.

Zékladom specialnej teorie relativity je dosledne uplatneny Galileov princip relati-
vity pohybu, postulujtici ekvivalenciu popisu pohybu a mechanickych dejov z pohladu
ktoréhokolvek z navzadjom rovnomerne priamociaro sa pohybujicich pozorovatelov.
Einstein tento princip rozsiril do postulatu ekvivalencie popisu prirody z hladiska
ktoréhokolvek z takychto pozorovatelov. Presnejsia formulacia Einsteinovho principu
relativity hovori, ze vietky prirodné zdkony maju rovnaki matematickd podobu neza-
visle od inercialne; sustavy, vzhladom na ktori ich formulujeme. Druhy zo zakladnych
relativistickych principov — princip stalosti rychlosti svetla — mozno uz tak trochu po-
vazovat za dosledok prvého. Ak totiz medzi prirodné zakony zahrnieme aj rychlost,
akou sa siri svetelny signal vo vakuu, stane sa z tejto hodnoty fundamentalna kons-
tanta, rovnaka pre vsetky inercidlne stistavy. Matematicka podoba formul tedrie rela-
tivity si potom vynucuje uznanie principu medznej hodnoty rychlost: svetla: relativna
rychlost pohybu hmotnych objektov je vidy mensia nez rychlost svetla.

Rozpisovat sa o epochélnom vyzname FEinsteinovho objavu $pecidlnej a potom
vseobecnej tedrie relativity by dnes uz bolo nosenim dreva do lesa. Patri sa vSak po-
znamenat, ze zaklady $pecialnej relativity mozno do istej miery najst uz u Lorentza a
jej znacénu ¢ast rozvinul prakticky sticasne s Einsteinom a nezavisle na nom Poincaré.
Vyluénym Einsteinovym objavom je az vseobecnd teoria relativity — no jej formulacia
uz nevystaci s matematickym aparatom linearnej algebry. Vznik vseobecnej relativity
vsak bol do znaénej miery umozneny Minkowského formulaciou Specialnej relativity,
ktora predstavuje jeden z prvych a rozhodujicich momentov mimoriadne plodného
a dodnes Zivého programu tzv. geometrizacie fyziky. Prave vyklad specialnej teorie
relativity v Minkowského geometrickom ponati bude naplhou tejto kapitoly.
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16.1. Pseudoeuklidovské priestory

Pseudoeuklidovskym priestorom nazyvame lubovolny koneénorozmerny vektorovy
priestor V' nad polom R, vybaveny regularnou indefinitnou symetrickou bilinedrnou
formou. Tato formu nazyvame pseudoskaldirny sucin a je] hodnotu na vektoroch
x,y € V znalime (x,y), t.j. rovnako, ako sme znadili skaldrny stéin. Signatirou
pseudoevklidovskeho priestoru V rozumieme signattru prislusnej formy. Tato ma tvar
(p,q,0), kde p,g > 1 a p+¢q = dimV, ¢o nam umoziuje vynechat z nej posledny
¢len 0 a hovorif o nej len ako o signattre (p,q); v takom pripade hovorime tiez
o (p,q)-rozmernom pseudoeuklidovskom priestore. Od tejto chvile az do konca tohto
paragrafu V oznacuje nejaky pevne zvoleny pseudoeuklidovsky priestor a n = dim V.

Pseudoskalarny stuéin vo V' takisto spiﬁa prvé tri podmienky z definicie skalarneho
suéinu zo zaciatku paragrafu 13.1, ako aj ich o kisok dalej uvedené dva dosledky.
Podmienku kladnej definitnosti (z ktorej uz vyplyva regularita) vsak treba nahradit
nasledujiicimi dvoma podmienkami

Bz, y)((z,z) <0< (y,9)) (indefinitnost),
Vy)((xz,y)=0) = =0 (regularita),

pricom ekvivalencia poslednej implikacie a regularity vyplyva z dosledku 11.1.8.
niekedy s istymi nevyhnutnymi apravami, zaviest aj pre pseudoeuklidovské priestory.
Taktiez cely rad vysledkov o euklidovskych priestoroch si, opat s istymi modifikacia-
mi, zachovava platnost aj pre pseudoeuklidovské priestory. Kedze podrobné $tidium
tychto priestorov nie je nasim cielom, nevydame sa cestou systematickej revizie vysled-
kov troch predchadzajtcich kapitol. Obmedzime sa len na niekolko maélo prikladov,
ktoré nam budi uzitoéné v dal$ich paragrafoch. To si viak vyZiada zaviest aj niekolko
pojmov a dokazat zopar vysledkov, ktoré nemaju priame analogie v euklidovskych
priestoroch.

Dvojmiestny vztah ortogonality a ortokomplement mnoziny zavadzame rovnako
ako v euklidovskom priestore

zly s (z,y) =0,
Xt={yeV;VeecX)z Ly,

prex,ycV, X CV.
Gramovou maticouw (usporiadanej k-tice) vektorov a = (wq,...,ug) € V" nazy-
vame maticu

Gla) = Gur,...,ur) = ((wi,u;)),

jej determinant |G(a)| nazyvame Gramovym determinantom vektorov wq,...,ug.
Hovorime, ze biza o = (uq, ..., u) linedrneho podpriestoru S C V je ortonormdlna,
ak pre vSetky ¢,j < k plati (u;,u;) =0, ak ¢ # j, a (u;,u;) = £1, t.j. prave vtedy,
ked jej Gramova matica G(a) je diagonalna, len s prvkami +1 na diagonale.

Standardny pseudoskalérny sicin signatiry (p,q) na (stipcovom) vektorovom prie-
store RPT4 je dany predpisom

P ptyq
(x,y) = inyi & Z vy =@l - diag(I,, <I,) - y.

i=1 i=p+1
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Ako vyplyva z vysledkov kapitol 11, 12, kazdy pseudoskalarny sucin tejto signatury
mozno volbou vhodnej ortonormalnej bazy, pri spravnom poradi jej ¢lenov, upravit
na uvedeny tvar. Pseudoeuklidovsky priestor R™ so standardnym pseudoskaldarnym
suéinom signatiry (p, ¢) budeme znadit R0

Linedarny podpriestor S C V sa nazyva kladne definitny, zdporne definitny, in-
definitny, reqularny, resp. singuldrny, ak bilinearna forma ( , ) ziZena na S mé pri-
slusnu vlastnost. Zrejme kladne alebo zaporne definitny podpriestor je regularny.

Podobne, nenulovy wektor w € V sa nazyva kladne resp. zdporne definitny, ak
(u,u) > 0, resp. (u,u) < 0, t.j. prave vtedy, ked nim generovany linearny podpriestor
ma prislusnt vlastnost. (Rozmyslite si, preo nemé zmysel hovorif o indefinitnych
vektoroch.)

Vektor w € V sa nazyva izotropny, ak (w,u) = 0, t.j. ak v L u. V opaénom
pripade hovorime, ze u je anizotropny vektor. Na rozdiel od euklidovskych priestorov,
v pseudoeuklidovskych priestoroch existuji nenulové izotropné vektory (presvedéte sa
o tom), ako aj netrivialne singularne podpriestory (napr. kazdy podpriestor generova-
ny nenulovym izotropnym vektorom je taky). Na druhej strane, kazda ortonormalna
béaza linearneho podpriestoru vo V nutne pozostava len z anizotropnych vektorov.

16.1.1. Tvrdenie. (a) Linedrny podpriestor S C V' je regularny prave vtedy, ked
ma ortonormalnu bazu.

(b) Lubovolnt ortonormalnu bazu linedrneho podpriestoru S C V mozno doplnit
do ortonormalnej bazy celého priestoru V.

Dokaz. (a) Nech S je regularny a a = (uq,...,u) je jeho lubovolna baza. Potom aj
Gramova matica G(a), ako matica bilinearnej formy ( , ) ziZenej na S vzhladom na
bézu a, je regularna. Podla vety 12.1.2 existuje regularna matica P € R¥*¥ takd, Ze
PT.G(a) - P je diagonalna matica len s prvkami +1 na diagonéle. Potom a - P je
ortonormalna baza podpriestoru S. Obratena implikacia je trivialna.

(b) Nech (vq,...,vg) je nejakd ortonormalna béaza (reguldrneho) podpriestoru S.
Doplame ju (hocakym spoésobom) do bazy 8 = (v1,..., 0k, Vgt1,...,0,) priestoru
V. Potom aj Gramova matica G(3) je regularna a jej lavy horny roh rozmeru k x k
je diagonalny len s +1 na diagonale, ¢ize tato jej ¢ast uz upravovat nemusime. Preto
dvojicami ERO a ESO moZno celtt maticu upravit na diagonalnu maticu Q- G(8)-Q
s £1 na diagonale tak, ze ani jeden z prvych k riadkov resp. stipcov povodnej matice
G(3) nezmeni polohu, nebude vynasobeny skalarom # 0, ani k nemu nepripo¢itame
nasobok iného riadku ¢ stipca. To znamena, Ze regularna matica Q@ € R"*" zod-

I, Q ,
0 Q;).Pretobazyﬂaﬁ-Q

maji prvych k vektorov rovnakych, teda 3-Q je hladana ortonormalna béaza priestoru

V.

16.1.2. Tvrdenie. Nech S C V je reguldrny linedarny podpriestor. Potom aj St je
regularny linearny podpriestor a plati

V=Sa&s5t stlt=3

povedajuca prislusnym ESO ma blokovy tvar Q@ = (

Dokaz. Podla tvrdenia 16.1.1 méa S nejakt ortonormaéalnu bazu (wuq,...,u), ktora
mozno doplnit do ortonormalnej bazy (wq,...,wk, p41,...,u,) celého priestoru V.
Lahko nahliadneme, %e S+ = [ugi1,...,u,]. Z toho uZ priamo vyplyva regularita

podpriestoru S+ ako aj rovnosti SN S+ ={0}, S+ St =VasStt=29.
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16.1.3. Tvrdenie. Ak S CV je maximalny kladne definitny podpriestor, tak S+ je
maximalny zaporne definitny podpriestor.

Samozrejme tiez naopak, ak S C V je maximalny zaporne definitny podpriestor,
tak S+ je maximélny kladne definitny podpriestor.

Dokaz. Maximalita kladne definitného podpriestoru S znamena, ze linearny pod-
priestor S + [x] nie je kladne definitny pre Ziadny vektor ® € V <. S. KedZe S je regu-
larny, podla predchadzajtceho tvrdenia je regularny aj S*+. Nech a = (wy, ..., uy),
o' = (Wy1,...,uy,) st lubovolné ortonormélne béazy podpriestorov S resp. St
Potom (uq,...,u,) je zrejme ortonormalna béaza celého V. Z kladnej definitnosti
S vyplyva, 7ze G(a) = Ii; z jeho maximality a Sylvestrovho zékona zotrvaénosti
(veta 12.1.1) zas G(a') = &I, _. Preto St je zdporne definitny podpriestor, ktory

je v dosledku vety 12.1.1 zrejme maximalny s touto vlastnostou.

Podla ostatnych dvoch tvrdeni je kazdy pseudoeuklidovsky priestor priamym siié-
tom V = S & T maximélneho kladne definitného podpriestoru S a maximalneho za-
porne definitného podpriestoru T'; tento rozklad viak nie je zdaleka jednoznadény. Pseu-
doskalarny st¢in na podpriestore S je priamo skalarnym stcinom, takze S je vlastne
euklidovsky priestor. Takisto T' mozno povazovat za euklidovsky priestor — staci for-
malne zmenit znamienko pseudoskalarneho stiéinu a priradenim (&, y) — <@, y) je
uz definovany skalarny sac¢in na 7. Struktira pseudoeuklidovského priestoru vznika
takpovediac prepojenim dvoch euklidovskych struktar opa¢nych znamienok. V do-
sledku toho sa moze Cauchyho-Schwartzova nerovnost niekedy zmenit na opac¢ni.

16.1.4. Tvrdenie. Nech u,v € V s anizotropné vektory. Potom plati

(a) (v, v)* = (u, u)(v,v)
prave vtedy, ked w, v st linearne zavislé alebo [u, v] je dvojrozmerny singuldrny
podpriestor;

(b) (u,v)* < (w,u)(v,v)
prave vtedy, ked w, v st linedrne nezavislé a podpriestor [u, v] je kladne alebo
zaporne definitny;

(c) (u,v)* > (w,u)(v,v)
prave vtedy, ked [x,y] je indefinitny podpriestor.

Dodajme, Ze v pripade, ked niektory z vektorov w, v je izotropny, trividlne plati
(u,v)? > 0= (u,u)(v,v), pricom rovnost nastane prave vtedy, ked (u,v) = 0.

Dékaz. Kedze |G(u,v)| = (u,u)(v,v) &(u,v)?, uvedend rovnost z (a), resp. nerov-
nosti z (b), (¢) st postupne ekvivalentné s podmienkami |G(u,v)| =0, |G(u,v)| > 0,
resp. |G(u,v)| < 0.

Ak u, v st linearne zavislé, tak rovnost |G(w,v)| = 0 mo’no jednoducho overif
priamym vypoc¢tom. Ak st nezavislé, tak G(u, v) je maticou pseudoskalarneho stiéinu
na podpriestore [u, v] v baze (u,v). Z toho vyplyva:

(a) Podpriestor [u, v] je singularny prave vtedy, ked matica G(u,v) je singularna,
t.j. prave vtedy, ked |G(u,v)| = 0.

(b) Podla Sylvestrovho kritéria (veta 12.2.4) je podpriestor [u, v] kladne definitny
prave vtedy, ked (u,u) > 0 a |G(u,v)| > 0, a zaporne definitny prave vtedy, ked
(u,u) < 0 a |G(u,v)| > 0. Kedze pre anizotropny vektor w ind moZnost nenastane,
|G(u,v)| > 0 prave vtedy, ked [u, v] je kladne alebo zaporne definitny.

(¢) Ako vidno z (b), [u,v] je indefinitny prave vtedy, ked |G(wu,v)| < 0.
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16.2. Minkowského Easopriestor

Vo fyzike, presnejsie v Specialnej teorii relativity, sa pod Minkowského ¢asopriestorom
zvytajne rozumie pseudoeuklidovsky priestor R* so standardnym pseudoskalarnym
stéinom signatary (1,3), t.].

(X, y) = zoyo ST1Y1 ST2y2 ST3Ys = el diag(1, <l3) - y.

pre & = (zo,21,22,23)7, ¥ = (Yo, y1,v2,y3)’. V niektorych uéebniciach sa miesto
toho moZno stretnit so signatirou (3, 1). Pritom stiradnica x¢ sa interpretuje ako ¢as a
x1, T, vz ako stradnice polohy v euklidovskom priestore. My tento pojem rozsirime na
vys$ie aj na nizsie dimenzie a na abstraktné pseudoeuklidovské priestory. Minkowskeho
casopriestorom budeme teda nazyvat Tubovolny pseudoeuklidovsky priestor V' sig-
natiry (1,n), kden > 1. R oznacuje Minkowského ¢asopriestor R 1! so standard-
nym pseudoskalarnym siéinom signatiry (1,n). V nasom vyklade budi hrat doéleZita
tlohu prave Casopriestory ,malej“ signattary (1,1) a (1,2), ktoré este priptistaji na-
zorné grafické znazornenie.

Na Minkowského ¢asopriestor V' budeme v prevaznej miere pozerat afinne, t.j.
jeho prvky budeme c¢astejSie povazovat za body neZ za vektory — tentokrat ich vsak
budeme nazyvat udalostam: alebo tiez svetobodmi. Svetobody predstavuju idealizo-
vané okamzité bodové udalosti (ako napr. vyziarenie fotéonu atémom, ¢éi zrazku dvoch
elementarnych ¢astic), pri ktorych abstrahujeme od toho, ,.¢o sa stalo®, a zaznamena-
vame len ich ¢as a polohu.

Ak @,y € V s dva svetobody, tak skalarny stéin (¢ <y, € ©y) nazyvame stvorcom
mensie ako 0 (t. j. vektor <y je kladne definitny, izotropny alebo zaporne definitny),
hovorime, Ze udalosti &, y st casovo, svetelne, resp. priestorovo odlahlé. Miesto kladne
definitny, zaporne definitny, resp. izotropny vektor hovorime tiez c¢asovy, priestorovy,
resp. svetelny vektor.! MnoZinu

LC(p)={x e V; (x &p,xz <p) =0}

vietkych udalosti, ktoré st od daného svetobodu p € V svetelne odlahlé, nazyvame
svetelny kuzel (anglicky light cone) s podiatkom v p. Tento nézov je motivovany
tvarom svetelného kuZela v Minkowského Casopriestore R(M2) ktory je znézorneny
na obrazku vpravo; vlavo vidime svetelny kuzel v Minkowského ¢asopriestore R,
tvoreny dvoma priamkami xg = .

V pozadi prave zavedeného nézvoslovia stoji fyzikalna interpretacia Minkowského
¢asopriestoru, ktora bude v priebehu nasho vykladu vychédzat najavo ¢oraz zretel-
nejsie. Zatial si len vSimnime, %e vyslaniu svetelného signalu v istom okamihu z istého
miesta mozno priradif istt udalost v Minkowského ¢asopriestore R™?). ktort si bez
ujmy na vseobecnosti mozno zvolit za pociatok odpoétu c¢asu i stradnej ststavy
v priestore. Tento signal sa $iri rovnakou rychlostou ¢ vSetkymi smermi, takze v ¢case
t > 0 bude vytvarat sféricka vlnoplochu s polomerom ¢t a rovnicou

2 2 2 _ 242
] + x5+ x5 =t

T Pouzivajii sa aj mozno vystiznejsie, no fazkopadnejsie nizvy casupodobnyf, priestorupodobny a
svetlupodobny vektor.
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X

Po volbe rychlosti svetla za jednotku rychlosti (¢ = 1) a substiticii g = ¢t = ¢
vidime, ze vsetky svetobody, do ktorych dospeje svetelny signal vyslany v okamihu 0
z pociatku priestorovej suradnej sustavy, vytvaraju ,,horna polovicu® svetelného ku-
zela, niekedy nazyvanu tiez svetelny kuZel budicnosti,

LCT(0)={z e RYY; 20 > 0 & (&, 2) = 0}.
Jeho ,dolna polovica®“, nazyvana aj svetelny kuZel minulosts,
LCT(0) = {& e RVY: 1y <0 & (2, 2) = 0}.

je tvorena svetobodmi, z ktorych svetelny signal dospel do pociatku priestorovej strad-
nej sustavy v okamihu 0. Hviezdy, ktoré vidime na jasnej no¢nej oblohe, si rozne
vzdialené, preto svetlo z nich k nam leti rozne dlho — vsetky takéto luce vsak lezia na
svetelnom kuzeli minulosti LC™(0). Svetobody, z ktorych bol svetelny signal vyslany
v Case t < 0 opat vytvaraju sférickt vinoplochu s polomerom <ct a rovnakou rovnicou
ako v predoslom pripade. Prikladom takejto vlnoplochy je belasa nebeska stéra, ktore;j
cast vidime za jasného dnha nad hlavou.

Pri potlaceni jednej priestorovej stradnice x3 mozno situaciu nazorne ilustrovat
v Minkowského ¢asopriestore R(1:2) (predchadzajici obrazok vpravo). Miesto troj-
rozmerného priestoru si predstavme dvojrozmernti vodnu hladinu a miesto vyslania
svetelného signalu hodme kamen do vody. Vznikne vlnenie, ktorého ¢elo sa siri po
hladine v tvare kruznice a za ¢as t > 0 dospeje do vzdialenosti ct, kde ¢ je rychlost
jeho sirenia. ,,Hornt polovicu® svetelného kuZela si predstavme ako kruhové ¢elo viny
yunasané plynticim ¢asom® — jeho stav v nejakom okamihu ¢ je dany rezom kuZela
rovinou xg = ct.

Tento priklad navodzuje predstavu Minkovského ¢asopriestoru signatary (1, n) ako
n-rozmerného euklidovského priestoru ,unasaného ¢asom* pozdié casovej osi. I ked
tato predstava byva casto uzitoéna, uvidime, Ze v Minkowského c¢asopriestore ne-
existuje privilegovana casova os ani kanonicky, jednoznacény rozklad na casova a
priestorovii zlozku, ako by sa nam mohlo zdat pri zbeZnom pohlade na Minkowského
casopriestor R Skutoénost, Ze ,fasom unédany fyzikilny priestor” je euklidovsky,
¢ize ,plochy®, poukazuje na to, ze Specidlna relativita skiima vlastne prazdny caso-
priestor, presnejsie, abstrahuje od gravitacného pososobenia v nom rozlozenej hmoty.
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Tieto otazky tematizuje az wseobecnd teoria relativity, ktorda gravitacné posobenie
zachytava opat geometricky — ako spojite sa meniace zakrivenie ¢asopriestoru.

Pre ¢asovy vektor w € V moZno definovat normu alebo dlzku |lu|| = /{u,u)
rovnako ako v euklidovskom pripade. Pre priestorovy vektor v € V vsak kladieme
o]l = /=0, o). |

V euklidovskom priestore R? vytvaraji vektory rovnakej dlzky r > 0 (presnejsie ich
konce) kruznicu s rovnicou :1;% + :1;% =r2; v R3 je to sféra s rovnicou :1;% + :1;% + l’g = r?,
Na rozdiel od toho v Minkowského ¢asopriestore RY vytvaraji ¢asové vektory diéky
r > 0 rovnoost hyperbolu s rovnicou x3 < x? = r?; priestorové vektory diéky r
zasa vytvaraji rovnoost hyperbolu s rovnicou 23 <3 = &r? (dalsdi obrazok vlavo).
V Minkowského ¢asopriestore R(12) vytvoria takéto ¢asové vektory dvojdielny rotacnyg
hyperboloid s rovnicou 2% 2% &2l = r?, ktory leZi ,vovnitri® svetelného kuZela;
zodpovedajice priestorové vektory tvoria jednodielny rota¢ny hyperboloid s rovnicou
13 a2t i = &r?) ktory obaluje svetelny kuZel ,zvonka® (obrézok vpravo). Do
vys&ich dimenzii, vratane ,nasho“ asopriestoru RM3), bohuzial, uZ nasa predstavivost

\:
/-

X Xo—N—xF-a”

0

X5 — xff X:i=-—q*

N
7

X,

2

a2 -2 —
Xj—X7=a

2

.....

nélezi — Minkowského ¢asopriestory R(D a R(M2) s na nich totiz zobrazené skreslene
prostrednictvom euklidovskej geometrie. To vidno napr. uz z toho, ze ¢asové vektory
rovnake;j diéky st zobrazené ako vektory nerovnakej euklidovske;] diéky. Len na okraj
poznamenajme, %e napr. na jednom diele hyperboloidu 23 2% a2 =12 v R™12) gq
realizuje dvojrozmerna Bolyaiho-Lobacevského geometria, zo zrejmych dovodov nazy-
vana tiez hyperbolickou, ktora je historicky prvym znamym prikladom neeuklidovske;j
geometrie. Stadium podobnych, nesporne zaujimavych otazok vsak uz nie je predme-
tom tohto kurzu.

16.3. Inercidlny pozorovatel a jeho vztazna ststava

Inercialneho pozorovatela v Minkovského ¢asopriestore V' si predstavujeme ako rovno-
merne priamodiaro sa pohybujiceho, ¢ertovsky malého (presnejsie bodového) trpas-
lika, vybaveného hodinkami a metrom. Matematicky vSsak nebudeme zavadzat ni-
jakych inercidlnych trpaslikov — aplne vystacime s drahami, ktoré opisuji vo V.
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Na zadiatok si uvedomme, ak drahu opisuje v R™™ nehybny bod. Kedze ¢as
neustéle plynie, i nehybny bod sa v R(M™  pohybuje* — a to po ,zvislej* priamke
s rovnicami £y = p1, ..., Tn = pp, kde (p1,...,pn)T st jeho priestorové stradnice
v niektorom okamihu py. Jej smerovy vektor je eq = (1,0,...,0)T. A akd drahu
v R opisuje bod pohybujici sa rovnomerne priamodéiaro rychlostou v so zlozkami
V1,...,0, vV smere jednotlivych osi xy,...,2,7 Zrejme je to priamka s parametric-
k¥ymi rovnicami xg = t, ¥y = p; + vit, ..., Tp = pu + vat, kde (p1,...,pn)T st jeho
priestorové stradnice v okamihu ¢ = 0. Jej smerovy vektor mé tvar (1,v1,...,v,)7.
To si najlepsie zndzornime v R(2), ked si zvolime os 1 v smere vektora rychlosti v,
teda v = (vq,0)7. Situdcia pre p; = p; = 0 je znézornens na obrazku. Kedze rychlost
pohybu hmotného bodu je mensia neZ rychlost svetla, t.j. |v1| < 1, naSa priamka lezi
,vovnitri® svetelného kuZela. Vo vieobecnom pripade mame vi + ... +v2 < 1, &iZe
(1,v1,...,0,)7 je éasovy vektor.

X2

Teraz si uvedomme, Z%e nase otazky boli chybne poloZené. Hovorit o nehybnom
alebo pohybujiicom sa pozorovatelovi ako takom nedava rozumny fyzikdlny zmysel.
Neexistuje absolitny klud ani absolitny pohyb, ale klud i pohyb st relativne. Ne-
jaky fyzikdlny objekt moZze byt v klude alebo v pohybe len vzhladom na nejaky
iny objekt. Aspon tak nas to uéi klasickd mechanika od ¢ias Galileovych. Aj tak
vsak z nasich chybne poloZenych otazok mozno vytazit netrivialny poznatok: iner-
cialni pozorovatelia sa v Minkowského ¢asopriestore pohybuju po priamkach s casovymi
smerovymi vektorma.

Svetociarou inercidlneho pozorovatela, alebo len inercialnou svetociarou nazyvame
Iubovolnt orientovant priamku (t.j. jednorozmerny afinny podpriestor) vo V' tvaru
p + [a], kde p € V je svetobod a @ € V je asovy vektor, ¢ize (a,a) > 0, spolu
s orientaciou zadanou vektorom a. Tato svetodiaru budeme znacéit WL(p, a) (z an-
glického world line). Jej orientovanost znamend, ze opacne orientovani svetodiaru
WL(p, ©a) povazujeme za roznu od WL(p, a), hoci ako mnoziny bodov predstavuji
t ista priamku.

Tu treba upozornit na dalsie skreslenie, idiice na vrub zobrazenia v euklidovske;j
geometrii. Svetotiara WL(0, eg) v R(?) je zobrazena ako os svetelného kuzela LC(0),
kym svetodiara WL(0,a) s inym ¢asovym vektorom a vedie akoby blizsie popri jeho
okraji. Z postulatu stalosti rychlosti svetla vsak vyplyva, ze svetociary vSetkych iner-
cialnych pozorovatelov ,maji rovnako daleko k okraju svetelného kuzela“.

Sveto¢iara WL(p, @) inercidlneho pozorovatela predstavuje jeho ,vlastny tok ¢asu®
(a nie jeho pohyb — ten je moZny len vzhladom na iného inercialneho pozorovatela).
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Orientacia svetoc¢iary zodpoveda orientéacii casu z minulosti do budiicnosti — prostried-
kami Specialnej tedrie relativity ju vsak nemozno odlisit od orientacie z budicnosti do
minulosti, presnejsie, rozhodnt, ktora z nich je ,,t4 prava®“. Mozno v$ak rozhodntt, ¢i
st dve inercidlne svetociary orientované sithlasne alebo nesthlasne, t.j. ¢ ich vlastné
¢asy plyna tym istym alebo opa¢nym smerom.

Casové vektory a, b sa nazyvaju suhlasne orientované, ak (a,b) > 0; ak (a,b) <0,
hovorime, Ze a, b si nestihlasne orientované. (Samostatne si dokdzte, Ze pripad
(a,b) = 0 nemoze nastaf.) Inercidlne svetoc¢iary WL(p, a), WL(q, b) st potom stihlas-
ne resp. nestthlasne orientované prave vtedy, ked st stihlasne resp. nesthlasne orien-
tované ich ¢asové vektory. Kedze (a,a) > 0 a vektory @, pre ktoré (a,x) = 0, tvoria
nadrovinu [a]* oddelujicu obe ,,polovice” svetelného kuZela LC(0), stthlasné orienta-
cia ¢asovych vektorov a, b znamena, Ze lezia ,vovnutri tej istej polovice” svetelného
kuZela LC(0); nestihlasne orientované ¢asové vektory potom leZia ,vovnutri opaénych
polovic* LC(0).

Formalne moZno svetoéiary WL(p, a) zaviest rovnako pre [ubovolné vektory a # 0
vo V. Obmedzenie sa na ¢asové smerové vektory je dosledkom postulatu, podla
ktorého sa vsetky hmotné objekty pohybuji rychlostou mensou nez rychlost svetla.
Svetodiary tvaru WL(p,a), kde a je svetelny vektor, t.j. (a,a) = 0, predstavuju
pohyb svetelnou rychlostou — takto sa v$ak mozu pohybovat len nehmotné cas-
tice (presnejsie, Castice s nulovou kludovou hmotnostou), napr. fotény. Svetodiary
tvaru WL(p, a), kde a je priestorovy vektor, t.j. (a,a) < 0, by zodpovedali pohybu
nadsvetelnou rychlostou, teda — aspon v ramci Specialnej tedrie relativity — nemaju
fyzikalny vyznam. Hoci o ¢asticiach pohybujicich sa nadsvetelnymi rychlostami, tzv.
tachyonoch, sa v teoretickej fyzike stale spekuluje, vsetky doterajsie pokusy objavit
ich skon¢ili netispesne.

Pohyb ma podla nasich fyzikalnych predstav vzdy relativny charakter. V abstrakt-
nom Minkowského ¢asopriestore, kde nemame privilegovant casovi os, su vsetky iner-
cialne svetociary rovnocenné. Pokial teda budeme hovorit o pohybe inercialneho po-
zorovatela, vzdy pojde o jeho pohyb vzhladom na iného inercialneho pozorovatela. Na
druhej strane, niektoré vlastnosts pohybu st absolutne. V Minkowského casopriestore
V' je to napr. vlastnost ,pohybovaf sa rovnomerne priamoé¢iaro“ (t.j. opisovat iner-
cidlnu svetoéiaru vo V'), a v dosledku toho tieZ vlastnost ,pohybovat sa premennou
rychlostou®. Svetociara hmotného bodu v Minkowského ¢asopriestore V pohybujiceho
sa premennou rychlostou totiz nie je inercialna. Zmena rychlosti sa prejavi zakrivenim
prislusnej svetociary. Nakolko v3ak okamzita rychlost pohybu hmotného bodu je vzdy
mensia nez rychlost svetla, dotykovy vektor k takejto svetociare v kazdom jej sveto-
bode p je éasovy, t.j. lezi ,vovnutri“ svetelného kuzela LC(p).

Okamzitym fyzikdlnym priestorom inercialneho pozorovatela nachadzajiceho sa
v svetobode q svojej svetotiary WL(p, @) nazyvame afinny podpriestor q + [a]t Min-
kowského ¢asopriestoru V; kazdy z tychto afinnych podpriestorov potom nazyvame
okamZzZitym fyzikdalnym priestorom svetociary WL(p, a).

KedZe [a] je zrejme maximélny kladne definitny linearny podpriestor vo V', jeho
ortokomplement [a]t je podla tvrdenia 16.1.3 zéporne definitny a podla 16.1.2 plati
V = [a] ® [a]t. Na [a]t sa budeme divat ako na euklidovsky priestor vybaveny
skalarnym stéinom <{@,y) a normou ||z|| = /<{@,z). Uvedomme, Ze okamZité
fyzikélne priestory p + [a]t nésho inercidlneho pozorovatela st vlastne tvorené tym
istym euklidovskym priestorom [a]t ,undsanym tokom jeho ¢asu“ pozdié jeho sve-
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totiary a dohromady vytvaraji cely Minkowského Casopriestor V = p + [a] + [a]*.
Vietky udalosti v okamZitom fyzikédlnom priestore p + [a]t sa z hladiska prislusného
inercialneho pozorovatela odohravaji sticasne. On sdam vSak nema ako odlisit svoj
stav od kludu, teda prenho je jeho okamzity fyzikdlny priestor stale ten isty a splyva
so zameranim [a]t jeho okamZitého fyzikilneho priestoru. Preto [a]t predstavuje
subjektivny fyzikdlny priestor inercialneho pozorovatela so sveto¢iarou WL(p, a). Pre
inercialneho pozorovatela s inym ¢asovym vektorom b ¢ [a] vsak plati [a]t # [b]*,

¢ize udalosti sticasné pre jedného z nich sa tak nemusia javit druhému.

svetociara hmotnej

X0 castice

svetociara fotonu

hypotetickd
svetociara tachyonu

nemoznd svetociara

neinercidlna svetociara

Pre @ # 0 v R je [a]t priamka stimerne zdruZend s priamkou [a] podla osi
xo = x1 (alebo, ¢o je to isté, podla osi ¥y = ©x;1). Teda okrem pripadu, ked a lezi
v smere niektorej z osi xg, z1, priamky [a], @]t nie st na seba euklidovsky kolmé.

L _stmerne zdruZena“

(Nakreslite si obrazok!) Dalej si rozmyslite, ako je rovina [a]
s priamkou [a] podla svetelného kuZela v R(12),

K danej svetoc¢iare WL(p, a) inercialneho pozorovatela v Minkowského ¢asoprie-
store V' existuje jednoznaéne uréeny vektor ay = (a,a)™'/?a taky, ze WL(p,a) =
WL(p,ay) a (ag,ag) = 1, ktory nazyvame jej casovym Sipom alebo Sipom casu (vo
fyzike sa v Minkovského ¢asopriestore RM3) pouziva tieZ nazov §tvorrychlost). To
znamena, ze parameter t vo vyjadreni svetobodov @ = p + tag svetoc¢iary WL(p, ay)
mozno skutocne interpretovat ako vlastny ¢as prislusného inercialneho pozorovatela,
poéitany od udalosti p. Nech dalej (aq,...,a,) je nejakd ortonormélna béza pod-
priestoru [ao]t. Potom o = (ag,a,...,a,) je zrejme ortonormélna béza pseu-
doeuklidovského priestoru V' s Gramovou maticou G(a) = diag(1, <1,,), nazyvanou
tiez Mainkowskéeho symbol alebo Minkowského metricky tenzor. Takito bazu nazy-
vame inercidlnou bdzou svetofiary WL(p,a) a k nej prislachajicu sistavu sirad-
nic nazyvame inercialnou suradnou sustavou. Pre vektory @,y € V so sturadnicami

(®)o = (20,21, .. vxn)Ta (Yo = (Y0, Y15 -- ,yn)T potom plati
(®,y) = 2oyo ST1Y1 &+ .. STpYn,

¢ize pseudoskalarny stuéin vo V nadobuda tvar standardného pseudoskalarneho stié¢inu
v R, Este si véimnite, ze — na rozdiel od ¢asového &pu ay — priestorové vektory
ai,...,a, uvedenej bazy nie st urcéené jednoznacne, teda vo vSeobecnosti existuje
mnoho roznych inercialnych baz spojenych s danym inercialnym pozorovatelom.
Fyzikélne si pod Sipom ¢asu ag inercidlnej bazy (ag, aq,...,ay) treba predstavo-
vat hodinky, ktorymi nas trpaslik meria ¢as, a pod priestorovymi vektormi ay, ..., a,
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ststavu n navzajom kolmych kovovych tyci jednotkove;j diéky pevne zvarenych v jed-
nom spolo¢nom koncovom bode, ktoré sltzia na fixovanie jednotlivych stiradnych osi
a meranie vzdialenosti v ich smeroch (v ,nasom® ¢asopriestore, samozrejme, n = 3).
Nasledujtice zrejmé tvrdenie dodatoéne opravinuje sposob, akym sme definovali
okamzité fyzikalne priestory a subjektivny priestor inercialneho pozorovatela.

16.3.1. Tvrdenie. Nech WL(p, a) je svetociara inercidlneho pozorovatela s ¢asovym
Sipom ag a a = (ag,ai,...,a,) je jej lubovolna inercidalna baza. Pre lubovolné
udalosti @,y € V so stradnicami () = (20,71, -, 0) s (W = (Y1,Y2, -+ Yn) T
nasledujice podmienky st ekvivalentné:

(i) 2o =yo, t.j. @, y su sucasné udalosti vzhladom na na vztazni sistavu a;

(ii) @,y patria do toho istého okamzitého fyzikalneho priestoru svetociary WL(p, a);
(iii) = &y € [a]t, ¢ize (a,z Sy) = 0.

16.4. Paradox dvojciat

Nas vyklad zacneme malym doplnkom k obratenej Cauchyho-Schwartzovej nerovnosti
z tvrdenia 16.1.4.

16.4.1. Tvrdenie. Nech V je Minkovského casopriestor a aspon jeden z vektorov
u,v € V je casovy. Potom
(u,v)* = (u,u)(v,v),

pricom rovnost nastane prave vtedy, ked vektory w, v st linearne zavislé.

Dokaz. Nech napr. w # 0 je ¢asovy vektor. Potom [u] je maximalny kladne definitny
linedrny podpriestor vo V, teda [u]t je zaporne definitny podpriestor podla tvrde-
nia 16.1.3 a V = [u] @ [u]+ podla tvrdenia 16.1.2. Preto v = au + 2z pre jednoznacne
uréeny skalar a a vektor z € [u]t. Z Gvah o ortogonalizécii, pripadne priamym vipoé-
tom dostaneme

|G(u, v)] = [G(u, )| = (u, u)(z,2).

Z toho vyplyva, ze podpriestor [u,v] = [u, 2] je singularny prave vtedy, ked z = 0,
t.]. prave vtedy, ked u, v st linearne zavislé. Preto ak u, v s linearne nezavislé, tak
podpriestor [u, v] je indefinitny, a pozadovany zaver vyplyva z tvrdenia 16.1.4(c).

Dosledkom prave dokazaného tvrdenia je nasledujica ,obratena trojuholnikova
nerovnost*.

16.4.2. Dosledok. Nech u, v su stihlasne orientované ¢asové vektory v Minkovského
casopriestore V. Potom aj u 4+ v je casovy vektor a plati

[+ of| > Jlull + o],

pricom rovnost nastane prave vtedy, ked w, v st linearne zavislé.

Dokaz. Kedze (u,v) > 0, priamym vypoctom dostavame

(u+v,u+ ) = (wu) +2(w,v) + (v,0)
2
>l + 2 ull o]l + o]* = (lull + o)),

pri¢om rovnost zrejme nastane prave vtedy, ked (u,v)? = (u,u)(v, v).
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Predstavme si teraz dvoch pozorovatelov-dvojcata. Nazvime ich trebars Kyblik a
Spachtos. Jeden z nich, dajme tomu Spachtos, je inercialny a cely ¢as nasho rozpra-
vania prespi doma. Druhy z nich, Kyblik, sa vyberie na vesmirny vylet raketou. Ne-
jaky Cas sa vzdaluje rovhomerne zrychlenym pohybom, po dosiahnuti istej dost velke;j
rychlosti sa dlho pohybuje rovnomerne priamociaro, potom zac¢ne brzdit a po dosiah-
nuti nulovej rychlosti obrati svoju vesmirnu lod a za¢ne sa vracat domov na Zem —
najprv rovnomerne zrychlenym pohybom naberie isti1 velkd rychlost, ktorou potom
dlho leti rovnomerne priamociaro, a ked sa priblizi k Zemi, zacne brzdit, aZ napokon
pristane doma na priedomi, kde ho uz ¢aka Spachtos, ktory sa prave zobudil a vysiel
von nadychat sa cerstvého vzduchu. Ukazeme si, ze Kyblik je po navrate mladsi nez
Spachtos, ¢ize z jeho hladiska uplynul kratsi ¢as nez z hladiska jeho spiaceho brata.

Prislusné tiseky svetodiar oboch bratov st znazornené na obrazku vlavo. Kym
Spachtosov usek je castou inercidlnej svetoéiary, Kyblikov tsek je neinercidlny —
parabolicky zakrivené tiseky zodpovedaju zrychlovaniu resp. brzdeniu rakety, priame
letu stalou rychlostou. Ak zrychlovanie a brzdenie trva v porovnani s rovhomernym
priamodiarym letom zanedbatelne kratko, prislusny tsek Kyblikovej svetoéiary mozno
pre nase Ucely dostatoéne presne aproximovaf (fyzikilne neuskutoénitelnou) lomenou
svetoc¢iarou na obrazku vpravo. Jej useky zodpovedaju vektorom w, v. Spachtosov
tisek potom zodpoveda vektoru w + v. Zo Spachtosovho pohladu uplynie éas ||u + v]],
kym z Kyblikovho ||u|| + ||v]|. KedZe, ako (u)vidime, w, v st stihlasne orientované
¢asové vektory, podla prave dokdzaného dosledku plati ||w + v|| > ||u]| + ||v]|-

u+v

Celi situdciu mozno popisat v R, Ak si oznadéime v velkost rychlosti Kyblikove;
rakety v rovnomernych priamoc¢iarych tisekoch, a ¢ ¢as Spachtosovho spanku, mame
u = (t/2,vt/2), v = (t/2,evt/2), u + v = (t,0) a (u,v) = t*(1 +v?)/4 > 0, &iZe u,
v su suhlasne orientované. Jednoduchym vypoc¢tom mozno dostat presnejsi odhad

[u|| + [[v] =tV1ev? <t=|u+o].

Pomer vlastnych ¢asov oboch bratov teda zavisi na rychlosti v.

Nézvom paradox dvojciat sa zvykne oznacovat zdanlivy rozpor, ktory vznika, ak
sa na uvedenu situaciu pokusame neuvazene aplikovat relativisticky princip ekviva-
lencie Iubovolnych inercialnych ststav. Ak totiz zabudneme, Ze Kyblikova svetodiara
je neinercialna, a zafneme celil situaciu posudzovat z jeho hladiska, vyjde nam, Ze
by nakoniec mal byt mlads$i vzhladom na Kyblika sa pohybovavsi Spachtos. K tejto
otazke sa este vratime v paragrafe 16.6, venovanom dilatacii ¢asu.
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16.5. Relativna rychlost dvoch inercidlnych pozorovatelov

Uvazujme dvoch inercidlnych pozorovatelov so svetoéiarami WL(p,a), WL(q,b)
v Minkowského ¢asopriestore V' a kvoli jednoduchosti predpokladajme, ze vektory a,
b st ich sipy Casu, t.j. (a,a) = (b,b) = 1.

Sveto¢iara WL(g, b) druhého inercialneho pozorovatela pretina okamzity fyzikalny
priestor p + ta + [a]t prvého pozorovatela vo svetobode g + t'b, kde t' najdeme
7z podmienky (q + t'b) &(p + ta) € [a]t, &iZe

0= (a,q +t'bep ta) = (a,b)t + (a,q <p) <(a,a)t = (a,b)t' + (a,q &p) .

Z toho vyplyva
o t &(a,q <p)
(a.b)

Z pohladu prvého inercialneho pozorovatela, t.j. v jeho subjektivhom fyzikalnom
priestore [a]t, tomuto okamihu zodpoveda poloha

(a,q &p) t
b b ot
@by a7

(g +t'b)=(p+ta)=(q=p) =

druhého inercialneho pozorovatela.
Nejakému ¢asovému intervalu At = ¢y <1 prvého inercidlneho pozorovatela tak
zodpoveda ¢asovy interval

ty sty At
(a,b)  {a,b)
druhého z nich. Za ten ¢as sa poloha druhého pozorovatela v subjektivnom fyzikalnom

priestore [a] prvého zmeni o priestorovy vektor At((a, b>_1b<:>a> ¢ la]t. Priestorovy
vektor

At =t &t =

v=(a,b)"'b<acla]*

potom samozrejme predstavuje rychlost, akou sa druhy inercidlny pozorovatel po-
hybuje v subjektivnom fyzikdlnom priestore prvého. KedZe v nezavisi od casu t,
pohyb druhého inercidlneho pozorovatela sa prvému skutocéne javi ako rovnomerny
priamodiary. Pre velkost tejto rychlosti plati

v =|jv]| = Vv, v) = /<la,b)"2(b,b) + 2 =(a,a) = /1 =(a,b)2.

Teda velkost v rychlosti, ktorou sa z pohladu prvého inercidlneho pozorovatela po-
hybuje druhy z nich moZno vyjadrif pomocou pseudoskalarneho siéinu (a,b) ich
¢asovych sipov a, b. Taktiez naopak, pseudoskalarny stéin (a@,b) mozno az na zna-
mienko vyjadrit pomocou velkosti relativnej rychlosti v:

1
V1ev?’

v Com citatel asi spoznd znamy Lorentzov koeficient, hoci vo fyzike ho Castejsie za-
. . 1 . , 5 . . , .
pisujeme v tvare W =cynE kde ¢ je rychlost svetla. Zrejme princip medznej hodnoty
1—(v/c)?

|<a7b>| =



14 PAVOL ZLATOS: LINEARNA ALGEBRA A GEOMETRIA

rychlosti svetla je ekvivalentny s poziadavkou realnosti a kone¢nosti tohto vyrazu. Ak
navyse prijmeme prirodzeny predpoklad, Ze a, b st stihlasne orientované, dostaneme

1
V1ev?

Este podotknime, Ze ak by sme si na zadiatku nezjednodusili Zivot podmienkou
(a,a) = (b,b) =1, ¢iZe za a, b by sme si vzali lubovolné sthlasne orientované ¢asové
vektory, poslednt rovnost by sme dostali v tvare

(a,b) 1

lallfoll VT ev?’

¢o na zaklade analogie s euklidovskymi priestormi navodzuje myslienku, ze Lorentzov
koeficient predstavuje ,kosinus“ akéhosi ,,pseudouhla® vektorov a, b. Kedze je vSak
uvedeny vyraz vzdy > 1, o obyéajny kosinus uhla ist nemoze. Zvysok paragrafu je
venovany upresneniu tychto tvah.

Z Eulerovych vztahov

<a7b> =

'Y = cosa +isina, e 'Y = cosa &isina,
ktoré tu nebudeme odvodzovat, vyplyvaju nasledujice vyjadrenia goniometrickych
b
funkeil pomocou exponencialy imaginarneho argumentu
ela _I_ e—la . eloz <:>e—la
_ sinae = ———
2 21
pre lubovolné o € R. Funkcie hyperbolicky kosinus a hyperbolicky sinus st definované
realnou analdgiou uvedenych rovnosti

COS (¥ =

4 —6 4 —6
coshd = i, sinhf = e e
2 2

pre Iubovolné 6 € R.

Vsetko, ¢o potrebujeme v tejto chvili vediet, je jednotkovy vztah
cosh? @ <sinh? 6 = 1

(overte si samostatne jednoduchym vypoétom), z ktorého vyplyva, zZe vsetky dvojice
(cosh @, sinh 6) leZia na jednej vetve rovnoosej hyperboly 2% <y =1, (x > 1), a Ze
kazdy bod (x,y) tejto vetvy mé uvedeny tvar. Naozaj, sta¢i polozit § = In(x 4 y).
Druhd vetva (x < <l) tejto hyperboly je tvorena dvojicami (<cosh,sinh ), pre
6 e R.

Pre stihlasne orientované ¢asové vektory a, b potom existuje jednoznacne uréené
realne ¢islo 6, nazyvané tiez hyperbolicky uhol vektorov a, b, také, ze

cosh 8 = (a, b) ! sinh @ = ~ = Gla. b)) = Y

lalliel — VIev? lalliol VIev?
Explicitné vyjadrenie pre 6 je

9 —1u (a,b) + \/<|G(a,b)| 1 /1;2

lall o]
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16.6. Relativisticka dilatacia ¢asu

Ako sme odvodili v predoslom paragrafe, pre ¢asovy tsek At' druhého inercialneho po-
zorovatela, ktory zodpoveda ¢asovému tiseku At s nim stithlasne orientovaného prvého

pozorovatela, plati
At
At = (a.b) = Aty/1 &02,
a’?

teda At' < At, pricom rovnost nastane prave vtedy, ked v = 0, ¢o je ekvivalentné

s rovnostou (a,b) = 1, a na zaklade tvrdenia 16.4.1 s linearnou zavislostou ¢asovych
sipov a, b, ¢o v tomto pripade znamena a = b. Z hladiska prvého pozorovatela,
ktory sam seba povazuje za nehybného, tak medzi dvoma okamihmi #; a t uplynie
dlhsi ¢as, nez z hladiska druhého pozorovatela medzi okamihmi ¢}, t,, v ktorych sa
tento pozorovatel nachadza v okamzitych fyzikilnych priestoroch p +t1a + [a]t, resp.
p +taa + [a]t prvého. Tento efekt sa nazyva relativistické spomalenie, pripadne rela-
timsticka dilatacia casu.

V uvedenej rovnosti sa vSak skryva zdanlivy paradox, niekedy nazyvany paradoz
casu. Z matematickych dovodov symetrie ako aj z fyzikdlnych dévodov rovnocennosti
inercialnych stistav by malo takisto platit

!
At — <Atb> — At/1 o2,
a’?

teda At < At'. Potom nevyhnutne At = At', v = 0 a (a,b) =1, t.j. @ = b pre
Iubovolné stithlasne orientované ¢asové Sipy a, b, ¢o je zrejmy nezmysel. Teda niekde

v nasich tvahach je asi chyba. Odhalit ju nie je az také tazké. éasovy okamih prvého
inercidlneho pozorovatela, zodpovedajici ¢asovému okamihu #' druhého inercidlneho
pozorovatela z pohladu druhého pozorovatela, nie je povodny okamih ¢, ale okamih

t' &(b,p &q) _ t<(a,q<p)+ (a,b)b,p<q)
(a,b) (a,b)?

t// —
Teda ¢asovému intervalu At' = t}, t) druhého inercidlneho pozorovatela zodpoveda
z jeho pohladu ¢asovy interval
A — At _ At
(a,b)  (a,b)*’
a nie At, prvého pozorovatela. Situacia pre $pecialny pripad p = ¢ = 0, t; = 0,
ty =t = At je znézornena na obrazku v R,

[a] [b]
tb b1+
ta
t'b ta+lal*
t"a

€L
tb+b]* 0 lal
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Na obrazku nam asi udrie do oé¢1, ze dl7ka vektora 'b je vacsia ako dl7ka vektora
ta, aj ked ||t'b]| = t' = tv1 &0v? < t = |ta]|. Nezaskodi preto znova pripomentt,
ze vzdialenosti, ktoré nam vnucuje obrazok, st euklidovské, netreba ich preto brat
vazne — geometria Minkowského ¢asopriestoru je totiz neeuklidovska. Z hladiska tejto
geometrie st rovnako dlhé napr. vektory ta a tb (ich ,konce“ lezia na tej istej hyper-

bole).

Experimentalny dokaz dilatacie ¢asu poskytuju p-mezony, zvané tiez miony (nieco
ako ,tfazké elektrony”) — elementarne castice s velmi kratkou priemernou dobou zivota
(asi 2,2-107°%s). Miény vznikajt vplyvom primérneho kozmického Ziarenia v hornych
vrstvach atmosféry (t. j. vo vyskach 10 a viac km) a prilietaji velkymi rychlostami (az
0,998 rychlosti svetla) na zemsky povrch. Za ¢as 2,2 - 107%s by vsak ani rychlosfou
svetla ¢ ~ 300000 km s™! nemali preletiet viac nez 660 m. Z hladiska pozemského po-
zorovatela vSak ¢asu At' v ststave letiaceho miénu zodpoveda ¢as At = At'/v/1 02,
kde v je jeho rychlost v pomere k rychlosti svetla. Namerané hodnoty priemernej doby
zivota miénov pri roznych rychlostiach (¢ uz v kozmickych laé¢och alebo v pozemskych
urychlovacoch) sa so znaénou presnostou zhoduji s uvedenym vzfahom. Napriklad
vlastnému ¢asu 2,2 - 107%s v stistave miénu letiaceho rychlostou 0,998 ¢, zodpovedé

v stistave pozemského pozorovatela ¢as asi 34,8 - 107 %s, za ktory mién preleti drahu
priblizne 10, 4 km.

Vsimnite si, Ze vo formule pre dilataciu ¢asu vystupuje rovnaky koeficient v'1 <v?
ako v pribliznom kvantitativnom odhade z paradoxu dvojéiat. Navyse dilatacia ¢asu
je — popri neinercialnosti Kyblikovej svetoc¢iary — naoza] spoluzodpovedna za jeho
,pomalsie starnutie”. To st dovody, pre ktoré sa oba tieto efekty casto pleti. Este
stale sa moZno z ¢asu na c¢as stretnit s naivnou kritikou $pecialnej teorie relativity,
ktora si berie na musku prave paradox dvojdiat a pouziva pri tom uz spominany
argument, akym mozno zdanlivo spochybnif dilataciu ¢asu: ,,KedZe pohyb je relativny,
mozeme rovnako dobre z Kyblikovho hladiska povazovat Spachtosa za pohybujtceho
sa a Kyblika za nehybného. Potom by mal viac zostarntat Kyblik.“ Podobna symetria
tu vSak nema miesto. Aby sa mohli Kyblik a Spachtos, opisujici najprv tt isti sveto-
¢iaru, rozdelif a potom opéf stretnat, musi sa (aspon) jeden z nich v istych tsekoch
svojej svetociary ,zneinercialnit®, t. j. pohybovat sa so zrychlenim. Rozdiel medzi iner-
cialnou Spachtosovou a neinercialnou Kyblikovou sveto¢iarou ma tak — v protiklade
k nasim inercialnym pozorovatelom z tohto paragrafu — absoltny charakter a rozdiel
veku sa pri stretnuti oboch bratov prejavi ,hmatatelne®.

Tento efekt bol potvrdeny aj experimentalne — neexperimentovalo sa vsak s dvojca-
tami ale s velmi presnymi hodinami, merajiicimi ¢as pomocou oscilacii v elektronovom
obale atémov cézia. Stvoro céziovych hodin obletelo Zem v dvoch pradovych lietadlach
— dvojo v smere od zapadu na vychod, dvojo v smere od vychodu na zapad — a po
prilete ich porovnali s referenénymi hodinami, ktoré zostali ,,doma® v Namornom
observatoriu v USA. Namerané ¢asové rozdiely sa velmi dobre zhodovali s hodnotami
predpovedanymi tedriou. Poznamenajme vsak, Ze vzhladom na ¢éinky rotacie a gra-
vitacného pola Zeme je realna situdcia podstatne zloZitejsia nez nas umely priklad
s Kyblikom a SpachtoSsom, a je] matematicky popis si vyzaduje 1 ¢o-to zo vseobecne]
teorie relativity. V skutoénosti v porovnani s pozemskymi hodinami ,,omladli len
hodiny, ktoré leteli smerom na vychod — o (594:10)-10~%s; naopak hodiny, ktoré leteli
na zapad, v porovnani s pozemskymi hodinami dokonca ,zostarli“ o (273 &£ 7)-107"s.

Teoretickd predpoved dévala hodnoty (40 £ 23) - 10™%s, resp. (275 £21) - 10~ %s.
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16.7. Lorentzova transformacia

Vratme sa este raz k nasim inercialnym pozorovatelom v Minkowského ¢asopriestore V
so stuhlasne orientovanymi ¢asovymi sipmi @, b. Oznaéme ay = a, by = b a predpokla-
dajme, Ze a = (ag,a1,...,ay,), B = (bo,b1,...,b,) st inercidlne béazy prislichajtce
ich svetoc¢iaram WL(p, a) resp. WL(q, b). Lorentzova transformdcia z inercidlnej bazy
B do inercialnej bazy « je transformacia stradnic vzhladom na tieto bazy, t.]. linearne
zobrazenie ¢: R — R také, Ze

(w)a = ¢(u)s

pre kazdé uw € V', alebo, ¢o je to isté,

a-x=p-p)

pre kazdé & € R, Z uvedenych vztahov okamZite vidno, ze Lorentzova transformé-
cia ¢ je danymi bazami «, 3 jednoznacne urcena a jej matica vzhladom na kanonick
ortonormalnu bazu € = (eg,e1,...,€,) v R je zéroven maticou prechodu z béazy
B do bazy a;, t.].

(#)ee = Pag-

16.7.1. Tvrdenie. Nech ¢ je Lorentzova transformacia z inercialnej bazy B do
inercialnej bazy o v Minkowského casopriestore V. Potom pre lubovolné vektory
x,y € R plats

(pz,0y) = (,9).

Inymi slovami, Lorentzova transformacia zachovava standardny pseudoskalarny sucin.

Dokaz. Nech x,y € R("). Vzhladom na viber baz a, 3 plati

(pz,0y) = (B vz, B py) = (-, a-y) = (z,y),

pricom v dvoch krajnych vyrazoch ide o $tandardny pseudoskaldrny stéin v R4,
kym v dvoch vnutornych vyrazoch o pseudoskalarny siaéin vo V.

Ak ¢ je Lorentzova transformaécia z inercialnej bazy 8 do inerciadlnej bazy o, ktoré
prislichaju svetoéiaram WL(b, q) resp. WL(p, a), pricom nasi pozorovatelia si za
pociatky odpoétu svojich stradnic zvolili udalosti q resp. p, tak vztah medzi stradni-
cami [ubovolnej udalosti z € V' v takto zvolenych inercidlnych stradnych systémoch
udava afinnd transformacia

(2 ©pla = v(z ©q)g,

nazyvana tiez Poincarého transformdciou.

Prenikntat do struktiry Lorentzovych transformacii mozno tak, Ze popiseme struk-
taru ich matic. To je vo vSeobecnom pripade pomerne naro¢na tloha. Ukazeme si vsak,
7e dané sthlasne orientované ¢asové $ipy a = ag, b = by mozno vidy vhodne doplnit
do inercidlnych béz a = (ag,as,...,a,), B = (bo,by1,...,b,) tak, Ze vzhladom na
ne ma matica Lorentzove] transformacie z 3 do a obzvlast jednoduchy a prehladny
tvar Py g = diag(L,,In—1), kde L, € R2*2 je matica Lorentzovej transformécie
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Minkowského ¢asopriestoru R™M1 | ktorej prvky mozno vyjadrif vyluéne pomocou
velkosti v relativnej rychlosti uvazovanych inercidlnych pozorovatelov. V takom pri-
pade hovorime o tzv. §pecidlne; Lorentzovey transformdaca.

Ak a = b, najdeme Iubovolnt ortonormalnu bazu a = B ¢asopriestoru V' s prvym
¢lenom ay = by. Lorentzova transformacia z 3 do a je potom identické zobrazenie
s maticou Py g = Ipy1.

Ak a # b, tak ide o nezéavislé vektory. V dokaze tvrdenia 16.4.1 sme ukazali, Ze [a, b]
je indefinitny podpriestor vo V. Preto existuje a; € [a,b] také, Ze (ag, ay) je ortonor-
malna baza podpriestoru [a, b]. Potom nevyhnutne a; € [a]* je priestorovy vektor.
Rovnako existuje by € [a,b]N[b]1 také, 7e (bg,by) je ortonormélna baza podpriestroru
[a,b]. Ak si oznaéime ay = bs, ..., a, = b, lubovolnt ortonormalnu bazu zaporne
definitného podpriestoru [a,b]t, tak a = (ag,a,...,a,) a B = (bo,by,...,b,) st
inercialne bazy, ktoré maja poslednych n <1 ¢lenov rovnakych. Ich matica prechodu
mé tvar Py g = diag(Py b, [—1), kde Py p € R?*? oznacuje maticu prechodu z béazy
[bo,b1] do bazy [ag, ay], ktort vyjadrime explicitne. Na ten éel staéi poznat vektory
a, b1 .

V paragrafe 16.5 sme odvodili tvar vektora v rychlosti, ktorou sa v subjektivnom
fyzikalnom priestore inercidlneho pozorovatela s ¢asovym Sipom a pohybuje inercialny
pozorovatel s ¢asovym Sipom b:

v = (a,b)"'b &a.
Ked?e v € [a,b] N [a]* a dim([a, b] N [a]*) = 1, staéi polozit
1 {a,b)7'bea  be(ab)a
Viela,b)=2  \/la,b)2 =1
S vyuzitim symetrie tlohy mozno pisat
_ S{a.b)'la+b  <a+(a,b)b
Viela,b)=? /la,b)?el
Z rovnosti pre aq si vyjadrime

bo =b=(a,blay + /(a,b)? &1lay,

¢o po dosadeni do rovnosti pre by a malych upravach dava

a, =v

b

b =+/(a,b)? ©lag+ (a,b)a;.
To znamena, ze

(a,b) (a,b)? &1
(bo,b1) = (ao,a1)-
(a,b)? &1 (a,b)

Ak si este spomenieme na vzfah medzi pseudoskalarnym siéinom (a, b) a velkostou
rychlosti v, dostaneme dvojaké vyjadrenie matice prechodu P, alias Lorentzovej
transformacie L,:

1 v
a,b a,b)? &1
R N i T

(a,b)? 1 (a,b)

V1ev?2 V1ev?



16. UVOD DO SPECIALNEJ TEORIE RELATIVITY 19

Po substiticii = In /(14 v)/(1 <v) dostdvame este tretie vyjadrenie v tvare tzv.
hyperbolickej rotacie

Rhy — (cosh9 sinh 6

sinh 8 cosh9> = Pap = L.

Vsimnite si, ze pre @ = b, ¢ize v = 0, § = 0, dostavame P, ¢ = Ly = Rhy = I, ¢o
je v zhode so skor prijatym riesenim tohto specialneho pripadu. Vseobecny pripad je
znazorneny na obrazku.

X0
0
b
ag| 9 < 1o
-a, 1 Xy
-b a,
0
-a
-b, 0
0

Z fyzikalneho hladiska je najdolezitejsia signatira (1,3), t.j. n = 3, kedy sa Lo-
rentzova transformacia stiradnic vzhladom na inercidlne bazy a, 3 obvykle uvadza
v jednom z nasledujucich tvarov:

_ x4 (v/e)ry et +(v/e)x)

o To(w/f  1e(v/e?
v = (v/c)xy + _ vt' + xf
le(v/e)? /1 <:>(v/c)27
T2 = Y,
T3 = %,

kde ¢ je rychlost svetla, v je relativna rychlost pohybu pozorovatelov s inercidlnymi
bézami a a 3 v smere osi ¥1 a (vo=ct, v1,22,23)1, (x)=ct', ¥}, a}, 24)T st caso-
priestorové stiradnice Iubovolnej udalosti vzhladom na bazy « resp. 3. Este raz viak
pripominame, ze takyto pomerne jednoduchy tvar ma Lorentzova transformacia len
pri ,spravnej“ volbe priestorovych vektorov oboch béz.
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16.8. Relativisticka kontrakcia diiky

Pomocou Lorentzovej transforméacie moZno jednoducho odvodif dalsi zo znamych re-
lativistickych efektov.

Nech WL(p, a), WL(q,b) st stthlasne orientované svetodiary inercialnych pozoro-
vatelov a a = (ag,a1,as,...,ay), resp. B8 = (bg,b1,b2,...,b,) st s nimi spojené
inercialne bazy zvolené tak, ako v predchadzajicom paragrafe, t.j. Lorentzova trans-
formécia ¢ z B do e méa maticu tvaru diag(L,, I,—1). Predpokladajme, Ze prvy po-
zorovatel registruje nehybnti pevni ty¢ diéky [ > 0 v smere vektora a;. Matematicky
ide o priestorovy vektor la; prebiehajtci postupom ¢asu okamzité fyzikalne priestory
p + ta + [a]t; jeho stradnice v okamihu t vzhladom na bizu a a podiatok p st
(¢,1,0,...,0)T. Dlrka tejto tyce sa druhému pozorovatelovi javi ako dlzka

I =l = V/Elu.u),

vektora u, ktory lezi v jeho subjektivnom fyzikélnom priestore [b]+ (¢o znadi, Ze pri
jeho lubovolnom umiestneni st oba jeho konce sti¢asné udalosti vzhladom na bazu 3)
a splna podmienku

(tag +la1)a = (t,1,0,...,0) = p(u)s

pre nejaky okamih ¢ vlastného ¢asu stustavy a. Kedze u € [b]*, jeho stradnice maja
tvar (u)g = (0,2},25,...,2,)T a z podmienky pre ich Lorentzovu transforméaciu

okamZite vidime, Ze zh, = ... = 2! =0, ako a]

(1)=2(2) == (0):

Potom zrejme I' = 2 a koneéne dostavame ohléseny vztah medzi dlzkami tyée v oboch
inercialnych stistavach:

Zl
= >y
1 <02

Y

pri¢om rovnost nastane prave vtedy, ked v = 0, teda dlzka tyce sa javi najvacsia v tej
inercialnej stistave, vzhladom na ktort je ty¢ nehybna. Tento jav sa nazyva relativis-
ticke skratenie alebo tiez relativistickd kontrakcia dl/zvky v smere pohybu. Nasledujtci
obrazok, ktory znazoriuje situdciu v R je plne analogicky obrazku znizoriiu-
jucemu relativisticka dilataciu ¢asu. Opat sa na hom stretame s disproporciou eukli-
dovskej a Minkowského diéky vektorov I'by a la;.

[aO] [bo]

[b,]

ta,

[o]

la,
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Este si vSimnime, Ze onen okamih ¢ vlastného ¢asu v ststave « je jednoznaéne
urceny:

Uvedena formulka je vsak lepsie ¢itatelna v obvyklom fyzikalnom tvare

l
ct =v—.
¢
Inak povedané, za ¢as t preleti svetlo rovnaka vzdialenost, aki urazime rychlostou v
za Cas, ktory potrebuje svetlo na prekonanie vzdialenosti I. Zrejme pre ty¢ ,,beznych
rozmerov" je ¢as t enormne maly.



