21. POLYNOMICKE INVARIANTY PODOBNOSTI MATIC

V tejto kapitole najprv prirodzene rozsirime oblast posobnosti polynomickych funkcii
aj na maticové resp. operatorové argumenty. To ndm umozni dokazat klucova vlast-
nost charakteristického polynému, zndmu pod nazvom Cayleyho-Hamiltonova veta,
a zaviest dalsi dolezity polynomicky invariant podobnosti matic — tzv. minimdiny
polynom.

V druhej polovici sa informativne oboznamime s dvoma typmi ststav polynémov,
z ktorych kazda uplnym a jednoznacnym spoésobom charakterizuje triedu vsetkych
matic daného linedrneho operatora resp. triedu vsetkych matic podobnych s danou
stvorcovou maticou. Na ich zaklade potom zostrojime dva nové typy kanonickych
tvarov matic linedrnych operatorov, ktorych urcenie si — na rozdiel od Jordanovho
kanonického tvaru — nevyzaduje znalost spektra a nevybocuje z povodného pola. Vo-
pred prezradme asporti ich nézvy: pojde o tzv. sustavu elementdrnych delitelov a si-
stavu invariantnych faktorov, ku ktorym prislacha tzv. primdrny kanonicky tvar resp.
raciondlny kanonicky tvar matice.

21.1. Polynomické maticové funkcie

Kazdy polyném f(z) =co + 1z + ... + ¢pz™ =Y o ¢;z" nad polom K prirodzene
definuje (rovnako znacend) funkciu f: K — K dant dosadenim hodnoty a € K za
premenni z, t.j. f(a) = co+cra+...+cpa™ =Y 0 c;a’. Tak isto vSak mdzeme do
polynému f(x) dosadit za premennt = Tubovolna Stvorcovi maticu A € K™*". Tym
dostaneme polynomicku maticovi funkciu f: K"*™ — K™*™ danu predpisom

fA)=col + 1A+ ...+ cnA" =D A"
=0

Podobne definuje polyném f(z) funkciu f: £L(V,V) — L(V,V) na vektorovom prie-
store L(V, V') vsetkych linedrnych operatorov ¢: V' — V. Staci polozit

f(go) = coidy +c1p+ ...+ cm(pm — Zci¢i7
1=0

kde ¢° je i-ta iteracia operatora ¢, t.j. ¢ =idy, ¢! = @, ? = po p, atd.

Kedze v centre nasej naSej pozornosti zostavaju i nadalej kone¢norozmerné vek-
torové priestory, obmedzime sa na Stadium maticovych funkcii, ktoré st o nieco
nazornejsie, a uspokojime sa s poznamkou, zZe prislusné vysledky mozno na opera-
torové funkcie jednoducho preniest na zéklade vzajomne jednoznac¢nej koreSpondencie
medzi operatormi ¢ € L(V,V) a maticami A € K"*" (danej volbou vhodnej bazy
n-rozmerného priestoru V).

Nase $tudium polynomickych maticovych funkcii za¢neme niekolkymi jednoduchy-
mi pozorovaniami, ktoré navyse plne opraviuju takyto pristup.
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21.1.1. Tvrdenie. Nech f(z) € K[z], A, P € K™*", pricom P je reguldrna. Potom

f(P-A-P =P fA)- P

Dokaz. Stadi si uvedomit, ze
(P-A-PY=P.A.P' P.A-P'=P-A2.P,

pricom tento vztah moZno zrejmym spoésobom zovSeobecnit aj na vySSie mocniny.
Dokoncenie dékazu uz mozno prenechat citatelovi.

21.1.2. Désledok. Nech f(x) € K[z]|, A,B € K™*". Potom
A~B = f(A) =~ f(B).

Taktiez jednoduchy dokaz nasledujicej lemy prenechidvame ako cvicenie Gitatelovi.

21.1.3. Lema. Nech f(z) € Klz], Ay € K™*™, ..., Ay € K"*"_ Potom

f(diag(Ay, ..., Ay)) = diag(f(A1), ..., f(Ar)).

Teraz uz mozeme uviest nasledujtci efektny vysledok.

21.1.4. Veta. (Cayley-Hamilton) Pre lubovolni maticu A € K™ ™ plati
ChA(A) = 0,

t. . matica A vyhovuje svojej charakteristickej rovnici.

V dokaze vyuzijeme poznatky o Jordanovom kanonickom tvare z predchadzajuicej
kapitoly.

Nech L je kone¢né rozsirenie pola K, v ktorom mé A spektrum plnej algebraicke;j
véhy n. Ozna¢me J = diag(J,, (M), ..., Jn, (Ax)) € L™ ™ Jordanov kanonicky tvar
matice A a P € L™ " regularnu maticu, ktorej stipce tvoria vektory prislusnej Jor-
danovej bazy. Potom A =P -J - P~ cha(z) = chy(z) a podla tvrdenia 21.1.1

cha(A) =chy(A) =P chy(J) - P71
Staci teda dokézat rovnost chy(J) = 0 pre matice v JKT. Z tvrdenia 19.1.1 vyplyva
chy(z) =chy, (z)...chy (x) = (A1 — )" ... (Mg — 2)"F,

kde J; = J,,,(\;) pre 1 <i < k. Teda podla lemy 21.1.3 je chs(J) blokovo diagonélna
matica s diagonalnymi blokmi

ChJ(JZ) = (AlInl — Jz)nl . ()\kInl — Jz)nk

pre 1 <i < k. V i-tom bloku sa ako i-ty ¢initel nachddza mocnina (\;I,,, — J;)™ = 0
nilpotentnej matice \;I,,, — J; = —J,,(0) rddu n; (pozri zaciatok paragrafu 20.5).
Preto kazdy blok i cely vyraz chy(J) st nevyhnutne nulové matice.

Caylyeho-Hamiltonovu vetu mozno vyuzit na vypocet mocnin stvorcovych matic.
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21.1.5. Priklad. Matica
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ma charakteristicky polyném
cha(z) = det(A — zI) =8 — Tz + 322 — 2°.
Preto

A3 =8I —T7TA +3A%,

A* =8A —TA? + 3A3 =8A —TA% + 24T — 21A + 9A?
=241 — 13A +2A2,

A% =24A —13A% +2A% =24A — 13A% + 161 — 14A + 6A>
=161 +10A — TA?, atd.

Vsetky vySSie mocniny matice A teda mozno vyjadrif pomocou jej nultej, prvej
a druhej mocniny, presnejsie, ako hodnoty vhodnych polynémov nanajvys druhého
stupna pre maticu A.

V pripade, ze pozname JKT matice A € K™*" a prislusni maticu prechodu,
mame k dispozicii ete efektivnejsi sposob vypoctu hodnot f(A) pre polynémy f(z) =
Syt € Klz]. Ak J = diag(Jn, (M), ..., Jn, (M) je JKT matice A a P je
prislusna matica prechodu, t.j. A = P -J - P~!, tak podla tvrdenia 21.1.1 a lemy
21.1.3 plati

f(A)=P- f(J) P l=pP. diag(f(Jqu)),---af(Jnk()‘k))) P

Preto sa sta¢i naucit pocitat hodnoty polynémov pre Jordanove bunky J,(\). Samo-
zrejme, zaneme polynémami z™. Na vypocet mocniny J,(\)™ sa ndm zide nasle-
dujtica maticova verzia binomickej vety, ktortt mozno dokézat indukciou rovnako ako
binomickt vetu v prislusnom poli. Hovorime, Ze matice A, B € K"*" komutuji, ak
A-B=B-A.

21.1.6. Lema. Nech matice A, B € K™*" komutuji. Potom pre lubovolné m € N
plati

(A+B)" = i (m) A™iB

- 1
1=0

Ak si este uvedomime, ze J,(\) = A\, + J,(0) = A\, + J,,, pricom (\I,) - A =
A = A - (\],), teda matica AI,, komutuje s kazdou maticou A € K™*" okamzite

7 toho dostavame .
m .
" )\ m — )\TI’L*Z 1 .
Tn(N) ; ( ) Ji
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Mocniny nilpotentej matice J,, uz vypocitame Tahko na zaklade vztahov
{ 0, pre 1 <i <m,
e, =

€itm, prem <i<n.

J-

n

Takze pre m > n je J]' =0, a pre 0 < m < n je to blokova matica
J;Ln — On—m m Jn—m .
Om m Om n—m
Po dosadeni do binomickej vety a s¢itani vSetkych ¢lenov dostavame hladany vzorec.

21.1.7. Lema. Pre lubovolné m,n € N, n > 1, A\ € K plati

R L
0 Am m o) \m—nt2

TN = . _ () . ,
0 0o .. NG

pricom pre j > m definitoricky kladieme (T) AT = 0.

Pre polyném f(z) = >." ¢z’ € K[z] definujeme jeho formdinu p-tu derivdciu
ako polyném

m m—p ,.

.. . i— Z+p' i

SR @) =370 = 1) (= p+ D' P =3 0( i Ry
1=p 1=

pre i = 1 samozrejme piseme f()(z) = f'(z). Pre K = R formalna derivécia splyva
s obvyklou derivaciou f()(z) = dP f(x)/ daP, definovanou pomocou znamej limity.

Vsimnime si, Ze prvky matice J,(A\)™ mozZno vyjadrit aj pomocou formalnych
derivécii polynému f(x) = 2™ v bode x = A:

m )\m—j:i ().
(7 s = 5w

Z toho a linearnosti operatora derivacie uz priamo vyplyva nasledujici vSeobecny
vzorec.

21.1.8. Veta. Nech f(x) € Klz| je lubovolny polynom, A € K a1 <n € N. Potom

FO) AFO) O
0 ) e OO0

o 0 .. O

Keby sa niekomu zdal tento vzorec prili§ komplikovany, sndd ho utesi, ak mu
pripomenieme, ze ,typickd“ stvorcova matica nad R ¢i C je podobna s diagonalnou.
Pre A = P -diag(\1,...,\,) - P71, mame f(A) = P - diag(f()\l), e ,f()\n)) P

a basta.



21. POLYNOMICK INVARIANTY PODOBNOSTI MATC 5

21.2. Minimalny polyném

Charakteristicky polyném stvorcovej matice A nie je nevyhnutne polynémom naj-
nizsieho mozného stupna, ktory anuluje maticu A. Napriklad charakteristicky poly-
ném matice J = diag(J,,,(A), J(A)) v JKT je zrejme (A —z)™*". Aviak uz polyném
f(2) = (A — )max(mn) jy anuluje, t.j. plati f(J) = 0.

Minimdlnym polynomom matice A € K™ ™ nazyvame polyném nad K najnizsieho
mozného stupna, ktory anuluje maticu A a je navyse normovany (t.j. rdzny od 0 a
s koeficientom 1 pri najvysSej mocnine ).

Kedze napriklad (—1)™ ch 4 (x) je normovany polyném anulujici maticu A € K™,
minimalny polyném matice A uréite existuje a méa stupen < n. Taktiez lahko na-
hliadneme, Ze je urceny jednoznacne. Keby totiz f(z), g(x) boli dva rézne minimélne
polynémy matice A, tak by museli mat rovnaky stupen. Potom by vSak vhodny
skaldrny nasobok polynému f(z) — g(x) bol normovany polyném nizsieho stupia,
ktory tiez anuluje maticu A.

To nas opraviiuje zaviest pre minimélny polyném matice A oznacenie pa(x).
Celkom obdobne mozno definovat aj minimadlny polynom p,(x) linedrneho operdtora
© na konec¢norozmernom vektorovom priestore V.

Z tvrdenia 21.1.1 okamzite vyplyva ocakavany vysledok.

21.2.1. Tvrdenie. Podobné matice maju rovnaky minimalny polynom. Minimalny
polynom linearneho operdatora na konecnorozmernom vektorovom priestore sa rovnd
minimdlnemu polyndmu jeho matice vzhladom na lubovolni bdzu.

Minimélny polyném je tak popri charakteristickom polynéme dalsim dolezitym
invariantom podobnosti matic.

21.2.2. Tvrdenie. Nech A € K™"*", f(x) € K[x]. Potom f(A) = 0, prdve vtedy, ked
minimalny polynom pa(x) deli polynom f(x). V dosledku toho minimdlny polynom
matice A deli jej charakteristicky polynom.

Dokaz. Zrejme staci dokézat prvu cast tvrdenia, a v tej je netrivalna len jedna im-
plikacia. Nech teda f(A) = 0. Oznacme r(z) € K[z] zvySok po deleni polynému
f(z) minimélnym polynémom p(x). Teda stupen r(x) je mensi ako stupeni pa(x)
a existuje Clastoény podiel q(z) € K|x] taky, ze f(z) = q(z) pa(z) + r(z). Potom
r(A) = f(A) — q(A) pa(A) = 0, takze nevyhnutne r(x) = 0, ¢ize pa(z) deli f(z).
V opa¢nom pripade by totiz vhodny skalarny nasobok nenulového zvysku r(x) bol
normovany polyném nizsieho stupnia ako 4 (z) anulujici maticu A.

Minimélny polyném matice mozno urcit z jej Jordanovho kanonického tvaru. Na to
sta¢i poznat minimalny polyném matic v JKT. Jednoducht odpoved na tato otéazku
déva nasledujice tvrdenie. Jedna cast jeho dokazu je v podstate zahrnutd v dokaze
vety 21.1.4, zvySok vyplyva z tvrdenia 21.2.2 a z faktu, Ze polyném (z — \)™ pre
m < n neanuluje Jordanovu bunku J,,(\).

21.2.3. Tvrdenie. Nech J = diag(Jp, (A1), ..., Jn,(Ax)) je JKT matice A € K™*".
Potom minimdlny polynom pa(x) = py(x) je sicinom mocnin (x — X)) linedrnych
faktorov x — X\ s exponentmi m(\) = max{n;; \; = A\} pre A € Spec A.
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Na druhej strane, charakteristicky polyném cha(z) = chy(z) je v takom pripade
sti¢inom mocnin (A — 2)"™) (az na znamienko) rovnakjch linedrnych faktorov s ex-
ponentmi n(\) = >, _, n;.

21.2.4. Désledok. Pre maticu A € K™*™ plati pa(x) = (—1)" cha(z) prave vtedy,
ked sa v JKT matice A kazda vlastnd hodnota \ € Spec A vyskytuje v prave jednej
Jordanovej bunke Jy, (\;).

Napr. charakteristicky polyném matice Iy je (z —1)%, kym jej minimalny polyném
je ,len“ z — 1. Na druhej strane, pre diagonalnu maticu A = diag(0,1,2,3) plati
cha(z) =x(x —1)(z — 2)(x — 3) = pa(x).

Ukézeme si, ze kazdy normovany polynom

f(lb”)=9L‘”—cla:”_1—...—cn_1x—cnGK[x]

je minimalnym polynémom vhodnej matice A € K™*". Oznac¢me

C1 1 0 ... 0
Co 01 ... 0
My=1| + =+
Cn—1 0 0 ... 1
c, 0 0 ... 0

maticu My nazyvame pridruzenou maticou polynomu f(x).
Napriklad pridruzenou maticou polynému z" je Jordanova bunka J,,(0).

21.2.5. Tvrdenie. Nech f(z) € K™[x] je normovany polyndm. Potom f(x) je
minimdlnym polynomom svojej pridruzenej matice My; jej charakteristicky polynom

je (=1)"f(x).

Dokaz. Nech f(z) =a"—=>"" | c;z"~". Matica My zobrazuje vektory kanonickej bazy
e v K™ podla schémy

T
€ptr>ep_1t— ... eyt e (C1,C2...,Ch-1,Cn)

z ktorej vyplyvaju rovnosti e; = M;f_i -ey, pre 1 <i<n, a tiez
My e, =My e = Zciei = ZciM?_i “€y,.
i=1 i=1
Kedze matice My a f(My) zrejme komutuju, plati
f(My)-e; = f(My) - M7~ e, = M;™" - f(My) - e,
= M}L_i . <M}L cey, — ZciM}‘_i . en> =0
i=1

pre kazdé i < n, v désledku ¢oho f(My) = 0.
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Ak g(z) = >, diz" je polyndém stupiia m < n, tak

g(Mf) T €n = ZdszZ cep, =doe, +die,_ 1+ ... +dnen_pm.
1=0

Z linearnej nezavislosti vektorov e, _,,, ..., e, vSak vyplyva, ze uvedené linedrna kom-
bindcia sa moze rovnat 0, len ak st vSetky koeficienty d; rovné 0, t.j. ked g(z) = 0.
Teda f(z) je naozaj miniméalny polyném matice M.

Kedze charakteristicky polyném matice My je stupiia n s koeficientom (—1)" pri
najvyssej mocnine premennej z, a je delitelny jej minimalnym polynémom ppg, () =
f(z), ktory je rovnakého stupna, nevyhnutne plati chaz, (z) = (—1)" f(x).

21.3. Cyklické podpriestory

V tomto paragrafe dame pre zmenu prednost re¢i linedrnych operatorov. Je na ¢i-
tatelovi, aby si v pripade potreby sformuloval prislusné pojmy a vysledky v jazyku
matic.

Nech S C V je invariantny podpriestor linearneho operatora ¢: V. — V. Ho-
vorime, ze S je cyklicky podpriestor operatora ¢, ak existuje vektor v € S taky,
7e nejaka koneéna postupnost v, p(v),...,¢" 1 (v) jeho iterovanych obrazov tvori
bazu podpriestoru S. Vektor v nazyvame cyklickym generdtorom podpriestoru S a
bazu (v,¢(v),...,g0k*1(v)), pripadne v obratenom poradi (gpkil(v),...,go(v),v),
nazyvame cyklickou bdzou podpriestoru S (vzhladom na ).

Kazdy nenulovy vektor v € V je cyklickym generatorom prave jedného cyklic-
kého podpriestoru operatora ¢. Kedze V je kone¢norozmerny, v postupnosti obrazov
v, 0(v), p?(v),... sa raz musi vyskytnat ¢len, ktory je linedrnou kombindciou pred-
chadzajucich. Ozna¢me k najmensie prirodzené cislo, pre ktoré to nastane. Potom
vektory v, p(v),. .., " 1(v) s linedrne nezavislé a

Prw) =" o) + .+ ep(v) + e

pre nejaké ci,...,c, € K. Zrejme vietky dalSie obrazy ¢'(v), I > k, st takisto
v linedrnom obale S = [v, o(v),... ,cpkfl(v)], takze S je cyklicky podpriestor ope-
ratora ¢ s cyklickym generatorom wv. Maticou zuzeného operatora ¢ [ S vzhladom
na cyklickii bazu (gpk_l('u), oo p(v), 'v) je pridruzena matica M polynému f(x) =
¥ — a1 — ... —cp_12 — ¢j. Tento polyném nazyvame cyklickym rddom vektora v
(vzhladom na ¢).

Ako uvidime v nasledujucej kapitole, v aplikaciach linearnej algebry na diferen-
cidlne rovnice hraji vyznamnu tlohu linedrne operatory ¢: R™ — R™ (teda vlastne
matice A € R"*™), vzhladom na ktoré je cely priestor R™ cyklicky. Tym nadobuda

na dolezitosti otazka charakterizacie takychto operatorov a matic, ktorda nas vracia
spit k dosledku 21.2.4.

21.3.1. Tvrdenie. Nech p: V. — V je linedirny operdtor na n-rozmernom vek-
torovom priestore V. Potom nasledujuce podmienky su ekvivalentné:
(i) V je cyklickym podpriestorom operdtora ¢;
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(ii) maticou ¢ vo vhodnej bdze priestoru V je pridruzend matica My nejakého nor-
movaného polynomu f(x) stupnia n;

(iii) minimdlny polynom p,(x) md stupen n;

(iv) po(@) = (~1)" chy(a);

(v) v Jordanovej matici operdtora ¢ (nad nejakym konecnym rozsirenim pola K ) sa
kazda vlastnd hodnota A € Spec ¢ vyskytuje v prave jednej Jordanovej bunke.

Este inak mozeme povedat, Ze vektor v € V' je cyklickym generdtorom priestoru V/
vzhladom na linedrny operator ¢ prave vtedy, ked jeho cyklickym rddom je polyném
(—1)" chy ().

*21.4. Primarny a racionalny kanonicky tvar

Tento paragraf ma prevazne informativny charakter a v nasom kurze nan nebudeme
nadvizovat. Obsahuje struény prehlad niektorych zakladnych pojmov a vysledkov o
dalsich kanonickych tvaroch matic linedrnych operatorov a invariantoch podobnosti
Stvorcovych matic, ktoré uvadzame bez dokazov. Citatel s hlb§im zdujmom o tito
problematiku, moze siahnut po inej dostupnej literatire.!

Jordanov kanonicky tvar zostéava i nadalej nasim ,hlavnym* kanonickym tvarom.
Jeho prednosti sa zakladaji na jednoduchych pravidlach vypoc¢tu mocnin a — v do-
sledku toho — aj hodnot inych funkcii pre Jordanove bunky J,(\). Popri tom vsak
Jordanov tvar mé i dve nezanedbatelné nevyhody. Predovsetkym, na jeho urdenie
je potrebné znalost spektra prislusného linedrneho operatora alebo matice, ¢o moze
byt problém najmé pri vyssich dimenziadch. Po druhé, JKT je dosiahnutelny len pre
operatory ¢i matice s plnou algebraickou vahou spektra; v pripade, Zze tomu tak nie
je, musime napr. JKT matice A € K"*" hladat az v nejakom rozsireni L povodného
pola K.

V tomto paragrafe sa zoznamime s dvoma typmi kanonickych tvarov matic, ktorych
urcenie si nevyzaduje znalost spektra a — ani v pripade jeho netplnej algebraickej vahy
— nevybocuje z povodného pola. Za¢neme vSak dal$im malym pridavkom k nasim
mimovolne sa rozrastajicim vedomostiam o polynémoch.

Hovorime, ze polynomy f(x),g9(x) € Kl[z] stupnia asponn 1 st nesidelitelné, ak
okrem konstantnych polynémov 0 # ¢ € K nemaji v K[z] iné spolo¢né delitele.
Hovorime, ze polynom p(x) € K[x] stupna aspon 1 je ireducibilny, ak kazdy jeho
delitel je alebo konstantny polyném alebo skaldrny nasobok polynému p(x). Ireduci-
bilné polynémy hraju v obore K[x] podobnu tlohu ako prvocisla v obore N alebo Z.
Obdobou vety o jednoznac¢nom rozklade celych ¢isel na prvocinitele je nasledujice tvr-
denie, ktoré mozno pomerne jednoducho dokézat indukciou podla stuptia polynému

/().

21.4.1. Tvrdenie. KaZdy polynom f(x) € Klz| stupria aspori 1 mozno rozloZit na
sucin tvaru

f(z) =api(z)** ...pe(x)*"

Pozri napr. G. Birkhoff, S. Mac Lane, Prehad modernej algebry, ako aj S. Mac Lane, G. Birkhoff,
Algebra.
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kde 0 #a € K, aq,...,qar st kladné celé ¢isla a p1(x),...,pr(x) si navzajom rozne
normovane ireducibilné polynomy nad K. Tento rozklad je jednoznacny az na poradie
mocnin p;(x)* jednotlivych ireducibilnych faktorov p;(x).

Teraz uz mozeme vyslovit vetu o tzv. primdrnom kanonickom tvare.

21.4.2. Veta. Nech ¢: V. — V je linedrny operdtor na n-rozmernom vektorovom
priestore V', ktorého minimdlny polynom md v K|[x] rozklad

pop(x) = pr(@)* ... pr(x)™

na sucin mocnin roznych normovanych ireducibilngch polynomov pi(z),...,pr(z).
Potom existuji postupnosti prirodzenych cisel a; = a1 > oz > ... > oy, > 1 take,
ze Zle Z;;l a;; = n, a bdza priestoru V', vzhladom na ktori md matica linedrneho
operdtora ¢ blokovo diagonalny tvar

diag(Mpu, .. ,Mpw1 e M, ., ... ,Mpkrk)

pozostdvajici z pridruzenych matic polynomov p;j(z) = pi(x)*, kde 1 < i < k,
1<y<r.

Sustava polynémov p;;(z) = pi(x)* (1 < ¢ < k, 1 < j < r;) sa nazyva su-
stava elementdrnych delitelov linedrneho operatora ¢, a je az na poradie podsustav
pi1(Z), ..., pir,(x) uréend jednoznacne. Uvedeny tvar matice operatora ¢ sa nazyva
primdarny kanonicky tvar. 1 tento tvar je jednoznacne urceny az na poradie sustav
blokov M, , ..., My, , pridruzenych k mocnindam toho istého ireducibilného poly-
nému p;(z). Charakteristicky polyném operatora ¢ je (az na znamienko) st¢inom
vSetkych elementarnych delitelov, t.].

chy(2) = (=1)"p11i(x) ... p1ry () ... ... Pr1(x) .o prr, (2)
— (_1)np1(x)0t11+--»+0617-1 ‘‘‘‘‘ pk(x)akl—l-...—l-akrk

Priméarny kanonicky tvar matice linedrneho operatora ¢ zodpoveda rozkladu prie-
storu V' najprv na priamy stcet invariantnych podpriestorov S; = Ker pi“ (), o kto-
rom hovori tzv. prvd veta o rozklade. Podla tzv. druhej vety o rozklade sa kazdy
podpriestor S; dalej rozpada na priamy stucet cyklickych podpriestorov S;1, ..., S,
ktorych cyklické rady vzhladom na ¢ st polynémy p;;(x) = p;(x)*.

S ohladom na spominant jednozna¢nost mozno teraz vetu 21.4.2 vyslovit v reéi
matic takto:

21.4.3. Veta. KazZdd matica A € K™"*" je podobnd s nejakou s maticou B € K"*"
v primarnom kanonickom tvare. Matica B je urcend jednoznacne azZ na poradie sustav
blokov M, , ..., My, , pridruZenych k mocninam jednotlivych ireducibilnych polyno-
mov p;(z) € K|z, ktorych najvyssie mocniny tvoria rozklad minimdlneho polynomu
pa(r) =p1(x)* ... pp(z)* na po dvoch nesidelitelné faktory.

Ak v uvedenej sustave elementarnych delitelov polozime r = max{r;; 1 < i < k},
dalej a;; = 0, teda p;;(x) = p;(x)* =1 pre r; < j < r, tak po prenasobeni ,po
stipcoch®, obdrzime ststavu polynémov

hj(z) = p1(x) ... pj(x) = p1(z)* ... pg(z)*,



10 PAVOL ZLATOS: LINEARNA ALGEBRA A GEOMETRIA

pre 1 < j < r. Prechod od primarneho k tzv. raciondalnemu kanonickému tvaru sa za-
klad4 na pozorovani, Ze priamy sucet cyklickych podpriestorov S1, ..., Sk; s po dvoch
nestdelitelnymi cyklickymi radmi py;(z), ..., pr;j(x) je opét cyklicky podpriestor s ra-
dom hj(z) = p1j(z)...pr;i(z).

21.4.4. Veta. Nech ¢: V. — V je linedrny operdator na n-rozmernom vektorovom
priestore V. Potom existuje jednoznacéne uréend postupnost nekonstantnych normovanychlj
polyndmov hi(x) = p,(x), hao(x), ..., h(x) € Klz], v ktorej kaZdy nasledujici clen
deli predchddzajici a sicet ich stupriov je m, ako aj bdza priestoru V, vzhladom na
ktori ma matica linedrneho operdatora ¢ blokovo diagondlny tvar

diag(Mp,, My, , ..., My,),

pozostdvagici z pridruZenych matic jednotlivych polynomov hj(z) pre 1 < j <r.

Jednotlivé polynémy h;(x) sa nazyvaju invariantné faktory linedrneho operatora
¢ a cela postupnost hi(xz) = pe(x), ha(x),..., () jeho sistavou invariantnych
faktorov. Uvedeny tvar matice operatora ¢ sa nazyva raciondlny kanonicky tvar. Sa-
stava invariantnych faktorov, rovnako ako racionalny kanonicky tvar matice opera-
tora st urc¢ené jednoznacne, dokonca vratane poradia jednotlivych polynémov resp.
k nim pridruzenych maticovych blokov. Rozkladom kazdého invariantného faktora
na mocniny ireducibilnych polynémov mozno z ich ststavy spétne ziskat ststavu el-
ementarnych delitelov. Charakteristicky polyném operatora ¢ je (az na znamienko)
sucinom vsetkych jeho invariantnych faktorov, t.].

chy(x) = (=1)"hi(x)he(z) ... hy(x).

Vetu 21.4.4 mozno v jazyku matic vyslovit v nasledujicej podobe.

21.4.5. Veta. Kazdd matica A € K™*" je podobnd s jednoznacne urcenou maticou
v ractondalnom kanonickom tvare diag (Mh1 My, ..., MhT), pozostdvajucom z matic
pridruZenych k jej invariantngm faktorom hq(x) = pa(z), ho(x),..., he(z).

Pozndamka. Vyslovne zdoraznujeme, ze tolkokrat spominana jednoznacnost sa vzta-
huje len na primarny resp. racionalny kanonicky tvar matice a nie na prislusni bazu
pripadne maticu prechodu. Napokon, rovnako je tomu aj v pripade JKT.

21.4.6. Priklad. Matica A € R®*® m4 minimalny polyném pa(z) = (z2+3)(z—1)2.
Potom jej charakteristicky polyném je cha(z) = (22 + 3)%(z — 1)? alebo cha(z) =
(2 + 3)(x — 1),

V prvom pripade sustavu elementarnych delitelov matice A tvoria polynémy x2+3,
2?2 + 3, (x — 1)? a ststavu invariantnych faktorov polynémy (z? + 3)(x — 1)2, 2% + 3.

V druhom pripade st dve moznosti: Stistava elementarnych delitelov ma tvar 22 +3,
(r —1)2, (x —1)2, so ststavou invariantnych faktorov (% + 3)(z —1)2, (x — 1)?; alebo
stistavu elementérnych delitelov tvoria polynémy 22 +3, (z—1)2, z—1, z—1 a stistavu
invariantnych faktorov polynémy (22 + 3)(z — 1)%, v — 1, z — 1.
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*21.5. Vypocet invariantnych faktorov

V tomto paragrafe predvedieme, ako mozno k danej matici A € K™*" zostrojit st-
stavu invariantnych faktorov. Z nej uz vieme priamo napisat racionalny kanonicky
tvar (ako aj ststavu elementarnych delitelov a primarny kanonicky tvar) tejto ma-
tice. Taktiez si ukdZeme, ako dostaneme prislusné matice prechodu. Pritom sa opéit
sustredime len na informaciu o podstatnych stvislostiach a vypoctovych postupoch,
a prislusné dokazy iba naznac¢ime alebo celkom vynechame.

Najprv si uvedomme, ze prvkami charakteristickej matice matice A € K™*" su
polynémy s koeficientmi z pola K, ¢ize A — xI € K|x|"*" je vlastne maticou nad
mnozinou K [x] vSetkych polynémov v premennej x nad polom K. Tradi¢ne sa v tejto
stvislosti miesto premennej x zvykne pouzivat premennd A a maticiam nad mnozinou
polynémov K[\ sa zvykne hovorit A-matice. Aj my sa prispésobime tejto tradicii.
Aby sme vyznadili vyskyt premennej A, budeme A-matice znacit A(A), B(\) a pod.
Kazda maticu A nad polom K mozZno zaroven povazovat za A-maticu, ktorej prvky
st konstantné polynémy; hovorime, ze A = A(\) je konstantnd \-matica. Zrejme
A-matice (pokial to dovolia ich rozmery) mozno séitat i nasobit celkom analogicky ako
matice nad polom K. Podobne ako v pripade charakteristickej matice, determinant
Stvorcovej A\-matice A(A) je vzdy polyném det A(\) € K[\].

Elementdrnou riadkovou operdciou, kratko \-ERO, na A-matici A(\) rozumieme

I. vymenu dvoch riadkov matice A(\);

II. vynésobenie niektorého riadku matice A(\) nenulovym skaldrom z pola K;

III. pripocitanie niektorého riadku matice A(\) vynasobeného fubovolnym polynd-
mom z K[| k jej inému riadku.
Celkom analogicky definujeme aj elementdrne stplpcové operdcie na A-maticiach, krat-
ko A-ESO. Dve A-matice A()), B(\) rovnakych rozmerov sa nazyvaju A-ekvivalentné,
oznacCenie A(X) ~» B()\), ak jednu z nich mozno dostat z druhej koneénym poctom
A-ERO a A-ESO. Zrejme pre kazdé m,n € N je vztah ~) naozaj ekvivalenciou na
mnozine A-matic K [\]"*".

A-matica P(\) € K[\™*" sa nazyva invertibilnd, ak existuje Q(\) € K[A™*"
taka, ze P(\)-Q(\) = I, = Q()\) - P()\). Zrejme A-matica Q(\) = P(\)™! je k danej
invertibilnej P(\) uréend jednoznacne uz jednou z oboch pozadovanych rovnosti.

Citatel by si mal sdim premysliet, ako mozno A-ERO a A\-ESO realizovat pomocou
nasobenia vhodnymi invertibilnymi A-maticami. Na zéklade toho si uz lahko pri-
sposobi postup z paragrafu 7.4 na vypodet vyrazov tvaru P(\)~1, P(A\)~1 - A()),
A()\) - P(\)~! s invertibilnou A-maticou P(\).

KItcom k vypoctu invariantnych faktorov je nasledujica veta.

21.5.1. Veta. Matice A, B € K™*™ si podobné prdve vtedy, ked ich charakteristické
A-matice A — NI, B — M\ si \-ekvivalentné; presnejsie, ak P(X\),Q(\) € K[A]"*™
st invertibilné matice také, Ze B — A\ = Q(\) - (A — \I) - P()\), tak P(\) = P,
Q()\) = Q su konstantné matice, pre ktoré plati Q = P~ a B=Q - A - P.

Ndcrt dokazu. Ak A ~ B a P € K™ " je regularna taki, ze B = P71 . A . P, tak

zrejme B — M\ = P71 . (A — \I) - P, z ¢oho uz vyplyva A — A\l ~, B — \I.
Naopak, pre A — A\I ~) B — \I existuju invertibilné A-matice P(\), Q(\) také,

7e B—X =Q()\)-(A—M\I)-P()\). Netrivalnym faktom je, Ze za tychto okolnosti uz
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P()\) = P, Q()\) = Q musia byt konstantné matice, pre ktoré navyse plati Q- P = I
aB=Q -A-P,teda A~ B.

Hovorime, ze A-matica H(\) € K[A™*" je v kanonickom tvare, ak H(\) =
diag(h1(N), ..., h,(N)) je diagonalna matica, ktorej diagonalne prvky si normované
polynémy alebo 0 a kazdy nasledujuci ¢len deli predchadzajici (pritom nulovy poly-
ném deli len nulovy polyndém a je delitelny kazdym polynémom, teda v kanonickom
tvare z h;(A) = 0 vyplyva h;(\) = 0 pre kazdé i < j).

Polyném d(\) je najvicsim spoloénym delitelom polynomov fi1(N),..., fr(N), ak
d(\) deli kazdy z polynémov f;(A) a je delitelny kazdym polynémom g(x), ktory
deli vSetky polynémy f;(\). Pripomefime, Ze minorom matice A rozumieme determi-
nant Tubovolnej Stvorcovej matice, ktord vznikne z matice A vynechanim niektorych
riadkov a stipcov.

21.5.2. Veta. Kazdd Stvorcova A\-matica A()\) je A-ekvivalentnd s jednoznacne urce-
nou A-maticou H(\) = diag(h1(A), ..., hn(X)) v kanonickom tvare. Pre jej diagondlne
proky plati

dj 1 A

0, ak dj(\) =0,
pre 1 < j < n—1, kde di()\) je najvicsi spolocny delitel vSetkych minorov rddu k
matice A(N), a ak di(\) # 0, tak je to normovany polynom.

Pozndmka. (a) Polynémy di(\), ..., d,(\) sa nazyvaju determinantové delitele \-ma-
tice A(\). Zrejme d,,(\) sa az na skaldrny nasobok rovna determinantu det A(\).

(b) Pokial je H(\) kanonickym tvarom charakteristickej matice A — NI, tak (z do6-
vodu zachovania hodnosti pri A-ERO a \-ESO) H (\) nemdze obsahovat nulové prvky
na diagonéle. Preto H(\) = diag(hi(A),...,hr()),1,...,1) a jej nekonStantné dia-
gonalne prvky tvoria ststavu invariantnych faktorov matice A.

Miesto dokazu len opiSeme algoritmus, ako najst kanonicky tvar Stvorcovej A-matice
AN = (aij()\))nxn. Jedna moznost (t4 pracnejsia) spociva vo vypocte vsetkych
minorov matice A(\) vSetkych moznych radov a ich spolo¢nych delitelov di (). Efek-
tivnejsia je uprava pomocou A-ERO a A-ESO. Klucovym faktom je pozorovanie, Ze
determinantové delitele dj () sa pri tprave A-matice A(\) pomocou \-ERO a A-ESO
nemenia.

Ak A()\) je nulova matica, sme hotovi. V opa¢nom pripade mozno vymenou riad-
kov a stlpcov zariadit, aby a,,(\) # 0. Teraz postupne dosiahneme, aby a,,(\)
delil vietky prvky v n-tom stipci i riadku. Ak napr. a;n(\) = ann(N) p(N) + r(N),
pri¢om stupen zvysku r(A) # 0 je mensi nez stupen a,,(A), odpocitame od i-teho
riadku p(\)-nasobok n-tého riadku a vymenime i-ty a n-ty riadok. Tym zakazdym
znizime stupen a,,(\). Pretoze konstantny nenulovy polyném deli kazdy polyném,
po kone¢nom pocte krokov bude a,, (\) delit vSetky prvky a;, (), an;j(A); v tej chvili
mozeme pripocitanim vhodngjch nasobkov posledného riadku resp. stipca vynulovaft
vietky prvky v poslednom stlpci aj riadku okrem a,,, (\).

Pokial a,,(A) nedeli vSetky prvky v matici, mozno opét znizit jeho stupen. Ak
totiz a;;(A) = ann(A) g¢(A) + s(N), kde zvySok s(A) # 0 méa mensi stuperl, pripo¢itame
i-ty riadok k n-tému a opit postupujeme podla predchadzajiceho odstavca.
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Po konecnom pocte krokov dosiahneme, ze a,,(\) deli vSetky polynémy v matici a
je jedinym nenulov§m prvkom v n-tom riadku i stIpci. Navyse, vynasobenim vhodnym
skaldrom mozno dosiahnut, aby to bol normovany polyném. Teraz aplikujeme rovnaky
postup na maticu tvorend prvymi n — 1 riadkami a stipcami takto upravenej matice
a postupujeme tak dlho, az kym po konecnom pocte krokov nedostaneme kanonicky
tvar.

Samozrejme, v konkrétnych pripadoch sa nemusime otrocky drzat uvedeného po-
stupu, ale mozeme vyhodne vyuzivat podobu upravovanej matice.

21.5.3. Priklad. N&ajdeme ststavu invariantnych faktorov matice

-3 9 -8 3
-1 3 -2 1 Ax4
A=10o o 1 o]k
0 0 0 1
upravou jej charakteristickej matice
—-3-A 9 -8 3
-1 33—\ =2 1
A-AL= 0 0 1-Xx 0
0 0 0 1—A

na kanonicky tvar. V prvom kroku vymenime druhy a stvrty riadok, v druhom po-
mocou jednotky na mieste (4,4) vynulujeme zvy$né prvky stvrtého riadku i stipca.
A — M je tak postupne A-ekvivalentna s A-maticami

—3-X 9 -8 3 A 3\ 2 0
0 0 0 1-2)\ 1-A A=1)(A=3) 201-A) 0
0 0 1-XA 0 A 0 0 1-Xx 0
1 3-)x -2 1 0 0 0 1

Stvrty riadok a stlpec sa pri dalsich Gpravach uz nebudi menit, preto ich jednoducho
,odpilime“. Teraz odpocitame od druhého riadku treti, potom vymenime (—1/2)-
nasobok prvého riadku s tretim. V dalSom kroku pomocou prvku 1 v pozicii (3, 3)
vynulujeme zvys$né prvky tretieho stlpca i riadku a vo vysledku vynasobime prvy
riadok dvomi a druhy Siestimi. Tym dostaneme

0 0 1- A AN — 1) IAA-1) 0
1-2 O=1DA=3) 1-A |~ [30=1D(A=2) 200—=1)@r—9) 0
A/2 3\/2 1 0 0 1

Zase odpilime treti riadok i stIpec. Od druhého stlpca odpoéitame trojnasobok prvého
a to isté urobime s riadkami. Dalej vymenime 1/6 prvého stipca s druhym. Kedze pr-
vok na mieste (2, 2) teraz deli vSetky ostatné ¢leny, mézeme pomocou neho vynulovat
zvy$ok prvého riadku i stipca a prendsobenim riadkov vhodnymi skalarmi znormovat
diagonalne ¢leny. Postupne tak dostavame

(28—_3 A(lo—)\)) A ()\(10—)\) A(i:&)m) A (AQ(AO_ Y )\21>'
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Po opétovnom pripojeni odpilenych riadkov a stlpcov mame
A — M ~y diag(A*(A —1),A —1,1,1),

pricom posledna A\-matica uz je v kanonickom tvare. Nekonstantné polynémy v nej,
t.j. A2(A—1) = A3 — A2, A — 1, tvoria ststavu invariantnych faktorov matice A. Jej
ststava elementarnych delitelov preto je A%, A — 1, A — 1. Na zaklade toho uz moézeme
napisat racionélny, priméarny i Jordanov kanonicky tvar matice A:

0100
A ~ diag(My2(y—1), Mx_1) = (1) 8 (1) 8
00 0 1
0100
~ diag (M2, Mx_1, M\_1) = 8 8 (1) 8 = diag(J2(0),1,1).
00 0 1

Vsimnite si, Ze primarny a Jordanov kanonicky tvar matice A (ndhodou) splyvaju.
Keby nam napr. vyslo

A — M ~y diag(\® = A+ 3)(A—2)%,1,1,1),

znamenalo by to, ze sustava invariantnych faktorov pozostava z jediného polynému
(A2 =X+ 3)(A —2)2 = A — 5X3 + 11A? — 16 + 12, ststava elementarnych delitelov
z dvoch polynémov A2 — X\ + 3, (A — 2)2 = A\ — 4\ + 4 a raciondlny resp. primarny
kanonicky tvar matice A je

5 1 0 0
—11 0 1 O
A= My x30-22= | 16 0 0 1
—-12 0 0 0
1 1 0 0
. -3 0 0 O
~ diag(My2_xy3, M(r_2)2) = 0 0 4 1
0 0 —4 0

KedZe polyném A2 — X\ + 3 je ireducibilny nad R (m4 dva korene (1 +iy/11)/2 € C),
JKT matice A nad R neexistuje. Jej komplexny resp. zovSeobecneny JKT (pozri
paragraf 20.3) by bol

A = diag((1+1V11)/2, (1 — iV11)/2, J2(2))
1/2  —/11/2 0

~ i 1/2 —VI1/2 V12 12 0
”dlag(‘h(\/ﬁ/z 1/2 )’J2(2)>_ 0 0o 2
0

0 0
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K tprave na kanonicky tvar vSak navyse patri nadjdenie prislusnej bazy resp. matice
prechodu. Nech teda A — A\I ~, H()), kde A-matica H()\) je v kanonickom tvare a
C = A je niektory z kanonickych tvarov (racionédlny, primarny ¢i Jordanov) matice A,
zostrojeny na zaklade H (\). Potom tiez C' — A\I ~, H(\). Preto existuju invertibilné
A-matice P;(\), Q1(N\), Py(N), Q2(N) také, ze

Q1(\) - (A=X)-Pi(\) = H(\) =Qa()\) - (C = XI) - Py(\).
V désledku toho
QN1 Qi(N) - (A= XI)-P(\) - Py(\) "t =C — )\,

takze podla vety 21.5.1 st P = Pi(\) - P,(\)7!, Q = Q2(N\)~! - Q1()\) konstantné
matice a plati Q = P~!' a C = P~!. A. P. To znamen4, Ze linedrny operator
x — A - mé v baze priestoru K" tvorenej stipcami matice P maticu v prislusnom
kanonickom tvare C.

Staci teda pri uprave A —A\I — H () pomocou A-ERO a A\-ESO zaznamenat len
stlpcové operacie rovnakymi A\-ESO na jednotkovej matici I, ¢im ziskame Py (). Dalej
treba vykonat upravu C —AI — H () (¢o vzhladom na Specidlny tvar matice C by-
va podstatne jednoduchsie) a opif zaznamenat len stlpcové operacie zodpovedajicimi
A-ESO na matici I. Tym ziskame maticu Py (). Hladana matica prechodu potom je
P = Pl()\) . PQ()\)_l.

Na ostatok si eSte uvedomme, Ze (po doplneni vynechanych tvrdeni a dokazov)
obsahuju paragrafy 21.4 a 21.5 navod na novy dokaz vety o Jordanovom kanonickom
tvare.



