22. MATICOVE FUNKCIE

V tejto kapitole najprv preskimame funkcie, ktoré mozno ziskat dosadenim matic
A € C"" do potenénych radov s komplexnymi koeficientmi, t.j. do funkeii v is-
tom zmysle blizkych polynémom. Teda na rozdiel od predchadzajicej kapitoly sa
obmedzime len na pole C vsetkych komplexnych ¢isel, pricom redlne matice i funkcie
budeme chépat ako $pecialny pripad komplexnych. NajdoleZitejsou funkciou, ktort
takto ziskame, bude exponenciala e Tubovolnej matice A € C**".

f)alej sa budeme zaoberat maticovymi funkciami redlnej premennej, pre ktoré
odvodime niektoré analogy zakladnych formul diferencialneho a integralneho poctu.
Tie sa nam budu hodit pri rieseni ststav linearnych diferencialnych rovnic. Podrob-
nejsie sa budeme venovat stustavam homogénnych rovnic s konstantnymi koeficientmi,
ktoré predstavuji vdaéntt oblast aplikacii exponencialy a Jordanovho kanonického
tvaru matic nad C.

U ditatela predpokladame zakladné znalosti z matematickej analyzy. Cast z nich
pripomenieme v poznamkach pod ¢iarou pripadne zhrnieme do ucelenych tvrdeni, na
ktoré sa budeme odvolavat. Poznamenajme, Ze k derivaciam funkcii komplexnej pre-
mennej budeme pristupovat skor algebraicky nez analyticky — v podstate vystacime
s formalnymi derivaciami polynémov a potenénych radov. To nam umozni vedome
prehliadnut isty zasadny rozdiel medzi derivaciami funkeii redlnej a komplexnej pre-
mennej.

22.1. Mocninné rady maticovej premennej

Po polynémoch najjednoduchsie realne ¢i komplexné funkcie sit definované mocnin-
nyma alebo tiez potencénymi radma, t.j. formalnymi vyrazmi tvaru

(. @)

flz) = chxk = chxk,

k=0

kde (cg)32, je lubovolnd postupnost redlnych alebo komplexnych &sel." MnoZinu viet-
kych potenénych radov v premennej = s koeficientmi z pola K budeme znacit K[[z]].
Zrejme Kl[z]] je nekoneénorozmerny vektorovy priestor nad polom K.

Pod formdlnou p-tou derivdciou potencného radu f(z) = ;- , € K[[z]] rozu-
mieme potenény rad

Fl(z) = io: k(kal) ... (kep+ Dega™™? = io: (k—klj_i’p)!ck+pxk € K|[z]];
k=p )

k=0

pre p = 1 piseme f)(z) = f'(z).

1V analyze sa uvazuji poten¢né rady 372 cp(z — w)* so stredom v Tubovolnom bode w € C.
Pre nase tcely vSak celkom postaci, ak sa obmedzime na potenéné rady so stredom w = 0.
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Kazdy potenény rad f(x) = > crz® nad R alebo C definuje predpisom f(a) =
Yo cra® (rovnako znadent) funkeiu na mnozine vietkych tych realnych alebo kom-
plexnych ¢isel a, pre ktoré uvedeny rad konverguje.? Tato mnoZina, ktort nazyvame
definiény obor alebo obor konvergencie radu f(x) a znaéime Dom(f) (z anglického
domain), je (aZ na hraniéné body) charakterizovana svojim polomerom konvergencie.

Oznaéme s = 1imsup|ck|1/k ar =351 ak0 < s < oo, resp. 1 = 00, ak s = 0,
k—o0
resp. 7 = 0, ak s = 00.® Potom r nazyvame polomerom konvergencie mocninneho radu

3" era®. Pre nas podstatné poznatky matematickej analyzy o mocninnych radoch st
zhrnuté v nasledujtcej vete.

22.1.1. Veta. Nech mocninny rad f(z) = > e, cka® € C[[2]] ma polomer konver-
gencie r. Potom pre kazdé a € C plati

(a) ak |a| < r, tak rad 3" cxa® absolitne konverguje;

(b) ak |a| > r, tak rad Y cra® diverguje.
Ak navyse r > 0, tak funkcia f je spojita na celom otvorenom kruhu {a € C; |a|] < r}
a ma tam spojité derivacie vsetkych radov dané potencénymi radmi f(p)(:zj), z ktorych
kazdy ma rovnaky polomer konvergencie ako p6vodny rad a konverguje rovnomerne
na kazdom uzavretom kruhu {a € C; |a| < ¢} pre 0 < ¢ < r.* Naopak, pre koeficienty
povodného potencného radu plati

1
Ck = Hf(k)(O).

Speciélne, ak r = oo, tak funkcia f je definovand v celej komplexnej rovine C a
ma tam vsetky ,prijemné” vlastnosti uvedené v druhej ¢asti vety. Ak r =0, tak f je
definovana v jedinom bode # = 0. Ak 0 < r < oo, tak funkcia f moze no nemusi byt
definovana aj v niektorych bodoch kruZnice {a € C; |a| = r}. Plati teda

{a € C; |a| <r} CDom(f) C{aeC; |a| <r}.

Podrobnejsi rozbor hraniénych situacii vSak presahuje ramec nasho kurzu.

Prave rovnomerna konvergencia vo vnutri definiéného oboru potenéného radu za-
bezpecuje nielen spojitost jeho stctu a derivacii, ale tiez umoznuje tento stcet de-
rivovat alebo integrovat formalnym derivovanim resp. integrovanim povodného radu

2Pre pohodlie ¢itatela pripominame, %e stcet radu >.77, ar komplexnych ¢isel je definovany
ako limita jeho ¢iastoénych stltov, t.]. (ak prijmeme dohodu, Ze sGcet radu zna¢ime rovnako ako

prislusny rad)
m

(o)
S e = i 3o
k=0 k=0
Ak tato limita existuje (a je to komplexné &islo), hovorime, Ze prislusny rad konverguje, v opatnom
pripade hovorime, ze rad diverguje. Rad Y a; konverguje absoliine, ak konverguje rad > |ay|.

3 Limes superior limsupay, postupnosti redlnych cisel (ay,) je definované ako supremum mnoZiny
vietkych hromadnych bodov tejto postupnosti. Pritom b6 € RU{—00, 0} je hromadny bod postupnosti
(ap), ak existuje z nej vybrana podpostupnost (ay, ), kde (k) je rastica postupnost prirodzenych
cisel, takd, ze limy . o ap,, =b.

*Funkcionalny rad 377, gi(z) konverguje rovnomerne na mnozine X C C k funkcii g(z), ak
(Ve > 0)(Tmo)(Vm > mo) (Ve € X) (|37, gr(2) — g(x)| < e). Vo vieobecnosti sii¢et konvergent-
ného funkcionalneho radu funkcii spojitych na mnozine X nemusi byt spojita funkcia na X. Ak vsak
rad konverguje k svojmu stétu na tejto mnoZine rovnomerne, tak aj jeho stcet je spojitd funkcia
na X.



22. MATICOVE FUNKCIE 3

¢len za ¢lenom. Vo vnutri kruhu konvergencie tak nemusime rozlisovat medzi radom
a funkciou definovanou jeho stc¢tom, a rovnako ani medzi p-tou formalnou derivaciou
radu a p-tou derivaciou tejto funkcie.

Formalne mo#no do mocninného radu f(z) = Y 1o, cxa® dosadif za premennt x
nielen realne & komplexné éislo, ale aj ITubovolnt $tvorcova maticu A = (@i )nxn
nad R alebo C. Aby sme vSak mohli blizsie preskiimat maticové funkcie, ktoré takto
dostaneme, musime si najprv ujasnit niektoré zakladné otazky tykajice sa konvergen-
cie postupnosti a radov komplexnych matic.

Konvergenciu postupnosts matic definujeme po zlozkach. Teda postupnost matic
(A2, kde A = (ag;;) € C™*™, konverguje k matici A = (a;5) € C™*", ak pre
vietky ¢« < m, j < n postupnost (agi; )32, konverguje k prvku a;;, ¢ize kh_}rrolo Qij = Q5.
V takom pripade piseme

lim Ap = A.
k—o0

V dosledku spojitosti séitania a nasobenia v poli C mozno pre siéty a stuéiny kon-
vergentnych maticovych postupnosti (Ay), (By ) vhodnych rozmerov dokazat obdobné
vztahy ako pre ¢iselné postupnosti:

lim (Ak + Bk) = lim Ay + lim By,
k—o0 k—oo k—o0
lim (Ay - By) = lim Ay - lim By.
k—o0 k—o0 k—o0
Tieto pravidla nam umoznuja pocitat s limitami maticovych postupnosti do znacne;j
miery podobne ako s limitami ¢iselnych postupnosti.
Stiéet maticového radu > -, Ak, kde (Af)72, je nejakd postupnost komplexnych

matic rovnakého rozmeru m x n, potom definujeme ako limitu postupnosti jeho ¢ias-
toénych stuctov, t.].

i Ay = lim zp: Ay,
k=0 pee k=0

samozrejme, ak uvedend limita (t.j. matica A € C™*" prislusnych vlastnosti) exis-
tuje. V takom pripade hovorime, Ze maticovy rad > Ay konverguje, v opacnom pri-
pade hovorime, ze diverguje.

Dosadenim konkrétnej matice A € C"*" do mocninného radu f(z) = Y 7o cpa®
tak dostaneme maticovy rad > ;- cr A¥, ktorého stéet je definovany ako limita

(. @) m

flA) =) e Af = lim > e A*

postupnosti hodndt f,,,(A) polynémov fn,(z) = >, ckz® pre maticu A. Defini¢nym
oborom takejto funkcie f je mnoZina tych matic A € C"*", pre ktoré uvedeny rad,
t.j. postupnost (fm(A)>, konverguje. Tato mnoZinu (pri pevnom n) budeme znadif
Domy(f).

Limitnym prechodom pre m — oo dostavame z vysledkov 21.1.1-3 obdobné tvrde-
nia aj pre maticové potencéné rady.
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22.1.2. Tvrdenie. Nech f(x) € C[[z]], A, P € C**", pricom P je reguldarna. Potom
A € Dom,(f) préve vtedy, ked P - A - P~1 € Dom,(f), a v tom pripade plat{

f(P-A-P")=P fA)- P

22.1.3. Désledok. Nech f(z) € C[[z]], A, B € C"*", pricom A ~ B. Potom
A € Dom,(f) préve vtedy, ked B € Dom,(f), a v tom pripade f(A) ~ f(B).

22.1.4. Lema. Nech f(z) € C[z]], Ay € C*™, ..., A, € C"»*" . Potom

diag(Ay,...,A,) € Dom(f) prave vtedy, ked A; € Dom,,(f) pre kazdé j < p, a
v tom pripade plati

f(diag(Ay, ..., A,)) = diag(F(A1),.... f(A,)).

Lubovolny polyném, ktory anuluje maticu A € C"*™, nam umoziuje zjednodusit
stupeii m. Pomocou neho mono totiz vietky mocniny A*, k > m, vyjadrif ako
hodnoty polynémov stupiia < m pre maticu A (porovnajte s prikladom 21.1.5). Naj-
vyhodnejsi na ten Géel preto je minimalny polyném matice A. Ak totiz pa(x) =

a™ <:>Z:;n:1 djz™™I, tak A™ =" d;A™ 7. Potom

i=1

AR =N g gmed,

J=1

kde koeficienty d;k) mozno vypocitat z rekurentného vztahu

0 k+1 k k
4 = d;, dMY = dyd? - al

1

pricom pre j > m definitoricky kladieme d;k) = (0. Ak teda oznacime
1/,(4]6)(:1?) = dgk)xm—l NI dff)_lx + d%ﬂ) _ Z d;k)xm_j,
=1

tak vsetky tieto polynémy maji stupen < m a pre A € Dom,(f) plati

(. @)

f(A) = ZCkAk =col +...+ cm_114m_1 + ZCM—I—kVXC)(A)-

Doplnenie vynechanych detailov prenechavame ¢itatelovi ako cvicenie.

Iny sposob vypoétu potenéného radu f(A) = > cx A, pri ktorom zarovenr mozno
rozhodnit otazku, é¢i A € Dom,(f), sa zakladda na znalosti Jordanovho kanonic-
kého tvaru matice A € C"*". Kedze pole C je algebraicky uzavreté, existuje matica
J = diag(Jnl(/\l), . .,an(/\p)> € C"*" v JKT a regularna matica P € C"*" také,
7e A= P-J.P7! Vdaka tvrdeniu 22.1.2 a leme 22.1.4 potom

A € Dom,(f) & J € Dom,(f) < (Vi< p)(Jn:(\i) € Domy,(f)),
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a — podobne ako pre polynémy — v tom pripade plati

FA) =P f(J)- P~ = P-diag(f(Ju,(M))s- -5 F(Tn, (A)) - P

Tym sme otazku konvergencie potenénych radov pre vseobecné matice A € C"*"
zredukovali na otazku konvergencie takychto radov pre Jordanove bunky J,(A), kde
AeC

Pouzitim viet 22.1.1, 21.1.8 a limitnym prechodom m — oo na postupnost ¢ias-
totnych stétov fr,(z) =Y 1, crx®, umornenym rovnomernou konvergenciou, dosta-
vame

22.1.5. Veta. Nech f(x) = > 1o, cka® € C[[z]] je potenény rad s polomerom kon-
vergencie r a J,(\) je komplexna Jordanova bunka. Potom plati

(a) ak |A| < r, tak Jp(A) € Dom,(f);

(b) ak |A| > r, tak J,(\) ¢ Dom,(f).
V pripade (a) navyse plat{

FO) ') i
0 fN) o GEmfTY0
0 0 o f(N)

K hraniénému pripadu |A| = r poznamenajme len tolko, Ze rad f(Jn(/\)> konverguje
prave vtedy, ked konverguje rad f("~()\). Potom konverguji i vietky ostatné rady
f(j)(/\), 0 <5 <n<&l, avyssie uvedeny vzorec zostava v platnosti.

Vzorec pre f(Jn(/\)> je cenny najma vtedy, ked mame k dispozicii kompaktnii for-
mulu pre funkciu f, z ktorej vieme priamo vypocitat aj jej derivacie. Taktiez ho mozno
pouzit na definiciu hodnot f(Jn(/\)> a] pre iné funkcie, nez len dané potenénymi
radmi. Stac¢i, aby funkcia f mala v bode A vsetky derivacie az do radu n<1. V dalom
kroku mozno definiciu f(A) rozsirit na vietky matice A € C"*" za predpokladu, ze
ich spektrum splna isth podmienku, ktorti presnejsie sformulujeme v cviceniach.

Spektrilnym polomerom komplexnej (a tym i redlnej) Stvorcovej matice A nazy-
vame maximum absolitnych hodnot jej vlastnych éisel, t.j. ¢islo

p(A) = max{|\|; A € Spec A}.

Zrejme p(A) > 0 je realne éislo a pre A # 0 je p(A) > 0.
Otazku konvergencie potenénych radov pre vseobecné matice mozno vyjasnit na
zéklade vztahu medzi polomerom konvergencie radu a spektralnym polomerom mati-

ce. KedZe kazda komplexnd stvorcova matica je podobna s maticou v JKT, z tvrdeni
22.1.2, 22.1.4 a 22.1.5 vyplyva

22.1.6. Veta. Nech f(z) = > cxa® € C[[z]] je potenény rad s polomerom konver-
gencie r. Potom pre Iubovolnii maticu A € C"*" plati

(a) ak p(A) <r, tak A € Dom,(f);

(b) ak p(A) > r, tak A ¢ Dom,(f).
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22.1.7. Priklad. Funkcie (1)~ (1+2)7! moZno pre |z]| < 1 vyjadrit Mac Lauri-

novymi radmi
>0

S 1
= ok —— =) (et
k=0 T k=0

s rovnakym polomerom konvergencie r = 1. Preto i maticové rady Y A%, Y (&1)k Ak
konverguj pre kazdé A € C"*", p(A) < 1, a plati

ZA’“ (I =A)™! i<:>1 AR = (I + A)™!
k=0

Rad Y~ A% = (I & A)~! sa tiez zvykne nazyvat von Neumannovym radom matice A.

22.1.8. Priklad. Funkcie In(1<2), In(14 2) moZno pre |z| < 1 rozvinat do Mac Lau-
rinovych radov

In(l ex) = i% n(l+ x) io:
k=1 k=1

opat s polomerom konvergencie r = 1, ktoré sme ziskali z radov pre (142) ™! formalnou
integraciou ¢len po ¢lene a vyuzitim rovnosti In1 = 0. Uvedené rady teda mozeme
pouzit na definiciu funkcii

Mg

lIA — IA
(I =A) kz::k +

k=1

pre A € C"*" p(A) < 1.
Uvedomme si, ze Spec (A <1I) = {A<1; A € Spec A}, a dosadme do druhého radu
maticu A <1 miesto matice A. Maticovy rad

In A= i %(A eI,

ktory takto dostaneme, konverguje pre vietky A € C*"*" také, Ze |A &1 < 1 pre
kazdé A € Spec A; pre takéto matice ho teda mozno pouzit na definiciu funkcie In A.

22.2. Exponenciala matice

Vari najdolezitejsou funkciou v matematickej analyze je exponenciala e®, ktort mozno
pre kazdé = € C definovat potenénym radom

o k
T'—expx v
e’ = = —.
=), !
k=0

Z uvedeného rozvoja uz mozno odvodit vsetky dolezité vlastnosti exponencialnej
. 7 7 v 7’ l
funkcie, vratane klti¢ového vztahu (ex> =e".
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S exponencialnou funkciou tzko stvisia daldie dve funkcie, kosinus a sinus, ktoré
je pre nase tcely najvyhodnejsie definovat pre kazdé x € C mocninnymi radmi
> k > k
&1 . <1
S, P S
(2k +1)!

k=0

Presvedcte sa samostatne, ze polomer konvergencie vsetkych troch uvedenych radov
jer =oo.
To nam umoznuje definovat exponencialu, kosinus a sinus pre Iubovolnii maticu

A e Crxn.

1
e? =exp A= ZHAIC’
k=0
= (<1 = 1
cos A = (Z;)' 2k, sin A = 2(;:} )1 ' 2k+1
2. (2h) 2k +1)

Jednoduchym vypoctom mozno overit maticové zovseobecnenie slavneho Fulerovho
vztahu ' = cosx +isinz.

22.2.1. Tvrdenie. Pre [ubovolniti maticu A € C*"*" plati

4 = cos A +isin A.

Dokaz. Séitanim zvlast cez parne a neparne ¢leny radu dostaneme

iA 2k+1
= — 7A
=2 i -y =) +Z GRS
k=0 k:O
o - (e1)* 2% | S (1) 2k41 _ .o
_Z (Qk)!A —I_IZWA = cos A +1sin A.

k=0

Znamy vztah e®TY = e e¥ ma tieZ maticové zovieobecnenie.
22.2.2. Tvrdenie. Ak matice A, B € C"*" komutuju, tak

eATB — A B

k!

Dokaz. S pouzitim rovnosti (f) = =1 @ binomickej vety (lema 21.1.6) postupnymi

Upravami vypocitame

! 1Y
i=0 j=0 J k=0 i+j=Fk v
N k! 7 N k! N
k=0 7=0 k=0

Ak matice A, B € C"*" komutuji, tak komutuji aj matice A, iB. Z tvrdeni
22.2.1, 22.2.2 tak dostavame
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22.2.3. Dosledok. Ak matice A, B € R™™" komutuju, tak
eATIB _ eA(cos B +isin B),

pricom e?, cos B,sin B € R"*™,

Uvedomte si, ze pre nulovi maticu 0,, , = diag(0,...,0) podla lemy 21.1.4 plati
exp 0, , = diag(e’,...,e’) = I,,. Kedze kazd4 stvorcové matica A komutuje s maticou
<A, 7 tvrdenia 22.2.2 okamZite vyplyva dalsi dosledok.

22.2.4. Désledok. Exponenciila e Iubovolnej matice A € C**" je reguldrna a
plati

(eA)_1 —e 4.

KIi¢om k vypoétu exponencialy matice je opat znalost exponencialy Jordanovych
buniek. Vdaka rovnosti (e®)" = e podla vety 22.1.5 dostéavame

22.2.5. Tvrdenie. Pren > 1, A\ € C plati

A e et 1 1
S T D Y Lo (n—1)!
0 A L. L' 0 1 ce %
exp Jp(A) = ¢ (=2 | = o ( .2)' et
0 0 e.>\ 0 O 1

Na zaver este zaznamename jeden uzitoény a zaujimavy vztah, umoznujici jedno-
duchy vypocet determinantu exponencidly matice len na zaklade jej stopy.

22.2.6. Veta. (Liouvilleova formula) Pre lubovolnt maticu A € C**" plat{

deted =™ 4 |

Dokaz. Pre J = diag(Jnl(/\l) - an(/\p)> podla lemy 22.1.4 mame
el = diag(exp Jn (A1), ..., exp an(/\p)>.
Takze v dosledku tvrdenia 22.2.5 plati
dete? = (M) .. (M) =exp(ni A + ...+ npd,) =7
Nech teraz J ~ A je JKT matice A. Podla dosledku 22.1.3 plati e ~ /. KedZe
podobné matice maji rovnaky determinant aj stopu (pozri dosledok 18.1.4), z prve]
casti dokazu vyplyva

deted = dete? ="/ —etr4 |

Kedze det e = e'"4 =£ (), dostavame tak iny dokaz regularity matice e?.
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22.3. Maticové a vektorové funkcie realnej premennej

Funkciu &: 5 — C*, resp. : S — R", kde § C R, budeme nazyvat kompleznou
resp. redlnou vektorovou funkciou redlne; premennej. Takato funkcia sa prirodzene
rozpada na n zloziek, t.j. skaldrnych funkcit z;: S — C resp. z;: S — R takych,
ve ®(t) = (21(t),...,2.(t))T pre kazdé t € S. Podobne funkciu X: § — Cm*n"
resp. X : § — R™*" nazyvame komplexnou resp. redlnou maticovou funkciouw redlney
premennej na mnozine S C R. I takito funkciu mozno rozlozit na mn skaldrnych
zloziek x;;: S — C, resp. x;;: S — R takych, Ze pre kazdé ¢t € S plati X(t) =
<$Z‘]‘(t)> s Lrejme vektorové funkeie mozno chapat ako specialny pripad maticovych
a realne ako $pecialny pripad komplexnych.?

Maticovd funkeia X = (x;;) je spojita v bode ty svojho definiéného oboru S,
pripadne na mnozine N C S, ak kazda z jej zloziek x;; ma uvedent vlastnost.

Predpokladajme, Ze maticova funkcia X je definovana v nejakom okoli N bodu tg,
t.j. vietky jej zlozky x;; st definované na N. Hovorime, Zze X ma derivaciu v bode g,
ak vsetky zlozky x;; maju v bode ¢y (koneéntt) derivaciu. Derivaciu funkeie X v bode
ty znacime

" " )an \ pripadne X'(to)

Niekedy, najma pri typickej interpretacii premennej t ako ¢asu, sa tiez pouziva od
Newtona pochédzajice oznacenie X(to) = (:i:ij(to)> . Vyssie derivacie (ak exis-
tuj) znacime d* X / dt*, pripadne X *).

Nasledujtce maticové zovseobecnenia pravidiel pre derivaciu linearnej kombinacie
a sucéinu maticovych funkeii, resp. pre kompoziciu skalarnej a maticovej funkcie mozno
overit priamym vypoctom.

mxn

22.3.1 Tvrdenie. Nech maticové funkcie X, Y : 5 — C"*" Z: S5 — C"P maju
derivacie v bode ty € S a a,b € C. Potom aj funkcie aX + bY = (ax;j + byi; )mxns

X . Z = <E] J}Z]Z]k) majﬁ derivécie \% bode to a p]atl’
mxp

(aX +bY ) () = aX'(to) + bY ' (#o)
(X -Z)(to) = X'(to)- Z(to)+ X(to) - Z'(to).

Nech navyse realna skalarna funkcia g je definovana v okoli bodu sy a ma v nom
(konecmi) deriviciu, pricom ¢(sg) = to. Potom aj funkcia X 0 g = (2;; 0 ¢)mxn ma
v bode sy derivaciu

(X 0g)(s0) = X'(t0)g'(50)-

> Pripomeiime, %e komplexnt funkciu g: S — C realnej premennej ¢t € S C R mo#no jednoznaéne
rozlozit na tvar g(t) = g1(¢) +1ig2(¢), kde g1, = Reg, g2 = Im g st funkcie S — R. Potom g je spojit4
v bode ty € S prave vtedy, ked g1 aj g2 st spojité v tg. Podobne a] derivéicia a integral st definované
po zlozkach: ¢'(ty) existuje prave vtedy, ked existujii ¢ (o) a g5 (to), pri¢om ¢’ (t0) = ¢/ (to)+1g5(to);
pre spojita ¢: {a, b) — C kladieme ff g(t) dt = ff g1(t)dt + 1f(f g2 (1) dt.
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22.3.2. Do6sledok. Nech maticova funkcia X : § — R"*" je definovana v okoli bodu
to a ma tam derivaciu. Potom pre kazdé k € N aj maticova funkcia X* ma v bode tg
derivaciu

ka(to)_ b k—j ' j—1
T_;X (to) - X'(to) - X7 (to).

Ak navyse matice X (ty) a X'(to) komutuji, tak

dX*(tg)

@ EX 7 (t0) - X' (to) = kX (to) - X5 (t0).

Dokaz indukciou cez k.

22.3.3. Tvrdenie. Nech potenény rad f(z) = oo, cxa® € C[[z]] m4 polomer kon-
vergencie r > 0. Nech dalej maticova funkcia X : S — C"*" je definovana v okoli
bodu ty € S a ma v 1tom derivaciu, pricom matice X(to) a X'(tg) komutuji. Ak
p(X(tg)) < r, tak funkcia f(X) = fo X je definovana v nejakom okoli bodu ty a ma
v nom derivaciu

FIX) (to) = (f 0 X)'(to) = f'(X(to)) - X'(to) = X'(to) - f'(X(t0)).

V dokaze pouzijeme niekolko argumentov z matematickej analyzy. éitatel’ovi, ktorému
vela nehovoria, odporti¢ame prejst priamo k vypoctu.

Z existencie derivacie X'(tg) vyplyva spojitost funkecie X v nejakom okoli N bodu
to. Zo spojitej zavislosti koeficientov charakteristického polynému na prvkoch matice
ako aj korenov polynému na koeficientoch zasa vyplyva existencia okolia S C N
bodu ty a éisla ¢ > 0 takych, ze p(X(t)) < ¢ < r pre t € S. Oznaéme f,(z) =
S, ek, Vdaka rovnomernej konvergencii radu f(X (t)) = > ¢, X (#)* na mnozine
S a s pouzitim pravidiel z 22.3.1, 22.3.2 dostavame

FX) (o) = Tim fu(X) () = lim 3 e 210
= lim_ D ke XFN(to) - X' (to) = £/ (X (t0)) - X' (to).

KedZe za uvedeného predpokladu komutuji aj X'(#) a f’(X(t0)>, plati 1 druhd
rovnost.

7 faktu, ze matica At vidy komutuje s maticou (At)' = A, ako aj s maticami e’

cos At, sin At, na zaklade prave dokazanej vety okamzite vyplyva

22.3.4. Désledok. Nech A € R"*"™ je pevne zvolena matica. Potom maticové funkcie
et cos At, sin At si definované pre kazdé t € R a pre ich derivacie plati

(eAt>/ = A.efl, (cos At)l = <A - sin At, (sin At)l = A - cos At.
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Urcity integrdl spojitej maticovej funkcie X: S — C™*™ na intervale® S C R
definujeme pre s, € S opat po zlozkach:

/: X(r)dr = (/::z;ij(r)dr>mxn

Prenechéame ¢itatelovi, aby si samostatne premyslel, Ze takto definovany uréity integral
splyva s limitou maticovych integralnych stctov

t
/ X(7)dr = lim ZX (s + jdi)dy,

k—oo

kde dp = (t &3)/k.

Nasledujtice tvrdenie o ,maticovej linearite® sprava i zlava a mnozinovej aditivnosti
ur¢itého integralu je priamym zovseobecnenim analogickych pravidiel pre integrél
skalarnych funkeii.

22.3.5. Tvrdenie. Nech X,Y : S — C™*" st spojité maticové funkcie na intervale
SCR,s,t,ueSaA BeCH>m C,DecC"™. Potom

/t<A'X(T)'C‘|—B'Y(T)'D>dT:

(/X >C+B</Y d>.p,
/X dT—I—/XTdT_/X

Speciélne pre skalary a,b € C a s,t € S plati

/:(aX( )+ Y (7 /X dr+b/Y
/ttX(T)dT:o, /SX(T)dT:@/t X(r)dr

Derivacia a uré¢ity integral ako funkcia hornej medze st opat zviazané maticovym
zovseobecnenim Newtonovej-Leibnizove] formuly, ako aj vyjadrenim urcitého integ-
ralu rozdielom primitivnej funkcie hornej a dolnej medze. Inak povedané, ide o na-
vzajom inverzné operacie v rovnakom zmysle ako v jednorozmernom pripade.

22.3.6. Tvrdenie. Nech X: S — C™*" je spojita maticova funkcia na intervale
SCRas,teS. Potom

a4 rt
&/3 X(r)dr = X(1).

Ak X navySe ma na S spojitu derivaciu X', tak
1
/ X'(r)dr = X(t) &X(s).
8
fDohodneme sa, e pod intervalom budeme odteraz vidy rozumief netrividlny interval — & u¥

ohrani¢eny alebo neohraniceny, — t.j. lubovoln podmnoZinu S C R, ktora obsahuje asponi dva body
a splha podmienku (Va,b € S)(Vz € R)(a <z <b = z € 85).
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22.4. Sustavy linearnych diferencialnych rovnic

Paragraf 22.2 sme zacali vyzdvihnutim exponencialy e® ako ,vari najdolezitejsej fun-
kcie v matematickej analyze®. Jeden z dovodov takéhoto hodnotenia sme uz naznacili
v priklade 18.5.1 — kazdé riesenie diferencialnej rovnice

dr _
dt

azx,

kde a € C, méa tvar funkcie z(t) = ge® redlnej premennej t, kde ¢ € C je lubovolna
konstanta. Tto mozno urcit, ak mame navyse predpisant i pociatoénit podmienku,
t.j. hodnotu x(#g) = ¢ € C v nejakom bode t; € R, — vtedy riesenie nadobida tvar

x(t) = cett=t) — gt
kde ¢ = ce™ ", Riesenia zloZitejsich diferencidlnych rovnic sa preto ¢asto zostavujii
vhodnymi kombinaciami funkeii e*!, pripadne funkeii cos at, sin at, pre rozne a, ktoré
vsak s exponencialnymi funkciami tesne suvisia prostrednictvom Eulerovho vztahu.

Uvedeny tvar riesenia mozno priamo zovseobecnit aj na pripad, ked a: S — C je
Iubovolna spojita funkcia, definovana na nejakom intervale S C R, a nielen konstanta.

Vtedy t
(1) = x(to) exp (/t a(r)dr),

pre to,t € 5.V tomto paragrafe preskiimame viacrozmerny analog podobnej situacie.
Sustavou linedrnych diferencialnych rovnic, pripadne vektorovou linedrnou diferen-
cialnou rovicou nazyvame formulu tvaru

' =A-x + b,

kde A: S — C"™ " resp. b: S — C" je spojita maticova resp. vektorova funkcia na
nejakom intervale S C R. Riefenim takejto sustavy rozumieme lubovolni funkciu
x: S — C", ktord ma na S spojitt derivaciu a pre kazdé t € S plati

(V pripadnych krajnych bodoch intervalu sa pod derivaciou mysli derivacia sprava
resp. zlava.) Takato ststava byva ¢asto doplnend o pociatoéni. podmienku

x(ty) = ¢,

ktora predpisuje hodnotu ¢ € C" funkcie ® v niektorom pevnom bode ¢ty € S. V takom
pripade hovorime o pociatocne; ulohe. V kurze obycajnych diferencialnych rovnic sa
zvykne dokazovat nasledujiica veta o existencii a jednoznacnosti jej rieSenia.

22.4.1. Veta. Nech S C R je interval, A: S — C"*" resp. b: S — C" je spojita
maticova resp. vektorova funkcia na S, tg € S a ¢ € C". Potom existuje prave jedno
riesenie pociatocnej tilohy

' =A -z +b, x(ty) = c.
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Poznamka. (a) Kedze C"*™ je vektorovy priestor nad C a nasobenie pevnou maticou
A € C"™ (& uz zlava alebo sprava) je linedrne zobrazenie C"*" — C"*" | do ramca
vektorovych linearnych diferencialnych rovnic zapadaja aj maticove linearne diferen-
cidlne rovnice tvaru X' = A-X + B,resp. X' = X-A + B, kde A,B: § — C"*"
su spojité maticové funkcie na nejakom intervale S C R, pripadne doplnené pociatoc-
nou podmienkou X(tg) = C, pre ty € S, C € C**". Citatel si iste Tahko sformuluje
pojem riesenia takejto pociatoénej tlohy. Taktiez veta 22.4.1 zostava s minimalnymi
typografickymi tpravami v platnosti aj pre takéto rovnice.
(b) Linedrnu (jednorozmerni) diferencidlnu rovnicu n-t€ho rddu

M ea "D & sa,_ 17 Sapr = b,

kde ay,...,a,,b: S — C st spojité funkcie, mozno substitticiou z = z,, previest na
stistavu n linearnych diferencidlnych rovnic ) = ajay + ... apay + b, b = a1, ...

=2, 1, tj & =A-x + b, kde

7

Y

ar(t) ... an—1(t) an(t) b(t)
1 e 0 0 0
A(t) = : i : : , b(t) =b(t)ey = :
0 e 1 0 0
Pri uvedenej substitiicii totiz pre 1 < i < n plati z; = 29, Vsimnite si, Ze pri

pevnom t je A(t) = Mth transponovana matica k pridruzenej matici normovaného
polynému ¢;(x) = 2™ a;(t)2" ! &... Sa,_1(t)x San(t) (pozri paragraf 21.2).

Vetu 22.4.1. mozno tiez interpretovat nasledujicim sposobom. Podobne ako u sa-
stav linedrnych (algebraickych) rovnic, aj tento raz lahko nahliadneme, ze vsetky
riesenia homogeénnej sustavy linedrnych diferencialnych rovnic

=A =«

tvoria linedrny podpriestor vektorového priestoru C1) (S, C™) vietkych spojito diferen-
covatelnych funkcii § — C". RieSenia povodnej nehomogénnej ststavy potom tvoria
afinny podpriestor v C(l)(S, C"), ktorého zameranim je podpriestor rieSeni homogén-
nej sustavy. Veta 22.4.1 okrem iného hovori, ze dimenzia oboch priestorov rieseni je n.
V pripade homogénnej ststavy je totiz pre pevné ty € S priradenim @ — @(tg) defi-
novany linearny izomorfizmus medzi priestorom jej rieseni a C". Na popis priestoru
vsetkych rieseni homogénnej sustavy teda staci najst nejaka jeho bazu — v tomto
pripade sa jej hovori fundamentalny system rieseni. Tak(ito bazu tvori fubovolnych n
linedrne nezavislych rieSeni @1, . . ., &,, t.]. takych, ze vektory @1(tg),...,&,(to) € C*
st linearne nezéavislé pre nejaké to € S; potom uz vektory @1(t),..., @, () st linearne
nezavislé pre kazdé t € S. Priestor vsetkych rieseni nehomogénnej ststavy je tak
plne uréeny (lubovolnym) jej jedinym rieSenim a fundamentalnym systémom rieseni
homogénnej ststavy.

Maticova funkcia F': S — C" <™ ktore] stipce tvoria fundamentalny systém rieseni
sustavy @' = A - @, sa nazyva fundamentdlna matica tejto sustavy. Z pred chvilou
vykonanych tivah vyplyva, Ze spojita maticova funkcia F': § — C"*" je fundamental-
nou maticou stustavy &' = A - @ prave vtedy, ked matica F(t) je regulédrna pre kazdé
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t € S (na ¢o staéi overit jej regularitu v jedinom Iubovolnom bode ty € S) a vyhovuje
maticovej diferencidlnej rovnici X' = A - X, t.]. pre kazdé t € S plati

7z toho uz vyplyva aj spojitost maticovej funkcie F': S — C"*".
Za predpokladu, Ze pozname nejaki fundamentalnu maticu ststavy, uz nie je tazké
napisat explicitny tvar rieSenia prislusnej poéiatoénej tlohy.

22.4.2. Veta. Nech F je fundamentéalna matica ststavy &' = A - @. Potom

(a) riesenie homogénnej pociatocnej ulohy @' = A - @, ®(ty) = ¢ ma tvar
x(t)=F(t) - F(ty)" ' - c;
(b) Riesenie nehomogénnej pociatocnej tlohy ®'(t) = A-x + b, ®(ty) = ¢ ma tvar
t
x(t)=F(t) - F(ty) ' -c + / F(t)- F(s)™ - b(s)ds.
to
Dokaz. Obe postulované riesenia su zrejme spojité a vyhovuji pociatoénej podmienke.
(a) V homogénnom pripade plati
' (t)=F'(t) - F(to) " -e= A(t)- F(t)- F(to)™' -c = A(t) - (1),

z ¢oho vyplyva aj spojitost derivacie @'(t).
(b) V nehomogénnom pripade staci overit, Ze druhy séitanec

y(t):F(t)-/t F(s)™" - b(s)ds

vyrazu pre (1) je rieSenim ststavy. Ako uz vieme, prvy séitanec je totiz riesenim ho-
mogénnej sustavy. S pouzitim pravidla pre deriviaciu st¢inu a Newtonovej-Leibnizove]j
formuly z tvrdeni 22.3.1 resp. 22.3.6 vypocitame

= A(t)-F(t)- [ F(s)™" - b(s)ds + b(t) = A(t) - y(t) + b(t).

to

Vidime, Ze i funkcia y' je spojitd a y vyhovuje prislusnej rovnici.
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Poznamka. Vzorec pre riesenie nehomogénnej stustavy sa odvodzuje tzv. Lagrangeovou
metodou varidcie konstdnt tak, Ze vo vzorci pre riesenie homogénnej sustavy na-
hradime konstatny vektor e vektorovou funkciou ¢: S — C". Dosadenim rieSenia
x(t) = F(t) - q(t) do nehomogénnej poéiatoénej tlohy nakoniec dospejeme k tvaru

q(t)=F(ty)™ e + [, F(s)™'-b(s)ds.

Vo vseobecnosti nevieme vyjadrif fundamentalnu maticu ststavy &' = A-@ rozum-
nym sposobom pomocou maticovej funkcie A: S — C"*". Za istych dodatoénych
predpokladov si vSak dokazeme poradit. Pre s,t € S ozna¢me

Ea(t,s) = exp (/t A(T)dT).

Lahko nahliadneme, %e E4(t,t) = I pre kazdé t € S.
Hovorime, Ze maticova funkcia A: S — C"*" je komutujica, ak matice A(s), A(t)
komutuji pre vsetky s,t € S.

22.4.3. Veta. Nech A: S — C"™*" je spojita komutujiica maticova funkcia na inter-
vale S C R. Potom pre Iubovolné pevné ty € S je

F(t)=FE4(t,ty),

uvazovana ako funkcia premennej t € S, fundamentalna matica ststavy ' = A - .

Dokaz. Uréity integral f; A(7)dr splyva s limitou integralnych stiétov

k
lim )" A(s + jdi)dx.

k—oo

J=1

kde d = (t<s)/k. Kedze vsetky uvazované séitance komutujt s kazdou maticou A(u),
u € S, limitnym prechodom dostaneme, ze fubovolné dve z matic A(t), fst A(r)dr,

ftu A(7)dr tieZ komutuji. Preto podla tvrdenia 22.2.2 plati

U t
Ea(u,t)-Ea(t,s) = exp(/ A(r)dr + / A(T) dT) = Fa(u,s).
t £
Z toho uz vyplyva, ze matica F4(t,s) je vidy regularna s inverznou maticou
EA(tv 8)_1 = EA(Sv t)‘
Pomocou tvrdeni 22.3.3 a 22.3.6 mo6zeme pocitat

F'(t) = d—dtexp< t: A(T)dT) - d-i(/t: A(T)dT) - exp (/tt A(T)dT)
= A(t)- Ea(t,ty) = A(t) - F(2).
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22.4.4. Dosledok. Pre spojiti komutujicu maticovi funkciu A: S — C"*" plati:
(a) riesenie homogénnej pociatocnej ulohy @' = A - @, ®(ty) = ¢ ma tvar

x(t) = Fa(t,ty)-c;

(b) riesenie nehomogénnej pociatocnej tlohy ®'(t) = A-a 4+ b, ®(ty) = ¢ m4 tvar

x(t) = Ea(t,ty) - ¢ + /t Ea(t,s) b(s)ds.

I v takom $pecidlnom pripade sme v rieseni sustav linearnych diferencialnych rovnic
stale iba na pol ceste. Nieto iné je totiz napisat pekné vSeobecné vzorce pre ich
rieSenie (dosledne vzaté, zaviest pren len isté vhodné oznacenie) a niefo iné néjst
rieSenia konkrétnych ststav. To si vyzaduje vypoéitat maticové funkcie E4(t,tg) a
ftto EA(t,s) - b(s)ds pre rozne typy komutujicich maticovych funkeii A(t) a vek-
torovych funkeii b(t). Také nie¢o vSak vieme len v uréitych pripadoch. Tym naj-
jednoduchsim, no velmi doleZzitym, ked A je konstantna funkcia, sa budeme podrobnej-
sie zaoberat v nasledujicom paragrafe, ¢im nas vylet do sveta diferencialnych rovnic
zakoncime.

22.5. Autonémne sustavy

Hovorime, Ze sustava linedrnych diferencidlnych rovnic ® = A-x + b je autonomna,
pripadne sustava s konstantnymi koeficientams, ak A € C"*™, t.j. A je konstantna
funkeia, a b: § — C" je spojita vektorova funkeia na intervale S C R.

KedZe konstantna maticova funckia A je automaticky spojita a komutujtca, fun-
damentalna matica homogénnej autonémne;j stistavy &' = A - & je podla vety 22.4.3
dana formulou

t
F(t)= Ea(t,ty) =exp (/ AT d7->: eA(t—to)7
to

pre lubovolné pevné ¢ty € R a premenné t € R. Speciélne je fundamentalnou maticou
takejto ststavy funkcia

F(t) = At
K tomuto zaveru mozno dojst aj priamo na zaklade dosledku 22.3.4. Z dosledku 22.4.4
vyplyva
22.5.1. Veta. Nech A € C"*"  b: S — C" je spojita vektorova funkcia na intervale

SCR,tye S aceC". Potom
(a) riesenie homogénnej pociatocnej ulohy @' = A - @, ®(ty) = ¢ ma tvar

x(t) = eAlt=to) ¢

(b) riesenie nehomogénnej pociatocnej ilohy ®'(t) = A - + b, (ty) = ¢ mé& tvar

t
x(t) = eAll=to) o 1 / eAll=s) -b(s)ds;

to

(c) ak aj b je konstantna funkcia, tak rieSenim nehomogénnej pociatocnej tilohy je

t
w(t) = eAlt) ¢ 4 (/ eAlt=s) ds) -b.
to
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Na dovrsenie riesenia autonémnej homogénnej tilohy ako aj popisu jej fundamen-
talnej matice staéi vedief vypoéitat maticu e4! pre Iubovolné t € R.
Ak J = diag(Jnl(/\l),... J (/\k)> je JKT matice A a P € C"™" je regularna

[ (7

matica, pre ktort A = P -J - P~ tak
eAl=p. diag(exp(]nl(/\l)t>, . ,exp(Jnk(/\k)t>> Pt

Uloha sa teda redukuje na vypoéet matic exp J,(A)t. Pri pevnom ¢t € R uvazujme

mocninny rad
file) =2 g7

k=0

1
:el,

(»)

v premennej x. Potom f;*’(z) = t? e*! pre kazdé p € N. Dosadenim do vzorca z vety

22.1.5 tak dostavame nasledujice zovseobecnenie tvrdenia 22.2.5:

22.5.2. Veta. Nechn > 1, A\ € C. Potom pre Iubovolné t € R (dokonca t € C) plati

eAt n—leAt n—1
M N Lo =
0 At t"—%}: 0 1 tn—2'
exp(Jn(/\)t> = ¢ (n—2)! (n=2)1 | At
0 0 eM 0o 0 ... 1

V pripade komplexnych vlastnych ¢isel realnej matice mozno dvojicu Jordanovych

buniek J,(A), J, (X) nahradit zovéeobecnenou Jordanovou bunkou Jn<‘; _ab >, kde
a = Re), b = Im A\ (pozri paragraf 20.3). Nasledujiica veta, ktort uvadzame bez
dokazu, umoziuje nahradit vo fundamentélnej matici komplexné funkcie e* realnymi
funkciami e®! cos bt, e*! sin bt.
22.5.3. Veta. Nechn > 1, a,b € R. Potom pre Iubovolné t € R plati
a b e cosbt e sin bt
t= . =" R
exp ( b «a ) ( e sinbt e cosbt ¢ bt
n—1
e Ry, %eat Ry, (2_1)' e Ry,
0 e’ Ry 2 R,
w3 )t = SRl
0 0 e‘” Rbt
et cog bt <:>>6at sin bt te® cosbt —te® sin bt t" 1 e cosbt —t" ! %" sin bt
1! 1! (n—1)! (n—1)!
et gin bt et cog bt te‘”ls!in bt te‘”lc!os bt t"_(lsitlji!n bt t"_(lsitlc)(!)s bt
n—2 _at n—2 _at _-
0 0 e cosbht e sinbt ! (s_zc)?s bt =t (niZ)?ln bt
n—2 _at _- n—2 _at

0 0 e"'sinbt e cos bt Pttt et

0 0 0 0 e cos bt el sin bt

0 0 0 0 e sin bt e cos bt
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Na riesenie nehomogénnej autonémnej ulohy s konstantnym ¢élenom b treba este

vediet vypoditaf integral [f eA(t=9)ds = ['~"eA5ds. Stadl sa teda obmedzif na
yp £ to 0

integraly tvaru fot e% ds. A znovu stard zndma pesnicka: ak A = P-J- P~ kde P
je regularna matica a J = diag(Jnl(/\l), - Jnk(/\)> je JKT matice A, tak

t
/ eAds=P- diag(fot exp(Jnl(/\l)3>d3, - fot exp(Jnk(/\k)3>d3> P
0

takze opat stac¢i poznat prislusné integraly pre Jordanove bunky.

22.5.4. Veta. Nechn > 1,0 # X € C. Potom pre Iubovolné t € R plati

At At At —1 (=1 jtn—1—j At ne1
T oAT e Eyzow—_l_;z L T
At n—2 (_1)jtn—2—j eAt 1 (_1)n_2
0 5 Z]‘:o N2 | o 0 5 N ‘
. . . ’
At : 1
0 0 < 0 0 T
pre A = 0 mame
2 n
by o
t 0 t tn—1'
/ exp(J5(0)s) ds = (n—1)
0 :
0 0 t

Naért dokazu. Oba vzorce dostaneme priamo z vety 22.5.2 integrovanim jednotlivych
¢lenov matice exp(Jn(/\)3>. Pre A #£0, 0 < p < n <1, pri vypoéte integralu

/t sPers ds — zp: (1)/tr=7 et (e1)P
0

- 4
! +1 ! +1
p! = Mtee)t N

pouzijeme p-krat za sebou metdédu per partes.

Ak A je regularna, moZeme sa uvedenym vzorcom vyhnut. Lahko totiZz nahliad-

neme, ze d—i (eAS -A_1> = 4% teda podla tvrdenia 22.3.6

t
/ e ds = (eAt <:>I> AT
0

To znamena, ze vypocet hladaného integralu mo’no priamo previest na vypocet ex-
ponencialy e podla vety 22.5.2 a tivahy, ktora ju predchédza. Z ¢asti (c) vety 22.5.1
teraz vyplyva
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22.5.5. Do6sledok. Nech A € C"*" je regularna matica, b,c¢ € C". Potom riesenie
nehomogénnej autonémnej pociatocnej tlohy €' = A-x + b, ®(ty) = ¢ ma tvar

x(t) = eAlt=t0) o 4 <eA(t—to) <:>I> AL p

V poznamke (b) za vetou 22.4.1 sme sa struéne zmienili o moZnosti previest (jed-
norozmernt) linearnu diferencidlnu rovnicu n-tého radu na vektorovi diferencialnu
rovnicu. V Specidlnom pripade homogénnej rovnice s konstantnymi koeficientami a;
dostaneme homogénnu autonémnu ststavu

2 =M gT T

Y

kde g(z) = 2" a2 ... Say_12 Sa,. Niekedy moze byt naopak uZitoéné
,Zznizit pocet rovnic a neznamych funkeii“, presnejsie, pre A € C"*" upravit ststavu
' = A - @ na jednorozmerni linearnu diferencialnu rovnicu n-tého radu. Rozne ekvi-
valentné podoby podmienky, za ktorej je také nieco mozné, si sformulované v tvrdeni
21.3.1. My si vyberieme len jednu z nich.

22.5.6. Tvrdenie. Nech A € C"". Ak f(z) = 2" &3 7, cja" ™I € Clz] je nor-
movany polyném taky, ze AT ~ M, tak autonémnu homogénnu stistavu @' = A - @
mozno vhodnou substiticiou upravit na homogénnu linedrnu diferencialnu rovnicu
n-tého radu

y(") <:>cly("_1) & Ben1y ey =0,

Dokaz. Za uvedenych predpokladov plati A ~ M}F, preto existuje regularna matica
P c C"" takd, 7e A = P - M}F - P71 Polotme y = P~! . . Potom & vyhovuje
stustave &' = A - & prave vtedy, ked y vyhovuje ststave y' = M}F -y, t.].

Yi=cayitootentn, Y2 =Y1, ooos Yp = Ynot
Teda pre y = yn, 1 < j < n, plati y; = y(n=i) g y(m) @E?Zl ij("_j) —0.
22.5.7. Désledok. Nech A € C"*". Ak fi(z),..., fr(x) € Clz] si normované
polynémy také, ze fi(x) = ™ @Eyél cijzi T a AT ~ diag(Mfl,...,Mfk>, tak
autonomnu homogénnu stistavu €' = A - & n linearnych diferencialnych rovnic pre

n neznamych funkcii xy,...,x, mozno vhodnou substitiiciou upravit na sustavu k
homogénnych linearnych diferencialnych rovnic

-1
p" seny" TV e Serny) Sy =0,
-1
™ ey e Sekn vk Sk =0,
radov ny,...,ng pre k neznamych funkcii y1,..., Y.

Doplnenie konkrétneho tvaru takejto substitticie uz prenechavame na rozmysle-
nie c¢itatelovi. Este poznamenajme, Ze pokial chceme dosiahnuf ¢o najvyraznejsie
znizenie poc¢tu rovnic a neznamych funkeii, najvhodnejsim kandidatom na polynémy
fi(x), ..., fr(x) je ststava invariantnych faktorov matice AT (pozri paragraf 21.4,
tisek medzi vetami 21.4.4, 21.4.5). Potom matica diag(Mfl, N Mfk) je racionalny
kanonicky tvar matice AT,
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*22.6. Komutator

V predchadzajtcej i celej tejto kapitole sme mohli vidiet, akti vyznamnu alohu hra
pri studiu maticovych funkeii vztah komutovania. V tomto zaverecnom paragrafe
zavedieme pojem komutatora matic. Pomocou neho, po sérii aplikacii linearnej algebry
v teorii diferencialnych rovnic, pre zmenu predvedieme jednu aplikaciu vety 22.4.1

o jednoznacnosti riesenia ststavy linearnych diferencialnych rovnic v linearnej algebre.
Podla tvrdenia 22.2.2 pre komutujice matice A, B € C**" plat{ eATB =4 .¢eB,

Pre nekomutujiice matice to vsak nie je pravda. Komutdtorom matic A, B € K™*"

(nad Tubovolnym polom K') nazyvame maticu
[A,B]= A-B<B- A

Zrejme A, B komutuji prave vtedy, ked [A, B] = 0.
Priamym vypoc¢tom mozno overit, ze komutator je antisymetrické bilinearne zob-

razenie K<™ x K™% — K™*" ktoré sa pri fixovani jednej premennej sprava voci

st¢inu matic v druhej premennej podobne ako derivacia.
22.6.1. Tvrdenie. Nech K je pole an € N. Potom pre lubovolné A, B,C € K"*",
a,b € K platf
[Av B] = <:>[B7 A]v
[aA+bB,C| =a[A,C] 4+ b[B,C],
[A-B,C|=[A,C]-B+ A-[B,C].

22.6.2. Dosledok. Nech A, B € K™"*", f(x) € K[z]. Ak matice A, [A, B] komu-
tuju, tak
[f(A),B] = f'(A)-[A,B] = [A,B]- f'(A).

V pripade K = C plati uvedeny vztah nielen pre polynémy ale aj pre potencné rady
f(z) € C[[z]] a matice A € Dom,, f, B € C"*".

Dokaz. S pouzitim poslednej rovnosti z tvrdenia 22.6.1 mozno za uvedeného pred-
pokladu indukciou cez k € N jednoducho dokazat

[A* B]=kA*1.[A, B].
Potrebny zaver pre polynémy vyplyva z linearity zobrazenia A — [A, B]; na rady sa
prenesie limitnym prechodom.

I v pripade, ze A, B nekomutuju, za predpokladu, Ze komutuji aspon so svo-
jim komutatorom, mozno vzorec pre exponencialu stc¢tu modifikovat do nasledujtce;j
podoby.

22.6.3. Veta. Nech matice A, B € C"*" komutuji so svojim komutatorom, t. j.
(A,[A, B]] = (A, B, B =0.

Potom

ed.eB =exp(A+ B)-exp %[A, Bj.
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Dokaz. Uvazujme eSte raz mocninny rad fi(z) = > %Jik = e*! ¢ Cl[[z]] pri pevhom

t € R. Potom f{(x) =te®". Ak A a [A, B] komutuj, tak podla dosledku 22.6.2 plati
[e?!, B] =[f«(A), B] = f;(A) - [A, B] = te”" [A, B,
t.].
e*".B = (B +[A,B]t) - e?'.
Uvazujme teraz spojité maticové funkcie

Y (t) = eAl. Bt Z(t) = exp(A + B)t - exp %[A, BJt%,

pre t € R. Zrejme Y (0) = Z(0) = I,,. Pozrime sa bliZsie na ich derivacie. S vyuZitim
tvrdeni 22.3.1, 22.3.3 a komuta¢ného vztahu pre eA! a B dostavame

Y'(t) _ (eAt>’_eBt + eAt_<eBt>’ — A .eAl. Bt L Al BBt
A eB (B +[A B]t) e*-eB' = (A+ B +[A,B]t) - Y(t).

Ak si uvedomime, Z%e za danych predpokladov komutuji A + B a [A, B], teda aj
(A + B)t a 1[A, B]t?, resp. (A + B)t + 3[A, B]t? a £((A + B)t + (A, B]t?) =
A+ B+ [A, BJt, s pouZitim tvrdeni 22.2.2, 22.3.3 nam postupne vyjde

Z(t) = exp((A + B)t + 1[A, B]t*),
Z'(t)= (A+ B+[A,B]t) - Z(t).

Vidime, %e Y, Z vyhovuji rovnakej po¢iato¢nej tillohe X' = (A + B+ [A, B]t) - X,
X(0) = I. Z jednoznaénosti rieSenia takejto tlohy (pozri poznamku (a) za vetou
22.4.1) vyplyva, ze Y (t) = Z(t) pre kazdé t € R. Volbou t = 1 dostavame pozadovant
rovnost.

Nekonecénorozmerny analog prave dokazaného vztahu hra vyznamnua tlohu v kvan-
tove] mechanike. Pre isté linearne operatory A, B, reprezentujice napr. fyzikdlne
veli¢iny polohy a hybnosti, je totiz [A, B] = ihl, teda rydzo imaginarny nésobok
identického operatora. KedZze skalarne nasobky identity komutuji s kazdym opera-
torom, mame

ed.eB =exp(A + B) -exp(%]) = el"/2 exp(A + B).
To znamens, 7e linedrne operatory e -eB a exp(A + B) sa lisia len nésobkom kom-

plexnej jednotky /2 = cos(h/2) + isin(h/2), t.j. fazovim posunom o ,uhol“ h/2,
kde h = h/27 ~ 1,054 - 107%* J s je (modifikovand) Planckova konstanta.



