23. UVOD DO TEORIE GRUP

Pojem grupy hra natolko klticovii ilohu nielen v algebre, ale 1 v celej modernej mate-
matike a jej pocetnych aplikaciach, ze ani v nasom kurze linearnej algebry a geometrie
by uz nadalej nebolo inosné sa mu vyhybat.

Pri analyze akéhokolvek (nie nevyhnutne matematického) strukttrovaného oboru
objektov hra dolezitt Glohu otézka jeho symeirie. Znalost transformacii, ktoré za-
chovévaji prislusnt struktaru (t.]. jej symetrif), ndm totiz neraz umoziiuje vyrazne
sprehladnif a zjednodusit jej popis. Cim je takychto transformécif viac, tym symetric-
kejsiu struktaru nesie spominany obor, malé mnozstvo takychto transformaécii naopak
sved¢i o nizkom stupni symetrie.

Ukazuje sa, ze (bijektivne) transformécie zachovavajice dant &truktiru tvoria
vidy grupu, t.J. mnozinu transformécii uzavretit vzhladom na kompoziciu, obsahu-
juacu identicka transformaciu a spolu s kazdou transformaciou aj transformaéciu k nej
inverznt. Typickymi prikladmi takychto griap st krystalografické grupy, alebo grupy
transformacii euklidovskych priestorov zachovavajtcich rézne invarianty, ako napr.
diiku, objem ¢1 uhol. Grupa transformacii daného struktarovaného oboru vsak v sebe
nesie podstatne viac informadcii o jeho symetrii, nez len to, éi je ich ,,vela“ alebo ,,malo“.
I ,rovnako velké“ grupy sa totiz mézu vyrazne 1{Sif svojou vlastnou vntatornou struk-
tdrou, a tym spatne mnoho vypovedat o symetrii a struktire pévodnych oborov.

V tejto kapitole sa stru¢ne oboznamime len s celkom zakladnymi pojmami a vysled-
kami tedrie grip. V duchu modernej algebry ich véak budeme studovat v abstraktnom
ponati, t.j. bez toho, aby sme predpokladali, ze ide nutne o grupy transformacii. Tym
sa budeme podrobnejsie venovat az v nasledujtacej kapitole.

23.1. Abstraktny pojem grupy

Grupou nazyvame mnozinu G vybavent bindrnou operaciou - : G x G — G, ktora
spiﬁa nasledujtice podmienky, nazyvané tiez ariémama teérie grip:
(a) (Va,b,c€ G)(a(be) = (ab)c),
t.]. operacia - je asociativna;
(b) Fee G)(Vae G)ae = ea = a),
t.]. existuje neutralny prvok e € (G operacie -;
(c) VaeG)(3beG)(ab=ba=e),

t.J. ku kazdému a € G existuje inverzny prvok b € GG vzhladom na operaciu -

Ako uz vieme z paragrafu 0.4, neutrdlny prvok e € G je podmienkou (b) urceny
jednoznaéne; podobne je podmienkou (¢) jednoznaéne uréeny inverzny prvok b € G
k danému @ € G.

Hovorime, ze grupa G je komutativna, alebo tiez abelovskd, ak operacia - je komu-
tativna, t.j. plati ab = ba pre vsetky a,b € G.

Uvedeny sposob zapisu, pri ktorom grupovi operaciu znacime - (a jej znak vacsi-
nou vynechdvame), pripadne o, nazyvame multiplikativny zdpis. Grupovl operaciu
vtedy nazyvame sicéinom alebo ndsobenim, pripadne skladanim alebo kompoziciou.
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Neutralny prvok nazyvame tiez jednotkovym prokom alebo jednotkou, pripadne iden-
titou a znacime ho vacsinou e, £ alebo 1, pripadne I, id, ¢ a pod. Inverzny prvok
k prvku a € (G znaéime a~!, obCas tiez a’ alebo a. Zrejmym spdsobom (porovnaj
s paragrafom 1.2) zavidzame vyrazy a” pre a € G, n € Z.

Grupovi operaciu, neutralny prvok resp. inverzny prvok k danému mozeme, samo-
zrejme, oznadit hocako. Popri multiplikativnom zépise sa vSak bezne pouziva uz len
tzv. aditivny zapis, pri ktorom grupovia operaciu znacime + a nazyvame scitanim,
neutralny prvok znac¢ime 0 a nazyvame nulou alebo nulovym prvkom a inverzny pr-
vok znacime <a a nazyvame opacngm prvkom k prvku a € G. Citatel by si mal
samostane premysliet, ako sa zmeni formulécia grupovych axiém (a), (b), (¢) pri pre-
chode k aditivnemu zapisu. Vyrazy a<b, na, pre a,b € G, n € Z, zavadzame obdobne
ako v paragrafe 1.2.

Aditivny zapis je rezervovany takmer vyluéne pre abelovské grupy. To neznamena,
7e by sme sa s komutativnou grupou nemohli stretnGf v multiplikativnom zépise.
No uvedenim nejakej grupy v aditivhom zdpise uz vlastne ddvame najavo (pokial
vyslovne nezdoéraznime opak), ze ide o abelovski grupu.

Ako sme uz naznacili, grupu vacsinou oznacujeme rovnakym znakom ako jej za-
kladnt mnozinu. Niekedy je vSak Giéelné zahrntt do jej oznacenia i prislusna grupovi
operéaciu, pripadne aj jej neutralny prvok; vtedy hovorime napr. o grupe (G, -), grupe
(A,4,0) a pod.

Hovorime, ze grupa G je koneénd resp. nekonecnd, ak jej zédkladnd mnozina ma
prislusnt vlastnost. Ridom konecnej grupy nazyvame pocet jej prvkov.

S niektorymi jednoduchymi prikladmi griip sme sa uz v nasom kurze stretli.

23.1.1. Priklad. Mnozina 7 vsetkych celych ¢isel tvori grupu vzhfadom na operaciu
s¢itania. Podobne, pre n > 1, tvori grupu mnozina Z, = {0,1,...,n <1} vsetkych
zvyskovych tried s operaciou séitania modulo n (pozri paragraf 1.3). Zrejme (7, +) aj
vietky (Zn, +) sG napospol abelovské grupy.

23.1.2. Priklad. Kazdé pole K urcuje hned dve komutativne grupy. Je to jednak
aditivna grupa (K, 4, 0), jednak multiplikativna grupa (K ~ {0}, -, 1) jeho nenulovych
prvkov, ktorti zvykneme tiez znacit (K™, -, 1) alebo len krdtko K*. V pripade poli Q
a R sa k nim pridruzujt este multiplikativne grupy (QF, -, 1) resp. (R*, -, 1) kladnych
prvkov daného pola.

Podobne urcuje kazdy vektorovy priestor ¥V nad [ubovolnym pofom K abelovska
grupu (V,+,0).

23.1.3. Priklad. Z Gvah vykonanych v paragrafe 0.5 vyplyva, ze mnozina S(X)
vsetkych permutécii Iubovolne] mnoziny X tvori grupu vzhfadom na operaciu o
skladania zobrazeni, s jednotkou idx . Tato grupa je pre # X > 3 nekomutativna. Pre
koneént mnozinu X = {1,...,n} nazyvame grupu S(X) = S, symetrickou grupou
stupiia n; jej rad je zrejme n!.

23.1.4. Priklad. Mnozinu vsetkych reguldrnych matic rozmeru n x n nad polom K
budeme odteraz zna¢it GL(n, K). Z vysledkov paragrafu 7.2 vyplyva, ze GL(n, K)
tvorf grupu vzhladom na operdciu nésobenia matic, s jednotkou I,,; nazyvame ju
vseobecnd linedrna grupa (stupita n nad polom K ) (GL je skratka anglického general
linear). Pre n > 2 je GL(n, K) nekomutativna grupa.
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Pri pohlade na pred chvilou uvedent definiciu a za fiou nasledujtce déverne zndme
priklady hibavejéieho ¢itatela asi nevdojak napadne otdzka, preco sme s definiciou
grupy tak dlho otélali. Pritom je to definicia — najma v porovnan{ s definiciami pola
a vektorového priestoru (pozri paragrafy 1.2 a 1.5) — velmi jednoduchd. Vlastne uz
v paragrafe 0.4 sme mali pohromade vSetky pojmy potrebné nato, aby sme ju mohli
vyslovit. Navyse, keby sme vtedy boli tak uéinili, mohli sme trochu neskor definicie
pola a vektorového priestoru sformulovat podstatne kratsie a jednoduchsie.

Napr. v definicii pola (pozri paragraf 1.2) mozno prvé styri formuly lavého stipea
zhrnit do podmienky, ze mnozina K tvori vzhlfadom na s¢itanie + komutativnu grupu
s nulovym prvkom 0, a cely Favy stipec zasa do podmienky, ze mnozina K* = K~ {0}
tvori komutativnu grupu vzhladom na nésobenie s jednotkovym prvkom 1 (potom
nutne 1 € K*, teda 0 # 1). Zostava uz len jedind formula — distributivny zédkon —,
ktord dava do stivisu obe operacie. S istou davkou zjednodudenia mozno povedat, ze
pole pozostava z dvoch komutativnych griap spojenych distributivnym zakonom.

Podobne mozno prvé styri formuly v definicii vektorového priestoru (pozri para-
graf 1.5) nahradif poziadavkou, ze (V,+,0) je abelovska grupa.

To by vsak bol takmer cely zisk, ktory by nam v nasom doterajsom kurze linearnej
algebry a geometrie kynul z takého skorého zavedenia pojmu grupy. Navyse, pokial by
sme nechceli neorganicky odboéovaf od témy, pripadne na pritomnost grip v nasom
vyklade umelo upozoriiovat, boli by sme obmedzen{ v podstate na grupy uvedené
v prikladoch 23.1.1-4, v ktorych prevladaja abelovské grupy. Takéto obmedzenie by
vsak zastieralo viaceré podstatné znaky sveta grap, v ktorom naopak prevladaji grupy
neabelovské. Prave stru¢nost a jednoduchost definicie grupy mé totiz za nésledok,
ze je] vyhovuje obrovské mnozstvo nesmierne rozmanitych matematickych objektov,
a tym aj prekvapivi zlozitost moznej struktary grip. Abelovské grupy, a obzvlast
vektorové priestory patria prave k tym struktirne najjednoduchsim predstavitelom
grap.

Systematické stadium teérie griip nie je predmetom linearnej algebry, teda ani
tohto kurzu. Obmedzime sa len na jej zakladné pojmy a vysledky v miere, ktora
nam umozni ich vyuzitie pri hlbsom objasneni algebraickej a geometrickej struktary
vektorovych priestorov.

V nasledujtiicom tvrdeni, ktorého dokaz prenechidvame ako jednoduché cvicenie ¢i-
tatefovi, je zhrnutych niekofko najelementarnejsich pravidiel pre pocitanie v grupach.

23.1.5. Tvrdenie. Nech (G, e) je grupa. Potom pre [ubovolné prvky a,b,c € G a
m,n € Z plati

e~l=e, (a_l)_l —a, (ab)™t =b"ta,
aO =e, am+n — aman’ amn — (am)n’
v GG st splnené pravidla o krateni zlava aj sprava, t.].
ab=ac = b=oc, ac=bc = a=19,
a kardd z rovnic ax = b, resp. ya = b md v G jediné rieSenie x = a~'b, resp.

y=bal.
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23.2. Podgrupy, generujiice mnoziny, cyklické grupy

Nech (G, -, €) je grupa. Hovorime, ze podmnozina S C G je podgrupa grupy G, ak
e € S a pre lubovolné a,b € S plati ab € S aj a~! € S. Inak povedané, podgrupa
grupy G je jej podmnozina, ktord obsahuje neutralny prvok a je uzavretd vzhfadom na
operacie sucinu a inverzného prvku v G. Zrejme kazda podgrupa grupy G je zaroven
sama grupou vzhladom na grupovi operéciu zdedent z G.

Pri overovani, ¢ dand pomnozina grupy je jej podgrupou, byva niekedy uzitocéné
nasledujtice tvrdenie.

23.2.1. Tvrdenie. Nech (G, ¢e) je grupa a S C G. Potom S je podgrupa grupy G
prave vtedy, ked' S # 0 a pre kazdé a,b € S plati ab=! € S.

Dékaz. Zrejme kazd4 podgrupa grupy G je neprazdna a uzavretd vzhladom na opera-
ciu (a,b) — ab=!. Naopak, nech ) # S C G je uzavretd na uveden operaciu a s € S
je Tubovolny prvok. Potom e = ss™1 € S. Dalej pre a,b € S plati b= = eb~! € S a
taktiez ab = a(b=1)~1 € 5. Teda S je podgrupa grupy G.

Pojem podgrupy danej grupy ma niektoré spolocné ¢érty s pojmom linearneho pod-
priestoru daného vektorového priestoru: v oboch pripadoch ide o nepriazdnu pod-
mnozinu uzavret vzhfadom na prislusné operacie. Navyse, linedrny podpriestor S
vektorového priestoru V' je zdroven aj podgrupou grupy (V, 4+, 0). Naopak, podgrupa
S (aditivnej grupy) vektorového priestoru V' je jeho linedrnym podpriestorom préve
vtedy, ked je uzavretd aj vzhladom na skalarne nasobky.

Kazd4d grupa G obsahuje tzv. {rividlnu podgrupu {e} a nevlastni podgrupu G.
Pritom, okrem pripadu G' = {e}, ide zrejme o dve roézne podgrupy. V nasledujtcich
prikladoch si ukdzeme niekolko délezitych typov netrividlnych vlastnych podgrap, ¢im
zaroven trochu rozsirime nasu zatial skromnt zbierku grip.

23.2.2. Priklad. Nech n > 3 je prirodzené ¢islo. Oznacme ¢ identickG permutéciu

mnoziny {1,...,n} a g cyklick permutéciu 1 — 2 +— ... +— n<l — n +— 1. Potom
permutécie 1 = ¢° 0 = o', ..., o, ..., ¢""! predstavuji otoéenia (proti smeru
hodinovych rudiciek) pravidelného n-uholnika s vrcholmi 1,...,n o uhly 2kw/n pre

0 <k <n<&l Ak n = 2m je parne, tak pre 1 < k < m oznaéme o2;_1 permuticiu
n-uholnika zodpovedajiicu stmernosti podla osi spajajlce] vrcholy k, m + k a oo
permutaciu zodpovedajlcu simernosti podla osi strany k k—+1 (a protilahlej strany).
Ak n je neparne, tak o pre 1 < k < n oznacuje permutaciu zodpovedajicu osovej
stimernosti podla spojnice vrchola k so stredom protilahlej strany n-uholnika.
Pripad neparneho n = 3 je zndzorneny na obrizku v paragrafe 0.5 (kde zrejme

0~! = 0?). Obrazok na dalgej strane ukazuje situdciu pre parne n = 4 (tentokréit
ol =2")
Pre kazdé n > 3 tvori mnozina {1, 0,...,0" %, 01,...,0,} podgrupu symetrickej

grupy &,. Oznacujeme ju A, a nazyvame grupou symetrii pravidelného n-uholnika
alebo tiez dihedralnou grupouw stupiia n. Dihedrilna grupa 4, ma rad 2n a okrem
pripadu n = 3, kedy Az = 83, je to netrivalna vlastna podgrupa symetrickej grupy S, .

23.2.3. Priklad. 7 vety 0.5.1 vyplyva, Ze mnozina vSetkych parnych permutacii
mnoziny {1,...,n} tvorl podgrupu symetrickej grupy S,. Hovorime jej alternujica
grupa stupiia n a znacéime ju A,. Zrejme Ay = Sp, A; = 81, no pre n > 2 ma A, rad
n!/2 (rozmyslite si preco), teda je to vlastnd (a pre n > 3 tiez netrividlna) podgrupa
symetrickej grupy &, .
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23.2.4. Priklad. Ako sme uz spominali, mnozina € = C\ {0} tvor{ grupu vzhladom
na nasobenie. Z vlastnosti komplexnych ¢isel mozno lahko nahliadnut, Ze mnozina
{z € C; |z| = 1} je jej podgrupou. Hovorime jej grupa komplexnych jednotick (nepliest
si s jednotkou ako neutrdlnym prvkom grupy) a z dévodov, ktoré vysvitna neskdr, ju
znacime U(1). Zrejme U(1) je nekoneénd vlastnd podgrupa grupy (C ~ {0}, ).

Podobne ako vo vektorovom priestore V' generuje fubovolnd mnozina X C V
linedrny podpriestor [X], kazd4 podmnozina X grupy G generuje istti podgrupu grupy
G, ktorl teraz opiseme. Pre X C (G oznacme

<X> = {xllclel", neN & k’l,,k‘n cZ & Ti1,...,&n EX}
Ak X = {»1,...,2m} je konetnd mnozina, tak miesto ({z1,...,2m}) piSeme len
(21,...,Zm). Mnozinu {X) nazyvame podgrupa generovand mnozinou X . Tento ndzov
je opravneny nasledujtcim tvrdenim.

23.2.5. Tvrdenie. Nech X je podmnozina grupy GG. Potom mnozina {X) je naj-
mensia podgrupa grupy G taki, 7e X C (X).

Ndért dokazu. Podobne ako v tvrdeni 4.2.1 pre vektorové priestory, mozno i teraz
lahko dokazat, ze

(a) (X) je podgrupa grupy G}

(b) pre kazda podgrupu S C G plati X C S = (X) CS.

Ak (X) = G, hovorime, ze mnoZina X generuje grupu G, alebo, ze X je mnoZinou
generdtorov grupy G. Prvky mnoziny X potom nazyvame generdtory grupy G. Grupa
(G sa nazyva konecne generovand, ak G mé nejakt konecnlt mnozinu generatorov.

Strukttrne najjednoduchsimi grupami st tzv. cyklické grupy, t.]. grupy generované
jedinym generatorom. Prikladom cyklickej grupy je grupa (Z, +) vetkych celych é&isel,
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a taktiez grupy (Zn,+) pre kazdé kladné celé &slo n. Kazda z tychto grip (okrem
pripadu n = 1, kedy vak Z; = {0} = (0)) je totiz generovand svojim prvkom 1.

Kazdy prvok x grupy G v nej generuje cyklickti podgrupu (z). Ak je koneéné, tak
jej rad #{x) nazyvame rddom prvku x v (G; ak je nekone¢nd, hovorime, ze prvok z € G
mé nekoneény rdd.

Nasledujtce tvrdenie by sme mohli dostat ako jednoduchy désledok nasich neskor-
gich tivah. Zamerne ho vsak dokézeme celkom elementarnymi, no o to nizornejsimi
prostriedkami.

23.2.6. Tvrdenie. Prvok x grupy G ma konecény rad prave vtedy, ked existuje
kladné celé ¢islo r také, ze " = e. Radom prvku xz potom je najmensie kladné
celé ¢islo v s touto vlastnostou a (x) = {e, Ty, J:T_l}. Ak x ma nekonecny rad, tak
(x) = {a™; n € Z}, pricom x™ # x™ pre véetky m,n € Z, m # n.

Dékaz. Vermime z € G a uvazujme postupnost mocenin z! = z, 22 = zz, 23 = zzz
) ) )

atd. Vsetky jej ¢leny patria do podgrupy (z).
Pokial x ma koneény rad, t.j. (x) je koneéné, musiasa v tejto postupnosti vyskytntft

aspoil dva rovnaké ¢leny, napr. z* a ®17, kde k a r s kladné celé &isla. Potom viak

zFe = % = 2+ = ¢*2" z Coho kratenim zlava dostavame e = z7. Ak 7 je najmensie

kladné celé ¢islo s touto vlastnostou, tak vsetky prvky z° = e, 2t =z, ..., 27!

st navzdjom rozne (rozmyliste si, preco), a dalSie mocniny sa uz cyklicky opakuja:
T=e, 2™t =g, .. 2P =21 atd. Ak si este uvedomime, 7e pre 1 < k < rel
potom plati (xk)_l = 2"k jejasné, ze (z) = {z*; 0 < k < r &1},

7 prvej casti dSkazu je zrejmé, ze ak x € G méa nekonecny rad, tak vsetky prvky

uvazovanej nekoneénej postupnosti z,z2,...,z",... si navzajom rézne. Potom sa

X

v nej nemoze vyskytnat neutralny prvok e. Navyse, Ziadne dva z nich nemdzu byt
navzajom inverzné. Teda ™ # z™ pre navzdjom rdzne m,n € Z a () = {&"; n € Z }.

23.3. Homomorfizmy a izomorfizmy

Nech (G, ), (H,-) st grupy. Zobrazenie ¢: G — H sa nazyva homomorfizmus grip,
ak pre vsetky a,b € G plati

p(ab) = p(a) - ¢(b).

Inak povedané, homomorfizmus je zobrazenie, ktoré zachovava operaciu stéinu v gru-
pach. Nasledujtce tvrdenie ukazuje, ze grupovy homomorfizmus uz nevyhnutne za-
chovava aj jednotku a operaciu inverzného prvku.

23.3.1. Tvrdenie. Nech ¢: G — H je homomorfizmus griup. Potom ¢(eq) = ¢(em)
a pre kazdé a € G p]atigo(a_l) =p(a)~t.

Dékaz. Citatel asi sam prigiel na to, ze kvoli rozliseniu jednotiek v grupach G a H

sme ich pre potreby tohto tvrdenia a jeho ddkazu oznacili eg resp. em. S vyuzitim
vlastnosti homomorfizmu dostavame

plea) en = pleg) = pleg - eq) = plea) - plea),

7z ¢oho po krateni zlava vyplyva eg = p(eg).
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Na dokaz rovnosti go(a_l) = p(a)™! staéi overit, ze gp(a_l) sa sprava ako inverzny
prvok k prvku ¢(a), t.j. plati ¢(a) - gp(a_l) = ey . Vdaka vlastnosti homomorfizmu a
uz dokazanej prvej rovnosti nam vyjde

p(a) pla™') = paa™) = p(eq) = en.

Pre fubovolné dve grupy GG, H je konstantné zobrazenie x — ep, ktoré kazdému
prvk & € G priradi jednotkovy prvok grupy H, homomorfizmus grip; nazyvame ho
trivilny homomorfizmus. Coskoro sa budeme mat moznost zoznamit aj s netrivalnymi
homomorfizmami.

Opat sa stretdme so zrejmou analdgiou spajajiicou pojmy linedrneho zobrazenia
medzi vektorovymi priestormi a homomorfizmu grip: st to zobrazenia medzi ich
zakladnymi mnozinami, ktoré zachovavaja prislusné operécie. Navyse, linearne zo-
brazenie ¢: V — U je zaroven homomorfizmus grap ¢: (V,+) — (U, +). Naopak,
homomorfizmus ¢: (V,4+) — (U, +) aditivnych griap vektorovych priestorov V a U je
linedrnym zobrazenim prave vtedy, ked ¢ zachovéava a] skal4rne nasobky.

Z toho ddvodu nie je potrebné uvadzat ddkazy zostévajlcich tvrdeni tohto para-
grafu. Citatel by si viak mal samostatne premyslief, ako ich dostane malymi ob-
menami dokazov prislusnych tvrdeni o linedrnych zobrazeniach, ktorych ¢isla mu na
ulahcenie zakazdym uvedieme.

23.3.2. Tvrdenie. Nech ¢: F' — G, ¢: G — H si homomorfizmy grip. Potom aj
ich kompozicia ¢ 0. F' — H je homomorfizmus grip.

Dokaz. Pozrl tvrdenie 6.1.2.

23.3.3. Tvrdenie. Nech p: G — H je homomorfizmus grip, S C G je podgrupa
grupy G aT C H je podgrupa grupy H. Potom aj ¢(S) C H je podgrupa grupy H
a ¢~ Y(T) C G je podgrupa grupy G.

Dokaz. Pozri tvrdenie 6.1.3.

Nech ¢: G — H je homomorfizmus grip. Jeho jadrom resp. obrazom nazyvame
mnozinu
Kerg = ¢~ {en} = {z € G; p(x) = en},
resp.
Imp = o(G) = {p(z); © € G}
Ako bezprostredny désledok tvrdenia 23.3.3 (pozri tiez tvrdenie 6.2.1) dostavame

23.3.4. Tvrdenie. Nech ¢: G — H je homomorfizmus griip. Potom Ker ¢ je pod-
grupa grupy GG a Im ¢ je podgrupa grupy H.
Podobne ako vo vete 6.2.2 pre linearne zobrazenia, mozno pomocou jadra a obrazu

charakterizovaf aj injektivnost resp. surjektivnost grupovych homomorfizmov.

23.3.5. Tvrdenie. Nech ¢: G — H je homomorfizmus grip. Potom
(a) ¢ je injektivny prave vtedy, ked Ker ¢ = {eg};
(b) ¢ je surjektivny prave vtedy, ked ITmp = H.
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Bijektivny homomorfizmus grap ¢: G — H nazyvame izomorfizmus grip. Hovori-
me, ze grupy G, H st izomorfné, oznacenie G =2 H, ak existuje nejaky izomorfizmus
¢:G— H.

Zrejme injektivny homomorfizmus ¢: G — H je zaroven izomorfizmom grupy G
na podgrupu Im g grupy H.

Aj pre grupové izomorfizmy plati obdoba tvrdenia 6.3.1 pre linearne izomorfizmy.

23.3.6. Tvrdenie. Nech F', G, H si grupy.
(a) idg: G — G je izomorfizmus grip.
(b) Ak ¢: G — H je izomorfizmus griip, tak aj inverzné zobrazenie p=1: H — G je
izomorfizmus grip.
(¢) Ak v: F — G, ¢: G — H si izomorfizmy grup, tak aj o1 FF — H je
izomorfizmus grip.

V désledku toho pre fubovolné grupy F, G, H plati

G=G,
G=ZH = H=d,
F2G&G=2H = F=H.

Inak povedané, vzfah = izomorfnosti grap je reflexivny, symetricky a tranzitivny, teda
je to vztah ekvivalencie. Izomorfné grupy mozeme z hladiska ich struktary povazovat
za totozné.

23.3.7. Priklad. Nech (G, -) je fubovolnd grupa, a € G. Kedze pre véetky m,n € Z
plati a™*" = a™a" | znamena to, ze predpisom ¢(n) = a” je definovany homomorfiz-
mus ¢: (Z,4) — (G, ). Zrejme Im ¢ = {a) je cyklickd podgrupa grupy G generovani
prvkom a. Ak @ ma koneény rad r, tak Ker ¢ = rZ = {rn; n € Z}; ak 2 ma nekoneény
rad, tak Kery = {0}. Teda ¢ je surjektivne prave vtedy, ked G = {(a), t.j. ked @
generuje grupu GG, a ¢ je injektivne prave vtedy, ked @ ma nekonecny rad.

23.3.8. Priklad. Pripomenme, ze R, = (Cosa _Sina) € GL(2,IR) je matica otoce-

nia euklidovskej roviny R? okolo poédiatku o uhol « (pozri priklad 6.4.3). Kedze
pre o, € IR plati znamy vzfah R, - R3 = R,4p, znamend to, Ze priradenim
a — Ry je definovany homomorfizmus grap R: (R, +) — (GL(2,R), ). Zrejme jadro
Ker R = 277 = {2km; k € Z} C R tvor{ podgrupa vsetkych celoéiselnych nasobkov
¢isla 27 a obraz In R = {R,; o € R} C GL(2,IR) je prave podgrupa vietkych matic
otoceni R, .

23.3.9. Priklad. Nech 0 < a € R. Kedze a® > 0 a a®*T¥ = a%a¥ pre vietky =,y € R,
je predpisom ¢(z) = a® definovany homomorfizmus griap ¢: (R, +) — (R¥,.). Ak
a =1, ide o trividlny homomorfizmus ¢(z) = 1 pre kazdé z € R, teda Kerp = R
aIme = {1}. Pre a # 1 je to vsak bijektivny homomorfizmus, teda izomorfizmus.
Inverzny izomofizmus ¢~1: (R¥,.) — (R, +) je dany predpisom ¢~ (u) = log, u pre
w € RT. Znama formula log, uv = log, u + log, v pre u,v € R¥ nie je vlastne nié iné
nez vlastnost homomorfizmu zobrazenia u — log, u.

Okrem iného sme prave dokazali, ze aditivna grupa (R, +) a multiplikativna grupa
(R, ) st izomorfné.
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23.3.10. Priklad. Exponenciila rydzo imaginarneho ¢isla iz, kde @ € R, je defino-
vané Eulerovym vzfahom e'* = cos x + isin z. Opif plati e ("1¥) = ¥ el¥ pre vietky
z,y € R. To znamené, 7e priradenim z — e je definovany homomorfizmus griip
¢: (R, 4)— (C*,-). Lahko mozno nahliadnut, ze Ker ¢ = 277 a Im ¢ = U(1).

23.4. Rozklad grupy podla podgrupy, normalne podgrupy

Skor nez Citatel pristapi k stadiu tohto a nasledujiiceho paragrafu, mal by si zopakovat
zakladné fakty o ekvivalenciach a rozkladoch z paragrafu 0.6.
Pre lubovolné podmnoziny X, Y grupy (G, -) oznacime

XY ={ay; e e X &yeY}.

Miesto X {y} piseme len kratko Xy a miesto {«}Y iba 2Y. V aditivnom z4pise pouzi-
vame oznacenie X +Y ={oe+y; e e X &k yeV}, X +yaax+V.

Nech S je podgrupa grupy (G, -, ). Potom zrejme # = ex € Sx, lebo e € S. Navyse
pre lubovolné z,y € G plati

SzxNSy+0 = Szr=_Sy

inak povedané mnoziny, Sz, Sy st disjunktné alebo sa rovnaji. Ak totiz z € Sz N Sy,
tak existujt si,s2 € S také ze z = s1@ = spy. Potom z = sl_lszy, a kazdy prvok
mnoziny Sz méa pre vhodné s € S tvar sz = 551_1523/ € Sy, lebo — kedze S C @
Jje podgrupa — plati 551_152 € S. Teda Sz C Sy a obritent inkliziu mozno dostat
rovnako, zdmenou tloh z a y. Tym sme dokazali prvh ¢ast nasledujiiceho tvrdenia.

23.4.1. Tvrdenie. Nech S je podgrupa grupy GG. Potom systém mnoZin {Sz; € G}
tvori rozklad grupy . Prvky x,y € G patria do tej istej triedy tohto rozkladu prave
vtedy, ked zy~!' € S.

Dékaz. Zostava dokazat uz len druht cast. Kedze uvedeny systém mmnozin je rozklad
ay € Sy, tak » a y patria do tej iste] triedy rozkladu prave vtedy, ked = € Sy, t.].
x = sy pre nejaké s € S. To je zrejme ekvivalentné s podmienkon zy~! =s € S

Mnoziny Sz, x € G, sa nazyvaju lavé triedy rozkladu grupy G podla podgrupy S.
Reléciu ekvivalencie zodpovedajicu tomuto rozkladu znacime =g a mdzeme ju vy-
jadrif nasledujicimi piatimi ekvivalentnymi sposobmi:

r=sy & vy teS & Sr=_Sy
& eSSy & yeSr < SznSy#£0.

Prislusna faktorovi mnozinu (t.j. vlastne rozklad) znacime
G/S=G/=s={Sz; ¢ € G}.
Poéet prvkov #(G/S) faktorove] mnoziny G/S (ak je konecnd) nazyvame indezom
podgrupy S v grupe G a znatime ho tiez [G : S]; ak G/S je nekonetn4, kladieme

[G : S] = oo a hovorime, ze S ma v G nekonecny index. R4d # G samotnej grupy G
zrejme splyva s indexom [G : €] jej trividlnej podgrupy {e}.
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Analogicky mozno zaviest aj prave triedy rozkladu grupy G podla podgrupy S, t.].
mnoziny S, * € G, a dokazat pre ne obdobu tvrdenia 23.4.1.! Prislugnt reldciu
ekvivalencie mozno vyjadrit zodpovedajicimi piatimi ekvivalentnymi formulami:

rs=y & ¢ lyesS & 2S=yS
S reyS & yexS & 2SNyS #0.

Taktiez rozklad grupy G na pravé triedy rozkladu podla podgrupy S znaéime rovnako
G/S=G/s= ={z5; v € G};

ak je potrebné blzsie specifikovat, ¢iide o rozklad na lavé alebo pravé triedy, vyjadrime
to vacsinou slovne.

Nech S je podgrupa grupy G a Sz, Sy st [ubovolné (nie nevyhnutne rézne) lavé
triedy rozkladu G podla S. Takpovediac na prstoch mozno overit, ze predpisom
u — uz 'y je definované bijektivne zobrazenie Sz — Sy, ktoré prvok u = sz € Sz
(s € S) zobrazi na prvok sy € Sy; k nemu inverzné zobrazenie Sy — S je dané pred-
pisom v — vy~ 'z, t.j. prvok v = sy € Sy nim prejde na prvok sz € Sx. V pripade,
ze podgrupa S je konefnd, to viak znamend, ze vietky lavé (no rovnako aj pravé)
triedy rozkladu G podla S maji ten isty pocet prvkov rovny rddu #5 = [S : €]
grupy S = Se = eS. Kedze G je zjednotenim navz4jom disjunktnych, rovnako pocet-
nych tried rozkladu Sz € G/S (pripadne #S5), dokazali sme tym nasledujtcu vetu:

23.4.2. Veta. (Lagrange) Nech S je podgrupa konecnej grupy (. Potom
[G:e]=[G:5]-[5:¢€],

teda rad aj index podgrupy S si delitelmi radu grupy G.

Neskor uvidime, ze pre dany delitel d rddu konecnej grupy G nemusf vzdy existovat
podgrupa grupy G radu d (pozri cvicenie...).

23.4.3. Do6sledok. (Mald veta Fermatova) Nech p je prvodislo. Potom pre kazdé celé
cislo x, ktoré nie je nasobkom cisla p, plati

2?71 =1 mod p,

t.j. ¢islo xP~1 ddva po deleni ¢islom p zvysok 1.

Dékaz. Oznacme z zvysok, ktory dava = po deleni p. KedZe x nie je ndsobkom p,
z € 17, ¢o je multiplikativna grupa (nenulovych prvkov) pola Z, s radom p < 1.
Potom rad r jej cyklickej podgrupy (z) je delitefom éisla p <1, teda p <1 = rk pre
nejaké kladné celé ¢islo k. Podla tvrdenia 23.2.6 v grupe (Z5, -, 1) plati 2" = 1, z ¢oho
vyplyva

Zp—l — Zrk — (Zr)k — 1k = 1.

Teda 2P~! (teraz u# ako prvok Z) ddva po delen{ &slom p zvySok 1. Avsak &isla 2271
a zP~1 davaja po deleni éfslom p rovnaky zvySok (pozri cviéenie 16 z kapitoly 0).

1Pouzivan4 terminolégia nie je v tomto smere jednotné. Niektori autori nazyvaji pravymi trie-
dami rozkladu grupy podla podgrupy to, ¢o my nazyvame lavymi triedami, a naopak.
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Pre lav(i a prava triedu rozkladu prvku z grupy G podla jej podgrupy S moéze vo
v8eobecnosti platif Sz # xS. Napriklad rozklad dihedrélnej grupy As = Ss podla
cyklickej podgrupy S = {o1) = {¢, o1} na lavé triedy tvoria mnoziny

St = So1 = {1, 01}, So = Soy ={0,02}, So~t = Sos = {07!, 03},
a rozklad na pravé triedy zasa mnoziny
1S = 0-15 = {Lao-l}a QS = 0-35 = {Qa U3}a Q_ls = UZS = {Q_1a02}~

(Overte pomocou multiplikativnej tabulky tejto grupy v paragrafe 0.5.)
Za istych dodatoénych podmienok kladenych na podgrupu S vsak lavé a pravé
triedy rozkladu G podla S splyvajt.

23.4.4. Tvrdenie. Nech S je podgrupa grupy G. Potom nasledujiice podmienky st
ekvivalentné:

(i) Vee@)(Vse S)( “lsz € 9);
(i) (VaeG)(z™1Sz =
(iii) (Vx € G)(Sx = xS)
(iv) Ve,yeG)z=sy & zs=y).

Dékaz. (i) = (ii) Z predpokladu (i) vyplyva inklazia 2715z C S. Jej prendsobenim

prvkom z zlava a prvkom ! sprava dostaneme inkltziu S C Sz~ !; kedie x € G je

Iubovolny prvok, substitiiciou z~! miesto x ziskame S C £71Sz. Teda 2~ 'Sz = S.
(ii) = (iii) Staéi prenasobif rovnost =15z = S prvkom z zlava.

(iii) = (iv) Ak Sz = zS, tak
T=sy & yESr & ycxsS & rs=y.

(iv) = (i) Podla predpokladu pre vietky z,y € G plati zy=! € S & 27y € S.
Kedze pre lubovolné s € S je z(sx)™! = s=! € S, staéi polozif y = sz a hned mame
rlsz €S,

Hovorime, ze podgrupa S grupy G je normdlna alebo tiez tnvarianind, oznacenie
S <G, ak spiﬁa niektort (teda vietky) z navzdjom ekvivalentnych podmienok tvrde-
nia 23.4.4. V pripade normélnych podgriip teda nemusime rozlisovat medzi lavymi a
pravymi triedami rozladu ani medzi ekvivalenciami =g a ¢=.

V kazdej grupe G plati {¢} < G a G <1 G. Zrejme v abelovskej grupe G je kazda
podgrupa normélna. Ako sme vsak videli pred chvilou, netrividlna vlastnd podgrupa
neabelovskej grupy uz normélna byt nemusi.

Najdolezitejsimi, a svojim sposobom typickymi prikladmi norméalnych podgrip st
jadra grupovych homomorfizmov.

23.4.5. Tvrdenie. Nech ¢: G — H je homomorfizmus grip. Potom Ker ¢ < G.

Dékaz. Podla tvrdenia 23.3.4 je Ker ¢ podgrupa grupy G. Overime podmienku (i)
tvrdenia 23.4.4, ¢im dokdZeme jej normalnost. Nech a € Ker g, t.j. p(a) = e, az € G
je Tubovolny prvok. Potom

ez lar) = p(a™h) - pla) - p(x) = p(z) e p(z) = e,

teda x~lax € Ker ¢.
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Kazd4 podmnozina X grupy G generuje nielen najmensiu podgrupu (X) C &
tak, ze X C (X), ale aj najmensiu normdlnu podgrupu (X)) C G, ktord ob-
sahuje X. Mnozinu (X)) mo#no jednoducho popisaf. Polozme X~! = {27!, 2z € X},
X = {gug™;u € XU X! & g € G} a koneéne

(X) = (X),

¢ize { X)) je podgrupa generovand mnozinou X. Jednoduchy dokaz nasledujiiceho tvr-
denie prenechdvame ako cvicenie Citatelovi.

23.4.6. Tvrdenie. Nech (i je grupa a X C (. Potom {X| je najmensia normalna
podgrupa grupy G takd, 7e X C (X).

Mnozinu (X)) teda mdzeme opravnene nazyvat normdlna podgrupa grupy G ge-
nerovand mnoZinou X. Zrejme plati (X) C (X)), a v abelovskej grupe G dokonca

(X) = (X}
23.5. Faktorové grupy

V tomto paragrafe sa zozndmime s konstrukciou faktorovej grupy. Ide o ddlezity pri-
klad vseobecnejsej konstrukcie faktorovej struktiry, s ktorou sa mozno stretnit v naj-
roznejsich oblastiach matematiky. S prvou zékladnou myslienkou tejto konstrukcie
sme sa uz zbezne zoznamili v paragrafe 0.6 — spociva v nazerani prvkov faktorovej
mnoziny X/~ mnoziny X podla ekvivalencie ~ nie ako mnozin (t.j. tried prislus-
ného rozkladu) ale ako jednotlivych prvkov. Druhou klicovou myslienkou spominanej
konstrukcie je prenos strukidry z pévodnej mnoziny X na faktorovih mnozinu X/~
pomocou kanonickej projekcie X — X/~ danej priradenim 2 +— &. Tato vSeobecnil
myslienku mozno asi najjednoduchsie ilustrovat prave na konstrukeii faktorovej grupy.

Nech (G, ) je grupa a ~ je ekvivalencia na mnozine GG. Na faktorovej mnozine G/~
hodldme zaviest bindrnu operaciu - tak, aby (G/~, ) bola grupa a kanonicka projekcia
G — G/~ homomorfizmus grip. To znamen4, Ze pre vSetky z,y € G musi platit

jg:@a

Inak povedané, podmienka homomorfnosti kanonickej projekcie # — ¥ uz jednoznacéne
uréuje prislusna bindrnu operdciu na G/~.

Aby vsak takto bola korekine definovana bindrna operdcia na mnozine G/~ jej
vysledok nesmie zavisiet na konkrétnych reprezentantoch «, y tried &,y € G/~. Pre
prvky 1, @2, y1,y2 € G také, ze &1 = Zo a y1 = Y2, t.]. &1 ~ T2 a Y1 ~ Yo, musi totiz
platif Z1 - g1 = Z - §». Teda podla nasej definicie

T1Y1 = T1 Y1 = Eo - Yo = TaYe,

v dosledku éoho x1y; ~ x2ys.
Hovorime, ze ekvivalencia ~ na grupe G je kongruencia, ak pre fubovolné prvky
T1,Z2,41,Y2 € G plati

r1~20 & Y1~y = xiy ~ Tays.

Krétko povedané, aby rovnostou z -4 = zy bola korektne definovana binarna operacia
na faktorovej mnozine G/~ ekvivalencia ~ musi byt kongruenciou na grupe G. Této
nevyhnutna podmienka je aj postacujiica na dosiahnutie nasho vopred stanoveného
ciefa.
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23.5.1. Veta. Nech ~ je kongruencia na grupe (G,-). Potom faktorovd mnoZina
G/~ s bindrnou operdciou & - § = xy tvorl grupu, ktorej jednotkovym prvkom je
¢ a inverznym prvkom k prvku ¥ € G/~ je prvok =! = x~1. Navyse, prirodzend
projekcia G — G/~ je surjektivny homomorfizmus grip.

Dékaz. Na dbkaz prvej casti tvrdenia staci overit, ze pre lubovolné prvky z,y,z € G
plati

T (g-2)=(F-9) % E-xr=x-e=1I, rxl=x
Prislusné jednoduché vypocty prenechédvame ako cvicenie citatelovi.
Zrejme prirodzend projekcia G — G/~ je surjekcia. Uz len staéf pripomentt, ze
nésobenie na mnozine G/~ bolo definované prive tak, aby zobrazenie & — & bolo
homomorfizmom.

Ukazuje sa, ze kongruencie na grupach tzko stivisia s norméalnymi podgrupami.

23.5.2. Tvrdenie. Nech (G, -, ¢) je grupa.
(a) Ak N je normélna podgrupa grupy G, tak ekvivalencia =x je kongruenciou na
grupe G.
(b) Ak ~ je kongruencia na grupe G, tak N = € je normélna podgrupa grupy G a
pre vsetky xz,y € G plati

r~y < xy ' €N,
t.j. ~ splyva s ekvivalenciou = rozkladu grupy G podla N a pre x € G plati
2= Nx==zN.
Inymi slovami, kongruencie na grupéch st prave ekvivalenciami rozkladu podla ich
normdlnych podgrip.

Dékaz. (a) Nech N <1 G. Uz vieme, ze =y je ekvivalencia na G. Zvolme v G prvky
T1 =N To, Y1 =N Yo, ukdZeme, Ze plati z1y1 =N T2y, Podla predpokladu xlxz_l eN
a ylyz_1 € N. Kedze N je normalna, plat{ z (ylyz_l)xz_l € N. Preto tiez

(z1y1)(zaya) ™t = 961(3/13/2_1)902_1 = (1‘11‘2_1) (1‘2 (ylyz_l)l‘z_l) €N,

teda z1y1 =N x2y2, takie =x je kongruencia na G

(b) Nech ~ je kongruencia na (. Podla tvrdenia 23.5.1 je  — & homomorfizmus
grap G — G /~. Jeho jadrom je zrejme N = ¢. Podla tvrdenia 23.4.5 potom N <1 G.

Kedze (G/~, ") je grupa, pre z,y € G mame

r~y & E=j o by l=¢

Nakolko z — & je homomorfizmus, plati & - g1 = (J:y_l)N, preto tretia podmienka
je zrejme ekvivalentna so vzfahom zy~' € N. Zvysok je désledkom tvrdenia 23.4.4.

Grupu G/ =y nazyvame faktorovou grupou grupy G podla jej normélnej podgrupy

N aznacime ju G/N. Nésobenie v GG/N je definované rovnostou
Nz -Ny= Nzy,

jednotkovym prvkom v G/N je N = Ne a inverznym prvkom k Nz € G/N je
(Nz)=t = Nzt

Prirodzend projekcia (y: G — G/N, dand predpisom (n(z) = Nz pre z € G, je
surjektivny homomorfizmus s jadrom Ker {5y = N. To dokazuje platnost aj obratene;j
implikécie k tvrdeniu 23.4.5.
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23.5.3. Veta. Podgrupa N grupy G je normalna préve vtedy, ked existuje homo-
morfizmus grap ¢: G — H taky, 7e N = Ker ¢.

23.5.4. Veta. (O homomorfizme) Nech ¢: G — H je homomorfizmus grip; oznac¢me
N = Ker ¢. Potom predpisom ¢.(Nxz) = () je definovany injektivny homomorfiz-
mus grup ¢.: G/N — H. V désledku toho

Imy = G/ Ker y;
ak ¢ je navyse surjektivny homomorfizmus, tak H = G/ Ker .

Dékaz. Pre x,y € G plati Ne = Ny < ¢(x) = ¢(y). Implikdcia = zarucuje, ze
priradenim Nz — ¢(2) je korektne definované zobrazenie ¢.: G/N — H. Obratena
implikacia <= vyjadruje injektivnost tohto zobrazenia. Priamociary vypocet

pu(Nz - Ny) = o (Nay) = p(zy) = () - p(y) = p«(Nz) - 0 (Ny)

ukazuje, ze ide 0o homomorfizmus. Druhé cast vety je bezprostrednym dosledkom prvej.

Uvedeny homomorfizmus ¢, spiﬁa podmienku ¢ = ¢, o (y, t.]. zabezpecuje ko-
mutativnost diagramu

¥
G——H

W

G/N

Naopak, pokial ma zobrazenie ¢,: G/N — H vyhovovaf tejto podmienke, musi byt
nevyhnutne definované rovnostou ¢, (Nz) = ¢(z).

Grupa H sa nazyva homomorfaym obrazom grupy G, ak existuje surjektivny ho-
momorfizmus ¢: G — H. Zrejme kazda faktorova grupa grupy G je jej homomorfnym
obrazom. Ako vyplyva z vety o homomorfizme, tiez naopak, kazdy homomorfny obraz
grupy G je izomorfny s faktorovou grupou G/N grupy G podla niektorej jej nor-
malnej podgrupy N. To znamend, ze vSetky homomorfné obrazy grupy G sl (az na
izomorfizmus) skryte pritomné uz v samotnej grupe G.

23.5.5. Priklad. Nech n je kladné celé ¢islo. Oznaéme ¢, (z) zvySok po deleni celého
¢isla @ &islom n. Potom (,,: Z — Z, je homomorfizmus grip (s operdciou +). Kedze
(n Je surjektivny a Ker ¢, = nZ, podla vety o homomorfizme plati Z /nZ = Z,,. Po sto-
tozneni faktorovej grupy Z/nZ s homomorfnym obrazom Z,, = (,(Z) grupy Z, danom
uvedenym izomorfizmom, je kazdy prvok « + nZ = {« + nk; k € Z} faktorovej grupy
Z/nZ,t.j. vlastne nekoneénd trieda rozkladu podla podgrupy nZ C Z, reprezentovany
ako jeding prvok (n(z) € Zn, = {0,1,...,n <1}, Prislusnd kongruencia =,z zrejme
splyva s kongruenciou =, modulo n z cvicenia 16 z kapitoly 0.

23.5.6. Priklad. 7 prikladu 23.3.8 vieme, ze zobrazenie R: (R, 4+) — (GL(2,R), ")
Je homomorfizmus grip s jadrom Ker R = 27Z a obrazom ImR = {R,; a € R}.
7 prikladu 23.3.10 zasa vieme, ze priradenim z — €' je definovany homomorfizmus
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grap (R, 4) — (CF,-) s rovnakym jadrom 277 a s obrazom U(1) = {e'*; z € R} =
{z € C; |z| = 1}. Z vety 23.5.4 tak okamzite vyplyva Im R = IR /277 = U(1).

Prave izomorfizmus aditivnej faktorovej grupy R /277 a jej homomorfného obrazu,
multiplikativnej grupy U(1), je pre pochopenie vSeobecnej konstrukcie faktorovej
grupy velmi pouény. Faktorova mnozina R /277 je nim reprezentované ako jednotkova
kruznica — nazorne si mozeme predstavit, ze vznikla prilozenim bodu 0 redlnej osi R
na bod 1 jednotkovej kruznice U(1) C C a néslednym namotanim kladnej polosi proti
a zépornej v smere hodinovych ruciciek. Body z,y € R sa pritom ocitni v tom istom
bode kruznice U(1) prave vtedy ked z<y € 277, t.]. prave vtedy, ked (z<y) /27 je celé
¢islo. Celd nekoneénd trieda rozkladu x + 277 € R /277 prvku € R podla podgrupy
277 C IR je tak reprezentovana jedingm bodom e'® = cosz + isin z kruznice U(1).

Konstrukeia faktorovej grupy pripasta tiez abstraktnejsi popis pomocou tzv. krat-
kych exaktnych postupnosti. Hovorime ze postupnost

Go @t G afs ... & G, @ G,
grupovych homomorfizmov je exakind, ak pre kazdé 1 < ¢ < n plati
Imp; = Ker ;4.

Podobne mozno definovat pojem exaktnosti aj pre (na jednu ¢i na obe strany) nekoneé-
né postupnosti na seba nadvazujtcich grupovych homomorfizmov. Krdtkou ezakinou
postupnostou nazyvame exaktn postupnost tvaru

(e} o F e G & H & (e},

kde n: {e} — F a 7: H — {e} s trividlne homomorfizmy. Exaktnost v ¢lene F'
znamend, ze Ker o = Imn = {ep}, ¢ize injektivnost ¢. Podobne, exaktnost v élene H
znamenad, ze Imvy = Ker 7 = H, CiZe surjektivnost 1. Konecne exaktnost v strednom
¢lene G znamenad, ze plati Ime = Ker ¢y <1 GG, z ¢oho vzhladom na vetu o homomor-
fizme a surjektivnost ¢ vyplyva G/Imp = H.

Trividlna grupa {e} na okrajoch, ako aj trividlne homomorfizmy n, 7 sa zvyknt pri
zépise kratkej exaktne) postupnosti vynechévat. Ak teda hovorime o kratkej exaktne;j
postupnosti

rlatn
znamena to, ze ¢ je injektivny a ¢ je surjektivny homomorfizmus grip, pricom plati
Im¢ = Ker. Injektivnost ¢ resp. surjektivnost @ sa vyznaduje modifikovanymi

gipkami »— resp. —. Ak existuje kritka exaktna postupnost F' AT H, hovorime,
ze strednd grupa G je rozsirenim grupy H pomocou grupy F.

Paragraf uzatvarame zhrnutim tvah o kratkych exaktnych postupnostiach a vety
o homomorfizme do jedného celku.

23.5.7. Veta. (a) Nech G je grupa a N < G je jej normélna podgrupa. Oznacme
t: N — G vnorenie, t.j. identické zobrazenie N do G a (: G — G/N kanonicki
projekciu G na faktorovi grupu G/N. Potom N =G —C» G/N je krdtka exaktnd

postupnost homomorfizmov grip.

(b) Nech naopak F L ip» H je kratka exaktna postupnost homomorfizmov grip.
Oznatme N = Imp = Ker ). Potom FF= N G a H= G/N.
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23.6. Priamy stéin grap

Konstrukcia priameho sti¢inu nam, spolu s konstrukciami podgrap a faktorovych
grip, umozinuje vytvarat z danych griap nové. Taktiez naopak, niekedy ndm umoziiuje
reprezentovat danti grupu v tvare priameho stcinu jednoduchsich grip, a tym spre-
hfadnit jej struktiru. Opat ide o Specidlny pripad velmi d6lezite] vseobecnej konstruk-
cie, ktorej pésobnost sa neobmedzuje len na teériu grip.

Priamym siécinom grip (Gq,-,e1), (Ga, -, e2) nazyvame kartezidnsky stéin

G x Gy = {(l‘l,l‘z); 1 €GL & xs € Gz},
mnozin (1, G2, s binarnou operaciou definovanou po zlozkach, t.j.

(z1,22) - (y1,¥2) = (2191, T2y2)

pre z1,y1 € G1, 2, y2 € G5. Rozndsobenim zvlast v kazde] zlozke sa mozno lahko
presvedd&it, ze tato operdcia na mnozine G X G5 je asociativna, ma (e1, es) za neutralny
prvok a inverznym prvkom k prvku (z1,z2) € G1 x Gs je (z1,22)7 ! = (xl_l,xz_l).
Tym sme vlastne dokazali nasledujticu vetu.

23.6.1. Veta. Priamy sucin G1 x Gy grip G, G2 je grupa.

Zovseobecnenie konstrukcie priameho stcinu, ako aj vety 23.6.1 na fubovolny ko-
necny pocet grip prenechavame éitatelovi.

Reprezentacia danej grupy G v tvare priameho stéinu G 22 (G; x (5 prinasa nieco
nové, len ak st obe grupy (1, GG netrivialne. To nastoluje zaujimavy problém: roz-
lozit dani grupu G na priamy siéin dvoch netrividlnych grap, t.j. najst netrivilne
grupy G1 a G tak, ze plati G =2 G; x G2, pripadne ukazat, ze také grupy neexistuja
— v tom pripade hovorime, ze grupa G je priamo nerozloZitelnd. Rozumni charakteri-
zaciu priamo nerozlozitelnych grip neméme naporidzi. Jednako uvedieme niekolko
jednoduchych podmienok, ktoré nam umoznia rozlozit niektoré zndme grupy na pria-
my sacin v istom zmysle jednoduchsich faktorov.

Najprv si véimnime, ze projekcie 71: Gy x G5 — G, w3: Gy X G9 — G5, dané
predpismi w1 (21, ®2) = x1, m2(®1, 2) = 2, st surjektivne grupové homomorfizmy a
pre ich jadré plati

Kerm = {e1} x G2 = G, Kermo = Gy X {ea} = Gy;

prislusné izomorfizmy s dané priradeniami (e;,x3) — 23 resp. (#1,e2) — x1. To
znamena, ze grupa (1 X (9 obsahuje dve normalne podgrupy N1 = G a Ny = (.
NavySe Ny N Na = {(e1,€e2)} a pre fubovolny prvok (z1,z2) € G x G5 plati

(96‘1, l‘z) = (96‘1, 62) : (61, l‘z) = (61, l‘z) : (l‘l, 62),

z ¢oho vyplyvaji rovnosti G = Ny Ny = NoNy.

23.6.2. Tvrdenie. Nech (G,-) je grupa a S, T C G st jej podgrupy. Oznacme
¢: 8 x T — G zobrazenie dané predpisom p(x,y) = xy pre x € S, y € T . Potom
(a) ¢ je homomorfizmus grip prave vtedy, ked pre vSetky » € S, y € T plati

ry = yx;
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(b) ¢ je injektivne prave vtedy, ked SNT = {e};
(¢) @ je surjektivne prave vtedy, ked G = ST.

Dékaz. (a) Predpokladajme, 7e ¢ je homomorfizmus. Potom pre fubovolné z € S,
y € T plati

2y = oz, y) = ¢((e,y) - (z,€)) = ple,y) - p(x, €) = (ey)(we) = ya.

Nech naopak pre vietky x € S, y € T plati xy = yx. Zvolme 1,2 € S, y1,y2 € T.
Potom

@((951, 3/1) : (l‘z, yz)) = 80(9011‘2, ylyz) = (1‘1962)(3/13/2)
= (z1y1)(22y2) = (1, 91) - (@2, y2),

¢o znamena, ze ¢ je homomorfizmus.

(b) Predpokladajme, 7e plati SNT = {e}. Nech (z1,41), (z2,y2) € S x T st také,
ze p(x1,y1) = @(22,y2). Potom x1y; = 2ay2, a kedze S, T st podgrupy a x1, 22 € S,
y1,y2 € T, plati xz_lxl = yzyl_1 € SNT. Z toho vyplyva xz_lxl = yzyl_1 = e, teda
(z1,y1) = (22, ¥y2), ¢o dokazuje injektivnost zobrazenia ¢.

Nech naopak ¢ je injektivne. Potom pre £ € S N 7T plati tiez z=! € SN T, lebo
S NT je podgrupa grupy G. Preto (x, x_l)E SxTa

oz, 27! = za™ = e = ple, e).

Vdaka injektivnosti ¢ z toho vyplyva x = e = z71. Teda SNT = {e}.
(¢) plati trividlne.

23.6.3. Do6sledok. Nech G je grupa a S, T' <1 G st jej dve normalne podgrupy také,
7e SNT ={e} aG=ST. PotomG =S xT.

Dékaz. Staéi overif, ze za uvedenych predpokladov je splnend aj podmienka (a) pred-
chadzajtceho tvrdenia, Cize pre vsetky ¢ € S, y € T plati zy = yx. Potom totiz
priradenie (#,y) — zy bude izomorfizmus grip S x T = G. Kedze S, T < G, plati
yr iyt eS zyz €T a

royr Tty =yl oyt e SNT,

teda zyz~ty~! = e, z foho uz vyplyva pozadovana rovnost.

Nasleduje niekolko aplikécii cerstvo dokédzanych vysledkov.

23.6.4. Tvrdenie. Nech m, n st kladné celé ¢isla. Potom cyklicka aditivna grupa
Zoman je 1zomorfna s priamym sicinom Z,, X Z, cyklickych aditivych grip Z,, a Zj,
prave vtedy, ked m a n st nesudelitelné.

Dékaz. Nech m, n s nestdelitelné. Oznacme S, T' podmnoziny mnoziny Z,, po-
zostavajlce z éisel delitelnych éislom n resp. m. Zrejme S aj T sG podgrupy grupy
T aplati Zpyy = S ={0,n,2n,...,(men}, Z, 2T = {0,m,2m...,(n <1)m}.
Kedze grupa Z,, je komutativna, rovnost  +y = y + = plat{ pre vietky =,y € Z.n,
a nielen pre @ € S, y € T. Z nesGdelitelnosti m a n vyplyva S NT = {0}. Podla
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¢asti (a), (b) tvrdenia 23.6.2 je predpisom (x,y) — « + y definovany injektivny ho-
momorfizmus grip S X T — Zm,. Kedze mnozina S mé4 m prvkov a mnozina T’ mé
n prvkov, je to injekcia mn-prvkove] mnoziny S x T° do mnoziny Z,, s rovnakym
poc¢tom prvkov, teda zaroven surjekcia. Mozeme uzavriet, Ze uvedené zobrazenie je
izomorfizmus grap, preto plati

Ln 28 X T =2 Wy X Ly,

Nech naopak m, n s stdelitelné s najvacsim spolocnym delitelom d > 1. Potom
m/d, n/d aj k = mn/d < mn sG celé &isla. Pre kazdy prvok (z,y) grupy Zm X Zp
plati

o) = (kb = (e Zony ) = (0,00,

lebo me =0 v Zy, any = 0 v Z, (vyrazy ako kz oznacuji sicet k exemplarov prvku
z v prislusnej grupe). To znamen4, 7e rad kazdého prvku tejto grupy je nanajvys k,
teda ostro mensi nez mn. Z toho dévodu, podla tvrdenia 23.2.6, Z,, x Z, nemdze byt
izomorfné s cyklickou grupou radu mn.

Pozndamka. Metédami do iste] miery podobnymi niektorym metédam z kapitoly 21
mozno dokézat, ze kazda konecne generovana abelovskd grupa je izomorfnd s pria-
mym sacinom kone¢ného poétu cyklickych grip. V désledku toho je kazda konecna
abelovska grupa izomorfna s priamym sG¢inom Z,,, X ... X Zy, pre vhodné kladné celé
&sla ny, ..., ng. Cisla nq, ..., n; mozno navyse vybrat tak, ze kazdé z nich je mocni-
nou nejakého prvoéisla (primarny kanonicky tvar), pripadne tak, ze kazdé z nich je
nasobkom nasledujtceho (racionalny kanonicky tvar). Tieto vysledky v8ak uz vyrazne
presahujt rdmec nasho kurzu.

Nasledujtice jednoduché dosledky vety 23.6.4 nam poslazia pri dokaze zaverecného
tvrdenia.

23.6.5. Dosledok. V [ubovolnej grupe (G, ) plati:
(a) Ak prvky x,y € G komutuji, t.j. xy = yx, a maji kone¢né po dvoch nesideli-
telné rady m resp. n, tak prvok xy ma rad mn.
(b) Ak prvok x € GG mé kone¢ny rad mn, kde m, n st navzajom nestdelitelné kladné
celé ¢isla, tak existuji prvky u,v € (x) radov m resp. n také, ze x = uv.
(¢) Ak prvky x,y € G komutuji a majii kone¢né rady m resp. n, tak existuje prvok
z € {x,y), ktorého rid je najmensim spoloénym ndsobkom ¢isel m a n.

Dékaz. (a) Rad prvku zy € (z,y) = (x) x {y) je zrejme rovnaky ako rad prvku
(1,1) € Zp X Zy.

(b) Cyklickd podgrupa (x) grupy G je izomorfna s priamym sGcinom Zy, X Zp;
nech ¢: Zpy, X Zp — () je nejaky izomorfizmus a (a,b) = ¢~!(x). Potom rad prvku
a € Zm je m arad prvku b € Z,, je n (rozmyslite si preco). Staci polozif u = ¢(a, 0),
v =¢(0,b).

(¢) Nech m = pi* ...pp*, n = pf
¢isla a ay, 8; € N. Kedze pre ¢ # j st éisla pf', p?

. .pgk, kde p1,...,pr sG navzajom rézne prvo-

7 navzajom nestdelitelné, podla (b)
(ktoré mozno indukciou zovseobecnit na fubovolny koneény poéet ¢initelov) existuji
prvky ui,...,up € (z) také, ze 2 = uq...up a w; mé rad p;*. Z rovnakého dévodu

existujt prvky vy, ..., v € (y) také, Ze y = v1 ... v, a v; marad pf’. Zrejme fubovolné
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dva z prvkov uy, ..., ug, v, ..., v komutuji. Polozme w; = u;, ak a; > G; a w; = vy,
ak a; < ;. Podla (a) (ktoré mozno takisto zovieobecnit indukciou na lubovolny
koneény pocet ¢initelov) rdd prvku z = wy ... wy je pi* ...pl*, kde 7; = max(ay, 5;),
¢ize najmensi spolo¢ny nésobok ¢isel m a n.

Taktiez ¢ast (c¢) uvedeného désledku mozno indukciou zovéeobecnit na lubovolny
koneény pocet po dvoch komutujtacich prvkov grupy. Jeden $pecidlny pripad tohto
zovseobecnenia si zaslizi nasu pozornost.

23.6.6. Do6sledok. Nech G je konecna abelovska grupa. Potom existuje prvok z € G,
ktorého rad je nasobkom radu kazdého prvku grupy G.

Nasledujtca veta odhaluje zaujimavi stivislost medzi struktirou poli a koneénych
cyklickych grap.

23.6.7. Veta. Nech K je lubovolné pole. Potom kazda kone¢na podgrupa multiplika-
tivnej grupy K* jeho nenulovych prvkov je cyklicka.

Dékaz. Nech GG je konecna podgrupa grupy K*. Podla dosledku 23.6.6 existuje prvok
z € G, ktorého rad n = # (=) je ndsobkom radu kazdého prvku grupy G. Potom n deli
rad # G, teda n < # G, a pre kazdé a € G plati ™ = 1. Inak povedané, kazdy prvok
grupy G je korenom polynému 2" <1 € K[z]. Ale, ako sme sa uz zmienili v Gvode
paragrafu 19.1, polyném n-tého stupina ma v poli K najviac n korenov (dokonca
vratane ndsobnosti). Preto musi platit # G < n, teda # G = n a G = (z) je cyklicka.

23.6.8. Dosledok. Nech K je kone¢né pole. Potom multiplikativna grupa K* jeho
nenulovych prvkov je cyklicka.

Este poznamenajme, ze generator cyklickej multiplikativnej grupy K* konecéného
g-prvkového pola K sa nazyva (q < 1)-d primitivna odmocnina z jednotky. Takyto
prvok maé totiz rad ¢ <1, t.j. vyhovuje rovnici ¢~ = 1, ale ziadnej z rovnic z* = 1
pre l <k <gel.

23.7. Volné a koneéne prezentované grupy

Nech X je lubovolnd mnozina. Zamyslime sa nad otdzkou, ako vyzera ,najvseobecnej-
§ia“ grupa generovand mnozinou X . PredovSetkym treba upresnit, ¢o vlastne znamené
ono ,najvseobecnejsia“. Oznacme F' tato zatial blizsie neurceni grupu. Vieme, ze
X C F = {X). Podla nasich predstav by v grupe F' nemali platit ,Ziadne vztahy
navyse okrem tych, ktoré st nevyhnutnymi logickymi désledkami axiém (a), (b), (¢)
tedrie grup, uvedenych na zaciatku paragrafu 23.1.

Grupa F' by teda okrem prvkov mnoziny X mala obsahovat aj nejaky (jediny)
neutrdlny prvok e, a kedZe nés ni¢ nenati, aby pre nejaké z € X platilo z = e, tento
prvok by mal byt rézny od kazdého prvku x € X. S kazdym prvkom = € X by F
mala obsahovat aj k nemu inverzny prvok z~!, ktory by mal byt z rovnakého dévodu
rozny od kazdého prvku y € X aj od prvku e. Na druhej strane, axiémy teérie grip
nas nitia polozit et = e a (x71)~! = 2. P6vodn4d mnozina X sa nam tak rozrastla
do zjednotenia po dvoch disjunktnych mnozin X, {e} a X! = {27!, 2 € X}.

Grupa F vsak musi byt uzavretd aj vzhladom na stciny, teda mus{ popri prvku e
obsahovat aj véetky vyrazu tvaru syss...s,, kde 1<née€Nas;,...,s, € XUX"!
Zéatvorky si mdzeme dovolif vynechat, lebo v désledku asociativnosti grupy F' ich
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umiestnenie nemé vplyv na vysledok. Ked sa vsak v takomto ,slove® vyskytna vedla
seba ,pfsmena“ x a ™1, je nevyhnutné ich navzidjom vykratit a takto pokracovat,
pokial sa to len da. Napr. zo slova v tuzeyz tzy~lzu=t, kde z,y,z,u € X, tak
najprv dostaneme J:J:yy_lzu_l a potom zrzul.
Ukazeme, ze do mnoziny F' netreba dalej ni¢ priddvat. Ak sa navyse dohodneme,

ze prvok e stotoznime s prazdnou postupnostou prvkov mnoziny X U X ', mame
= {51...5n; neEN& s1,...,sp e XUXT & (Vi< n)(s;1 7ﬁsi+1)}.

Prvky mnoziny F' nazyvame redukované grupové slovd nad abecedou X.

Sacin redukovanych slov ry...ry, s1...s, definujeme v dvoch krokoch: Najprv
ich jednoducho napiseme za sebou, t.j. utvorime slovo ry ...r;,s1...s,, a potom ho
zredukujeme podla skdér spominaného receptu.

Lahko nahliadneme, Ze takto definovana operéacia ndsobenia je asociat{vna. Prazdne
slovo e je naozaj redukované a je jej neutralnym prvkom. Inverznym prvkom k reduko-
vanému slovu s .. .s, je redukované slovo s; ! .. .51_1, lebo redukciou zlozeného slova
S1... 88,70 .. .51_1 zrejme dostaneme prazdne slovo e. Kratko povedané, mnozina F'
s préve definovanou operaciou tvori grupu. Nazyvame ju volnd grupa nad mnozinou
generatorov X a prvkom mnoziny X hovorime volné generdtory. Aby sme zvyraznili
ich tlohu, pouzivame oznacenie F' = FG(X) (z anglického free group).

Volné grupy vsak mozno charakterizovat aj inym, abstraktnym spésobom.

23.7.1. Veta. Nech X je mnozina a GG je Iubovolnd grupa. Potom ku kazdému zo-
brazeniu f: X — G existuje prave jeden homomorfizmus ¢: FG(X) — G taky, Ze
| X = f, t.j p(x) = f(x) pre kazdé x € X. Naopak, ak nejakd grupa F' m4 tie7
uvedentt vlastnost, t.j. X C I' a ku kazdému zobrazeniu g: X — G existuje jediny
homomorfizmus grip : F — G taky, 7e ¢ | X =g, tak F = FG(X).

Dékaz. Nech f: X — (G je nejaké zobrazenie z mnoziny X do grupy G. Ak ma
byt ¢: FG(X) — G homomorfizmus rozsirujaci f, tak pre kazdé (redukované) slovo
et xl € FG(X), kde @1,..., 2, € X a a; € {1, <1}, musi platit

go(x(fl .. J:ff") =)™ . op(en)® = fle)® . f(en)™m,

teda ¢ mozno definovat len jedinym sposobom. Naopak, fahko nahliadneme, ze uve-
denym predpisom je naozaj definovany homomorfizmus grap rozsirujtaci f.

Predpokladajme, ze F© O X je grupa a ku kazdému zobrazeniu ¢: X — G do
Iubovolnej grupy G existuje jediny homomorfizmus ¢ : X — G rozsirujtci g. Uvazujme
identitu idx ako zobrazenie X — F' aj ako zobrazenie X — FG(X). Existuje jediny
homomorfizmus ¢: FG(X) — F rozdirujici idx a taktiez jediny taky homomorfizmus
¢: F— FG(X). Potom aj pot: F' — F je homomorfizmus rozsirujici idx, rovnako
ako o p: FG(X) — FG(X). Preto nevyhnutne p o4 = idp a ¢ o ¢ = idra(x), teda
©, ¥ st navzajom inverzné izomorfizmy.

Uveden4 vlastnost volnych grip pripomina vektorové priestory. Aj tie st ,,volné
nad svojimi bazami“. Ak totiz X je (neusporiadand) baza vektorového priestoru V
nad polom K, tak kazdé zobrazenie f: X — U do nejakého vektorového priestoru
U mozno jedinym spdsobom rozsirif do linedrneho zobrazenia ¢: V. — U. Zrejme ¢
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zobrazi linearnu kombinaciu ¢1xy + ...+ epxy, kde @y, ..., 2, € X, ¢1,...,¢, € K do
linearnej kombinacie

plerer 4+ .. Feprp) = flzr) + ..o+ enfmy).

No na rozdiel od vektorovych priestorov, zdaleka nie vsetky grupy, dokonca ani tie
konecne generované, nie sti volné. Jednako — ako ukazuje nasledujiica veta — volné
grupy su v istom zmysle predobrazmi vsetkych grap.

23.7.2. Veta. Kazda grupa je homomorfnym obrazom nejakej volnej grupy.

Dékaz. Nech G je fubovovolné grupa a X C G je nejakd mnozinajej generdtorov (vidy
mézeme polozif napr. X = (). Nech F' = FG(X) je volna grupa nad mnozinou X.
Uvazujme identitu idx ako zobrazenie idx: X — (. Podla predchadzajicej vety
existuje (dokonca jediny) homomorfizmus griap ¢: F — G taky, 7e p(x) = z pre
vsetky © € X. Kedze X generuje GG, ¢ je zrejme surjekcia.

Napriklad volna grupa s jednym generdtorom x je zrejme nekonecné cyklickd grupa,
teda (FG(z), ) = (Z,+). Podla vety 23.3.1 je kazdy homormofizmus 7Z — G jedno-
znacne uréeny obrazom jej generdtora 1 € 7, ktorym moéze byt kazdy prvok grupy G.
Homomorfné obrazy grupy 7Z — grupy Z,, kde 2 < n € N, — vsak volné nie st.
Volné grupy s viac nez jednym generdtorom uz nie st komutativne a maja podstatne
zlozitej$iu struktaru.

Nech X C G je nejakd mnozina, ktord generuje grupu G. Uvazujme (jednoznaéne
uréeny) surjektivny homomorfizmus ¢: FG(X) — G rozsirujici identické zobraze-
nie idx : X — G. Potom jeho jadro N = Ker ¢ je normélna podgrupa volnej grupy
FG(X). Lubovolny prvok s; ...s, € N predpisuje rovnost s ...s, = e, ktord musf
platit v grupe G. Ak napr. zyz~'y~! € N, znamend to v G plati zyz~ly~! = e,
t.j. generdtory z,y € X komutuji. Podobne, ak zzz € N, tak v G plati % = e,
t.]. generator z méa rad 3, pripadne 1. Keby sme vypisali vietky slova, ktoré st
prvkami grupy N, dostali by sme tak zoznam vsSetkych redukovanych grupovych
slov nad abecedou X, ktoré sa v grupe GG rovnaju neutrédlnemu prvku e. Kedze
kazd rovnost medzi slovami 71 ...7, = s1...5, mozno prepisat na ekvivalentny
tvar 71 ...yt .51_1 = e, grupa N tak v sebe skryva vSetky mozné rovnosti medzi
(redukovanymi) grupovymi slovami nad abecedou X ktoré platia v G.

Aby sme vsak mohli popisat grupu G = FG(X)/N, nepotrebujeme explicitne po-
znat v8etky rovnosti s;...s, = e spominaného tvaru, ktoré platia v . Staci maft
k dispozicii nejaky mensi zoznam takych rovnosti, z ktorych vsetky ostatné rovnosti
v G logicky vyplyvaja. Inak povedané, nepotrebujeme zoznam vsetkych prvkov grupy
N < FG(X), staci nejakd jej podmnozina £ C N, taks, ze {EF) = N. Potom rovnost
T1...Tm = 81...5, plati v G préave vtedy, ked vyplyva z mnoziny rovnosti F, t.j.
prave vtedy, ked 7y .. .7nsyt .. 5Tt € (E).

Faktorovi grupu FG(X)/{E) znacime (X | F') a nazyvame ju grupa prezentovand
mnoZinou generdtorov X a mnoZinou slov E. (X | E) tak predstavuje “najvseobec-
nejsiu” grupu generovani mnozinou X, v ktorej platia rovnosti s;...s, = e, kde
$1...8p € E. Akdkolvek ind rovnost medzi slovami zostavenymi z generdtorov (t.].
z prvkov mnoziny X) v nej plati, len ak je logickym ddsledkom rovnosti z ' a axiém

tedrie grap — inak nie. Specidlne FG(X) = (X | 0).
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Niekedy slova w € E zapisujeme ako rovnosti w = e, pripadne slova tvaru uv ™! € E
ako rovnosti u = v. Napr.
(o ]am) =z ] 2" = o),

predstavuje cyklick@l grupu radu n, teda izomorfnt s aditivnou grupou Z,,. Podobne
(r,y | oy~ y™") = (v,y | 2y = ya)

predstavuje “volnti abelovski grupu” s dvoma generatormi. Mozno ukézat, ze je
1izomorfné s priamym stéinom 7Z X 7.

Grupy tvaru (X | ), kde X aj B C FG(X) st koneéné mnoziny, nazyvame konecéne
prezentované grupy. Ak X = {a1,..., 2.}, E = {wy,..., wp}, piSeme

(X | E)={x1,...,2n | w1, ..., wg).

Zrejme kazda koneénd grupa je koneéne prezentovand (rozmyslite si preco). Ako sme
vsak videli pred chvilou, koneéne prezentovana grupa moze byt nekonecné.

Prezentacie grip hrajt dolezit Glohu pri popise na nich definovanych homomor-
fizmov.

23.7.3. Veta. Nech (X | E) je prezentacia grupy G a H je lubovolnd grupa. Potom
zobrazenie f: X — H mozno rozsirit do homomorfizmu ¢ : G — H prave vtedy, ked
pre kazdé sy ...s, € E plati f(s1)...f(sn) = emg. V tom pripade je homomorfizmus
@ rozsirujuci f urceny jednoznacne.

Dékaz. Zrejme jediny mozny sposob ako definovat ¢, je polozit

go(a:lfl .. J:Z") = go(a:l)kl .. go(xn)k" = f(a:l)kl .. f(a:n)k"

pre z1,...,%, € X, ki,...,k, € Z. Lahko moZno overif, 7e takto definované zob-
razenie je homomorfizmus grap prave vtedy, ked f(s1)...f(sn) = em pre kazdé
$1...8, € F.

Ak si napriklad uvedomime, 7e Z,, = {x | "), pri¢om Glohu generatora « hré prvok
1 € Z, hned vidime, ze priradenie 1 — a € H mozno rozsirit do homomorfizmu grap
¢: Ty — H préave vtedy, ked v H plati a” = e, ¢ize rad prvku a je delitelom éisla n.
Taktiez naopak, kazdy homomorfizmus ¢: Z,, — H je jednoznacne urceny obrazom
a = (1) jediného prvku 1 € Z,. Ulohu prvku 1 méze samozrejme zohraf fubovolny
generator cyklickej grupy Z,, t.]. lubovolny prvok k € Z,, nestdelitelny s n.

23.7.4. Priklad. Metacyklickou grupou nazyvame koneéne prezentovant grupu tvaru

Fro=(nyla™ =y = aya™" =y"),

kde m, n s prirodzené ¢isla a k € Z, je nestdelitelné s n také, ze k™ =, 1.
Priptstame aj pripady m = 0 alebo n = 0; vtedy kladieme Zy = Z, navyse pod-
mienka nestidelitelnosti k¥ € Z s n = 0 znamena k = £1. Grupy F¥  patria do irsej
triedy grap nazyvanych Frobeniovym: grupamai.

Ukazeme, ze kazdy prvok grupy F¥  ma tvar y®z? pre jednoznacne urcené a € Z,,,
b € Z,. Uvedend prezentacia totiz umoziuje vypoéitat vietky stciny y?z® - y?z® a pre-
viest ich na s¢in vhodnych mocnin generatorov y a x. Ak si totiz uvedomime, ze pre
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prvky fubovolnej grupy plati gug™" - gvg=! = guvg™! a (gh)u(gh)~! = g(huh™1)g™!,
mozeme poditat

dxa+c _ bk dxa+c — yb+k dxa+c’

yatoylet =y atyleT 2t = P (atya?) =Yy

1 2

lebo zyz~! = y*, 2%yz~2 = zyfz~! = (zyz~ 1) = (V)* = gt ety = gkt

Pre m = 2, k = n <1 dostavame dihedralnu grupu A, z prikladu 23.2.2. Kedze
pre generator y radu n je ¥~ ! = y~!, mézeme jej prezentaciu prepisat do obvyklej
podoby

A, = <J:,y |22 =y =, xyz~ ' = y_1>.

Zrejme v uvedene] prezentécii zodpovedd generator x osove] stimernosti podla nie-
ktorej z osi pravidelného n-uholnika a y otoceniu okolo jeho stredu o uhol 27 /n.

23.7.5. Priklad. Nech p, ¢ st Tubovolné prvoéisla. Kedze podla dosledku 23.6.8
multiplikativna grupa Zj pola Z, je cyklicka radu ¢ <1, prvok k € Zy véadu p (t.].
ke€Zy kP =, 1ak # 1) existuje prave vtedy, ked p deli ¢ 1. V takom pripade p < ¢
a

B =(ey|a® =y =¢, ayz™" =¢")

Jje nekomutativna grupa radu pqg. Ukazeme, ze metacyklickd grupa sz“q nezavisi na k;
presnejie, ak [ € Zj je iny prvok radu p, tak sz“q >~ inq.

Mnozina A = {a € Zz; a? = 1} tvor{ cyklickdt podgrupu grupy Z’; radu p, preto
l € A= (k). Teda existuje 1 < r < p &1 také, ze v Z, plati [ = k", &ize | =, k7.

_ k 4 _ _
Potom pre z = 2" € F, méme (2) = (z), ¥ =¢c a
ZyZ_l — xryx—r — ykr — yl.

To vsak podla vety 23.7.3 znamen4, ze priradenie x — 2", y — y mozno rozsirit do
homomorfizmu grupy

Fpy=(zylef =y! =e, aye™! =y)

do grupy sz“q. Citatel by si mal samostatne premysliet, ze ide naozaj o izomorfizmus.



