
23. �VOD DO TE�RIE GR�P

Pojem grupy hr  nato�ko k�£�ov£ £lohu nielen v algebre, ale i v celej modernej mate-
matike a jej po�etn�ch aplik ci ch, �e ani v na¨om kurze line rnej algebry a geometrie
by u� na�alej nebolo £nosn� sa mu vyh�ba�.

Pri anal�ze ak�hoko�vek (nie nevyhnutne matematick�ho) ¨trukt£rovan�ho oboru
objektov hr  d�le�it£ £lohu ot zka jeho symetrie. Znalos� transform ci¡, ktor� za-
chov vaj£ pr¡slu¨n£ ¨trukt£ru (t. j. jej symetri¡), n m toti� neraz umo�¤uje v�razne
spreh�adni� a zjednodu¨i� jej popis. �¡m je tak�chto transform ci¡ viac, t�m symetric-
kej¨iu ¨trukt£ru nesie spom¡nan� obor, mal� mno�stvo tak�chto transform ci¡ naopak
sved�¡ o n¡zkom stupni symetrie.

Ukazuje sa, �e (bijekt¡vne) transform cie zachov vaj£ce dan£ ¨trukt£ru tvoria
v�dy grupu, t. j. mno�inu transform ci¡ uzavret£ vzh�adom na kompoz¡ciu, obsahu-
j£cu identick£ transform ciu a spolu s ka�dou transform ciou aj transform ciu k nej
inverzn£. Typick�mi pr¡kladmi tak�chto gr£p s£ kry¨talogra�ck� grupy, alebo grupy
transform ci¡ euklidovsk�ch priestorov zachov vaj£cich r�zne invarianty, ako napr.
d��ku, objem �i uhol. Grupa transform ci¡ dan�ho ¨trukt£rovan�ho oboru v¨ak v sebe
nesie podstatne viac inform ci¡ o jeho symetrii, ne� len to, �i je ich "ve�a\ alebo "m lo\.
I "rovnako ve�k�\ grupy sa toti� m��u v�razne l¡¨i� svojou vlastnou vn£tornou ¨truk-
t£rou, a t�m sp�tne mnoho vypoveda� o symetrii a ¨trukt£re p�vodn�ch oborov.

V tejto kapitole sa stru�ne obozn mime len s celkom z kladn�mi pojmamia v�sled-
kami te¢rie gr£p. V duchu modernej algebry ich v¨ak budeme ¨tudova� v abstraktnom
po¤at¡, t. j. bez toho, aby sme predpokladali, �e ide nutne o grupy transform ci¡. T�m
sa budeme podrobnej¨ie venova� a� v nasleduj£cej kapitole.

23.1. Abstraktn� pojem grupy

Grupou naz�vame mno�inu G vybaven£ bin rnou oper ciou � : G � G ! G, ktor 
sp�¤a nasleduj£ce podmienky, naz�van� tie� axi¢mami te¢rie gr£p:
(a) (8 a; b; c 2 G)

�
a(bc) = (ab)c

�
,

t. j. oper cia � je asociat¡vna;
(b) (9 e 2 G)(8 a 2 G)(ae = ea = a),

t. j. existuje neutr lny prvok e 2 G oper cie � ;
(c) (8 a 2 G)(9 b 2 G)(ab = ba = e),

t. j. ku ka�d�mu a 2 G existuje inverzn� prvok b 2 G vzh�adom na oper ciu � .

Ako u� vieme z paragrafu 0.4, neutr lny prvok e 2 G je podmienkou (b) ur�en�
jednozna�ne; podobne je podmienkou (c) jednozna�ne ur�en� inverzn� prvok b 2 G
k dan�mu a 2 G.

Hovor¡me, �e grupa G je komutat¡vna, alebo tie� abelovsk , ak oper cia � je komu-
tat¡vna, t. j. plat¡ ab = ba pre v¨etky a; b 2 G.

Uveden� sp�sob z pisu, pri ktorom grupov£ oper ciu zna�¡me � (a jej znak v��¨i-
nou vynech vame), pr¡padne �, naz�vame multiplikat¡vny z pis. Grupov£ oper ciu
vtedy naz�vame s£�inom alebo n soben¡m, pr¡padne skladan¡m alebo kompoz¡ciou.
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Neutr lny prvok naz�vame tie� jednotkov�m prvkom alebo jednotkou, pr¡padne iden-
titou a zna�¡me ho v��¨inou e, " alebo 1, pr¡padne I, id, � a pod. Inverzn� prvok
k prvku a 2 G zna�¡me a�1, ob�as tie� a0 alebo �a. Zrejm�m sp�sobom (porovnaj
s paragrafom 1.2) zav dzame v�razy an pre a 2 G, n 2Z.

Grupov£ oper ciu, neutr lny prvok resp. inverzn� prvok k dan�mu m��eme, samo-
zrejme, ozna�i� hocako. Popri multiplikat¡vnom z pise sa v¨ak be�ne pou�¡va u� len
tzv. adit¡vny z pis, pri ktorom grupov£ oper ciu zna�¡me + a naz�vame s�¡tan¡m,
neutr lny prvok zna�¡me 0 a naz�vame nulou alebo nulov�m prvkom a inverzn� pr-
vok zna�¡me �a a naz�vame opa�n�m prvkom k prvku a 2 G. �itate� by si mal
samostane premyslie�, ako sa zmen¡ formul cia grupov�ch axi¢m (a), (b), (c) pri pre-
chode k adit¡vnemu z pisu. V�razy a�b, na, pre a; b 2 G, n 2Z, zav dzame obdobne
ako v paragrafe 1.2.

Adit¡vny z pis je rezervovan� takmer v�lu�ne pre abelovsk� grupy. To neznamen ,
�e by sme sa s komutat¡vnou grupou nemohli stretn£� v multiplikat¡vnom z pise.
No uveden¡m nejakej grupy v adit¡vnom z pise u� vlastne d vame najavo (pokia�
v�slovne nezd�razn¡me opak), �e ide o abelovsk£ grupu.

Ako sme u� nazna�ili, grupu v��¨inou ozna�ujeme rovnak�m znakom ako jej z -
kladn£ mno�inu. Niekedy je v¨ak £�eln� zahrn£� do jej ozna�enia i pr¡slu¨n£ grupov£
oper ciu, pr¡padne aj jej neutr lny prvok; vtedy hovor¡me napr. o grupe (G; �), grupe
(A;+; 0) a pod.

Hovor¡me, �e grupa G je kone�n  resp. nekone�n , ak jej z kladn  mno�ina m 
pr¡slu¨n£ vlastnos�. R dom kone�nej grupy naz�vame po�et jej prvkov.

S niektor�mi jednoduch�mi pr¡kladmi gr£p sme sa u� v na¨om kurze stretli.

23.1.1. Pr¡klad. Mno�inaZv¨etk�ch cel�ch �¡sel tvor¡ grupu vzh�adom na oper ciu
s�¡tania. Podobne, pre n � 1, tvor¡ grupu mno�ina Zn = f0; 1; : : :; n � 1g v¨etk�ch
zvy¨kov�ch tried s oper ciou s�¡tania modulo n (pozri paragraf 1.3). Zrejme (Z;+) aj
v¨etky (Zn;+) s£ napospol abelovsk� grupy.

23.1.2. Pr¡klad. Ka�d� pole K ur�uje hne� dve komutat¡vne grupy. Je to jednak
adit¡vna grupa (K;+; 0), jednak multiplikat¡vna grupa (Krf0g; �; 1) jeho nenulov�ch
prvkov, ktor£ zvykneme tie� zna�i� (K?; �; 1) alebo len kr tko K?. V pr¡pade pol¡ Q
a R sa k nim pridru�uj£ e¨te multiplikat¡vne grupy (Q+; �; 1) resp. (R+; �; 1) kladn�ch
prvkov dan�ho po�a.

Podobne ur�uje ka�d� vektorov� priestor V nad �ubovo�n�m po�om K abelovsk£
grupu (V;+;0).

23.1.3. Pr¡klad. Z £vah vykonan�ch v paragrafe 0.5 vypl�va, �e mno�ina S(X)
v¨etk�ch permut ci¡ �ubovo�nej mno�iny X tvor¡ grupu vzh�adom na oper ciu �
skladania zobrazen¡, s jednotkou idX . T to grupa je pre #X � 3 nekomutat¡vna. Pre
kone�n£ mno�inu X = f1; : : : ; ng naz�vame grupu S(X) = Sn symetrickou grupou
stup¤a n; jej r d je zrejme n! .

23.1.4. Pr¡klad. Mno�inu v¨etk�ch regul rnych mat¡c rozmeru n� n nad po�om K
budeme odteraz zna�i� GL(n;K). Z v�sledkov paragrafu 7.2 vypl�va, �e GL(n;K)
tvor¡ grupu vzh�adom na oper ciu n sobenia mat¡c, s jednotkou In; naz�vame ju
v¨eobecn  line rna grupa (stup¤a n nad po�om K) (GL je skratka anglick�ho general
linear). Pre n � 2 je GL(n;K) nekomutat¡vna grupa.
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Pri poh�ade na pred chv¡�ou uveden£ de�n¡ciu a za ¤ou nasleduj£ce d�verne zn me
pr¡klady h�bavej¨ieho �itate�a asi nevdojak napadne ot zka, pre�o sme s de�n¡ciou
grupy tak dlho ot �ali. Pritom je to de�n¡cia { najm� v porovnan¡ s de�n¡ciami po�a
a vektorov�ho priestoru (pozri paragrafy 1.2 a 1.5) { ve�mi jednoduch . Vlastne u�
v paragrafe 0.4 sme mali pohromade v¨etky pojmy potrebn� nato, aby sme ju mohli
vyslovi�. Navy¨e, keby sme vtedy boli tak u�inili, mohli sme trochu nesk�r de�n¡cie
po�a a vektorov�ho priestoru sformulova� podstatne krat¨ie a jednoduch¨ie.

Napr. v de�n¡cii po�a (pozri paragraf 1.2) mo�no prv� ¨tyri formuly �av�ho st�pca
zhrn£� do podmienky, �e mno�inaK tvor¡ vzh�adom na s�¡tanie + komutat¡vnu grupu
s nulov�m prvkom 0, a cel� �av� st�pec zasa do podmienky, �e mno�inaK? = Krf0g
tvor¡ komutat¡vnu grupu vzh�adom na n sobenie s jednotkov�m prvkom 1 (potom
nutne 1 2 K?, teda 0 6= 1). Zost va u� len jedin  formula { distribut¡vny z kon {,
ktor  d va do s£visu obe oper cie. S istou d vkou zjednodu¨enia mo�no poveda�, �e
pole pozost va z dvoch komutat¡vnych gr£p spojen�ch distribut¡vnym z konom.

Podobne mo�no prv� ¨tyri formuly v de�n¡cii vektorov�ho priestoru (pozri para-
graf 1.5) nahradi� po�iadavkou, �e (V;+;0) je abelovsk  grupa.

To by v¨ak bol takmer cel� zisk, ktor� by n m v na¨om doteraj¨om kurze line rnej
algebry a geometrie kynul z tak�ho skor�ho zavedenia pojmu grupy. Navy¨e, pokia� by
sme nechceli neorganicky odbo�ova� od t�my, pr¡padne na pr¡tomnos� gr£p v na¨om
v�klade umelo upozor¤ova�, boli by sme obmedzen¡ v podstate na grupy uveden�
v pr¡kladoch 23.1.1{4, v ktor�ch prevl daj£ abelovsk� grupy. Tak�to obmedzenie by
v¨ak zastieralo viacer� podstatn� znaky sveta gr£p, v ktoromnaopak prevl daj£ grupy
neabelovsk�. Pr ve stru�nos� a jednoduchos� de�n¡cie grupy m  toti� za n sledok,
�e jej vyhovuje obrovsk� mno�stvo nesmierne rozmanit�ch matematick�ch objektov,
a t�m aj prekvapiv£ zlo�itos� mo�nej ¨trukt£ry gr£p. Abelovsk� grupy, a obzvl ¨�
vektorov� priestory patria pr ve k t�m ¨trukt£rne najjednoduch¨¡m predstavite�om
gr£p.

Systematick� ¨t£dium te¢rie gr£p nie je predmetom line rnej algebry, teda ani
tohto kurzu. Obmedz¡me sa len na jej z kladn� pojmy a v�sledky v miere, ktor 
n m umo�n¡ ich vyu�itie pri hlb¨om objasnen¡ algebraickej a geometrickej ¨trukt£ry
vektorov�ch priestorov.

V nasleduj£com tvrden¡, ktor�ho d�kaz prenech vame ako jednoduch� cvi�enie �i-
tate�ovi, je zhrnut�ch nieko�ko najelement rnej¨¡ch pravidiel pre po�¡tanie v grup ch.

23.1.5. Tvrdenie. Nech (G; �; e) je grupa. Potom pre �ubovo�n� prvky a; b; c 2 G a
m;n 2Zplat¡

e�1 = e;
�
a�1

�
�1 = a; (ab)�1 = b�1a�1;

a0 = e; am+n = aman; amn = (am)n;

v G s£ splnen� pravidl  o kr ten¡ z�ava aj sprava, t. j.

ab = ac ) b = c; ac = bc ) a = b;

a ka�d  z rovn¡c ax = b, resp. ya = b m  v G jedin� rie¨enie x = a�1b, resp.
y = ba�1.
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23.2. Podgrupy, generuj£ce mno�iny, cyklick� grupy

Nech (G; �; e) je grupa. Hovor¡me, �e podmno�ina S � G je podgrupa grupy G, ak
e 2 S a pre �ubovo�n� a; b 2 S plat¡ ab 2 S aj a�1 2 S. Inak povedan�, podgrupa
grupy G je jej podmno�ina, ktor  obsahuje neutr lny prvok a je uzavret  vzh�adom na
oper cie s£�inu a inverzn�ho prvku v G. Zrejme ka�d  podgrupa grupy G je z rove¤
sama grupou vzh�adom na grupov£ oper ciu zdeden£ z G.

Pri overovan¡, �i dan  pomno�ina grupy je jej podgrupou, b�va niekedy u�ito�n�
nasleduj£ce tvrdenie.

23.2.1. Tvrdenie. Nech (G; �; e) je grupa a S � G. Potom S je podgrupa grupy G
pr ve vtedy, ke� S 6= ; a pre ka�d� a; b 2 S plat¡ ab�1 2 S.

D�kaz. Zrejme ka�d  podgrupa grupy G je nepr zdna a uzavret  vzh�adom na oper -
ciu (a; b) 7! ab�1. Naopak, nech ; 6= S � G je uzavret  na uveden£ oper ciu a s 2 S
je �ubovo�n� prvok. Potom e = ss�1 2 S. �alej pre a; b 2 S plat¡ b�1 = eb�1 2 S a
taktie� ab = a(b�1)�1 2 S. Teda S je podgrupa grupy G.

Pojem podgrupy danej grupy m  niektor� spolo�n� �rty s pojmom line rneho pod-
priestoru dan�ho vektorov�ho priestoru: v oboch pr¡padoch ide o nepr zdnu pod-
mno�inu uzavret£ vzh�adom na pr¡slu¨n� oper cie. Navy¨e, line rny podpriestor S
vektorov�ho priestoru V je z rove¤ aj podgrupou grupy (V;+;0). Naopak, podgrupa
S (adit¡vnej grupy) vektorov�ho priestoru V je jeho line rnym podpriestorom pr ve
vtedy, ke� je uzavret  aj vzh�adom na skal rne n sobky.

Ka�d  grupa G obsahuje tzv. trivi lnu podgrupu feg a nevlastn£ podgrupu G.
Pritom, okrem pr¡padu G = feg, ide zrejme o dve r�zne podgrupy. V nasleduj£cich
pr¡kladoch si uk �eme nieko�ko d�le�it�ch typov netrivi lnych vlastn�ch podgr£p, �¡m
z rove¤ trochu roz¨¡rime na¨u zatia� skromn£ zbierku gr£p.

23.2.2. Pr¡klad. Nech n � 3 je prirodzen� �¡slo. Ozna�me � identick£ permut ciu
mno�iny f1; : : : ; ng a % cyklick£ permut ciu 1 7! 2 7! : : : 7! n�1 7! n 7! 1. Potom
permut cie � = %0, % = %1, : : : , %k, : : : , %n�1 predstavuj£ oto�enia (proti smeru
hodinov�ch ru�i�iek) pravideln�ho n-uholn¡ka s vrcholmi 1; : : : ; n o uhly 2k�=n pre
0 � k � n � 1. Ak n = 2m je p rne, tak pre 1 � k � m ozna�me �2k�1 permut ciu
n-uholn¡ka zodpovedaj£cu s£mernosti pod�a osi sp jaj£cej vrcholy k, m + k a �2k
permut ciu zodpovedaj£cu s£mernosti pod�a osi strany k k+1 (a proti�ahlej strany).
Ak n je nep rne, tak �k pre 1 � k � n ozna�uje permut ciu zodpovedaj£cu osovej
s£mernosti pod�a spojnice vrchola k so stredom proti�ahlej strany n-uholn¡ka.

Pr¡pad nep rneho n = 3 je zn zornen� na obr zku v paragrafe 0:5 (kde zrejme
%�1 = %2). Obr zok na dal¨ej strane ukazuje situ ciu pre p rne n = 4 (tentokr t
%�1 = %3).

Pre ka�d� n � 3 tvor¡ mno�ina f�; %; : : : ; %n�1; �1; : : : ; �ng podgrupu symetrickej
grupy Sn. Ozna�ujeme ju �n a naz�vame grupou symetri¡ pravideln�ho n-uholn¡ka
alebo tie� dihedr lnou grupou stup¤a n. Dihedr lna grupa �n m  r d 2n a okrem
pr¡padu n = 3, kedy �3 = S3, je to netriv lna vlastn  podgrupa symetrickej grupy Sn.

23.2.3. Pr¡klad. Z vety 0.5.1 vypl�va, �e mno�ina v¨etk�ch p rnych permut ci¡
mno�iny f1; : : : ; ng tvor¡ podgrupu symetrickej grupy Sn. Hovor¡me jej alternuj£ca
grupa stup¤a n a zna�¡me ju An. Zrejme A0 = S0, A1 = S1, no pre n � 2 m  An r d
n!=2 (rozmyslite si pre�o), teda je to vlastn  (a pre n � 3 tie� netrivi lna) podgrupa
symetrickej grupy Sn.
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23.2.4. Pr¡klad. Ako sme u� spom¡nali,mno�ina C? = Crf0g tvor¡ grupu vzh�adom
na n sobenie. Z vlastnost¡ komplexn�ch �¡sel mo�no �ahko nahliadnu�, �e mno�ina
fz 2 C ; jzj = 1g je jej podgrupou. Hovor¡me jej grupa komplexn�ch jednotiek (neplies�
si s jednotkou ako neutr lnym prvkom grupy) a z d�vodov, ktor� vysvitn£ nesk�r, ju
zna�¡me U(1). Zrejme U(1) je nekone�n  vlastn  podgrupa grupy (C r f0g; �).

Podobne ako vo vektorovom priestore V generuje �ubovo�n  mno�ina X � V
line rny podpriestor [X], ka�d  podmno�inaX grupy G generuje ist£ podgrupu grupy
G, ktor£ teraz op¡¨eme. Pre X � G ozna�me

hXi =
�
xk11 : : :xknn ; n 2 N & k1; : : : ; kn 2Z& x1; : : : ; xn 2 X

	
:

Ak X = fx1; : : : ; xmg je kone�n  mno�ina, tak miesto hfx1; : : : ; xmgi p¡¨eme len
hx1; : : : ; xmi. Mno�inu hXi naz�vame podgrupa generovan  mno�inou X. Tento n zov
je opr vnen� nasleduj£cim tvrden¡m.

23.2.5. Tvrdenie. Nech X je podmno�ina grupy G. Potom mno�ina hXi je naj-
men¨ia podgrupa grupy G tak , �e X � hXi.

N �rt d�kazu. Podobne ako v tvrden¡ 4.2.1 pre vektorov� priestory, mo�no i teraz
�ahko dok za�, �e

(a) hXi je podgrupa grupy G;
(b) pre ka�d£ podgrupu S � G plat¡ X � S ) hXi � S.

Ak hXi = G, hovor¡me, �e mno�ina X generuje grupu G, alebo, �e X je mno�inou
gener torov grupy G. Prvky mno�iny X potom naz�vame gener tory grupy G. Grupa
G sa naz�va kone�ne generovan , ak G m  nejak£ kone�n£ mno�inu gener torov.

�trukt£rne najjednoduch¨¡mi grupami s£ tzv. cyklick� grupy, t. j. grupy generovan�
jedin�m gener torom. Pr¡kladom cyklickej grupy je grupa (Z;+) v¨etk�ch cel�ch �¡sel,
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a taktie� grupy (Zn;+) pre ka�d� kladn� cel� �¡slo n. Ka�d  z t�chto gr£p (okrem
pr¡padu n = 1, kedy v¨ak Z1 = f0g = h0i) je toti� generovan  svojim prvkom 1.

Ka�d� prvok x grupy G v nej generuje cyklick£ podgrupu hxi. Ak je kone�n , tak
jej r d #hxi naz�vame r dom prvku x v G; ak je nekone�n , hovor¡me, �e prvok x 2 G
m  nekone�n� r d.

Nasleduj£ce tvrdenie by sme mohli dosta� ako jednoduch� d�sledok na¨ich neskor-
¨¡ch £vah. Z merne ho v¨ak dok �eme celkom element rnymi, no o to n zornej¨¡mi
prostriedkami.

23.2.6. Tvrdenie. Prvok x grupy G m  kone�n� r d pr ve vtedy, ke� existuje
kladn� cel� �¡slo r tak�, �e xr = e. R dom prvku x potom je najmen¨ie kladn�
cel� �¡slo r s touto vlastnos�ou a hxi =

�
e; x; : : : ; xr�1

	
. Ak x m  nekone�n� r d, tak

hxi = fxn; n 2Zg, pri�om xm 6= xn pre v¨etky m;n 2Z,m 6= n.

D�kaz. Vezmime x 2 G a uva�ujme postupnos� mocn¡n x1 = x, x2 = xx, x3 = xxx,
at�. V¨etky jej �leny patria do podgrupy hxi.

Pokia� xm  kone�n� r d, t. j. hxi je kone�n , musia sa v tejto postupnosti vyskytn£�
aspo¤ dva rovnak� �leny, napr. xk a xk+r, kde k a r s£ kladn� cel� �¡sla. Potom v¨ak
xke = xk = xk+r = xkxr, z �oho kr ten¡m z�ava dost vame e = xr. Ak r je najmen¨ie
kladn� cel� �¡slo s touto vlastnos�ou, tak v¨etky prvky x0 = e, x1 = x, : : : , xr�1

s£ navz jom r�zne (rozmyliste si, pre�o), a �al¨ie mocniny sa u� cyklicky opakuj£:
xr = e, xr+1 = x, : : : , x2r�1 = xr�1, at�. Ak si e¨te uvedom¡me, �e pre 1 � k � r�1
potom plat¡

�
xk
�
�1 = xr�k, je jasn�, �e hxi = fxk; 0 � k � r � 1g.

Z prvej �asti d�kazu je zrejm�, �e ak x 2 G m  nekone�n� r d, tak v¨etky prvky
uva�ovanej nekone�nej postupnosti x; x2; : : : ; xn; : : : s£ navz jom r�zne. Potom sa
v nej nem��e vyskytn£� neutr lny prvok e. Navy¨e, �iadne dva z nich nem��u by�
navz jom inverzn�. Teda xm 6= xn pre navz jom r�zne m;n 2Za hxi = fxn; n 2Zg.

23.3. Homomor�zmy a izomor�zmy

Nech (G; �), (H; �) s£ grupy. Zobrazenie ' : G ! H sa naz�va homomor�zmus gr£p,
ak pre v¨etky a; b 2 G plat¡

'(ab) = '(a) �'(b):

Inak povedan�, homomor�zmus je zobrazenie, ktor� zachov va oper ciu s£�inu v gru-
p ch. Nasleduj£ce tvrdenie ukazuje, �e grupov� homomor�zmus u� nevyhnutne za-
chov va aj jednotku a oper ciu inverzn�ho prvku.

23.3.1. Tvrdenie. Nech ' : G! H je homomor�zmus gr£p. Potom '(eG) = '(eH )
a pre ka�d� a 2 G plat¡ '

�
a�1

�
= '(a)�1.

D�kaz. �itate� asi s m pri¨iel na to, �e kv�li rozl¡¨eniu jednotiek v grup ch G a H
sme ich pre potreby tohto tvrdenia a jeho d�kazu ozna�ili eG resp. eH . S vyu�it¡m
vlastnosti homomor�zmu dost vame

'(eG) � eH = '(eG) = '(eG � eG) = '(eG) � '(eG);

z �oho po kr ten¡ z�ava vypl�va eH = '(eG).
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Na d�kaz rovnosti '
�
a�1

�
= '(a)�1 sta�¡ overi�, �e '

�
a�1

�
sa spr va ako inverzn�

prvok k prvku '(a), t. j. plat¡ '(a) �'
�
a�1

�
= eH . V�aka vlastnosti homomor�zmu a

u� dok zanej prvej rovnosti n m vyjde

'(a) � '
�
a�1

�
= '

�
aa�1

�
= '(eG) = eH :

Pre �ubovo�n� dve grupy G, H je kon¨tantn� zobrazenie x 7! eH , ktor� ka�d�mu
prvk x 2 G prirad¡ jednotkov� prvok grupy H, homomor�zmus gr£p; naz�vame ho
triv lny homomor�zmus. �oskoro sa budeme ma� mo�nos� zozn mi� aj s netriv lnymi
homomor�zmami.

Op�� sa stret me so zrejmou anal¢giou sp jaj£cou pojmy line rneho zobrazenia
medzi vektorov�mi priestormi a homomor�zmu gr£p: s£ to zobrazenia medzi ich
z kladn�mi mno�inami, ktor� zachov vaj£ pr¡slu¨n� oper cie. Navy¨e, line rne zo-
brazenie ' : V ! U je z rove¤ homomor�zmus gr£p ' : (V;+) ! (U;+). Naopak,
homomor�zmus ' : (V;+)! (U;+) adit¡vnych gr£p vektorov�ch priestorov V a U je
line rnym zobrazen¡m pr ve vtedy, ke� ' zachov va aj skal rne n sobky.

Z toho d�vodu nie je potrebn� uv dza� d�kazy zost vaj£cich tvrden¡ tohto para-
grafu. �itate� by si v¨ak mal samostatne premyslie�, ako ich dostane mal�mi ob-
menami d�kazov pr¡slu¨n�ch tvrden¡ o line rnych zobrazeniach, ktor�ch �¡sla mu na
u�ah�enie zaka�d�m uvedieme.

23.3.2. Tvrdenie. Nech  : F ! G, ' : G ! H s£ homomor�zmy gr£p. Potom aj
ich kompoz¡cia ' �  : F ! H je homomor�zmus gr£p.

D�kaz. Pozri tvrdenie 6.1.2.

23.3.3. Tvrdenie. Nech ' : G ! H je homomor�zmus gr£p, S � G je podgrupa
grupy G a T � H je podgrupa grupy H. Potom aj '(S) � H je podgrupa grupy H
a '�1(T ) � G je podgrupa grupy G.

D�kaz. Pozri tvrdenie 6.1.3.

Nech ' : G ! H je homomor�zmus gr£p. Jeho jadrom resp. obrazom naz�vame
mno�inu

Ker' = '�1feHg = fx 2 G; '(x) = eHg;

resp.
Im' = '(G) = f'(x); x 2 Gg:

Ako bezprostredn� d�sledok tvrdenia 23.3.3 (pozri tie� tvrdenie 6.2.1) dost vame

23.3.4. Tvrdenie. Nech ' : G ! H je homomor�zmus gr£p. Potom Ker' je pod-
grupa grupy G a Im' je podgrupa grupy H.

Podobne ako vo vete 6.2.2 pre line rne zobrazenia, mo�no pomocou jadra a obrazu
charakterizova� aj injekt¡vnos� resp. surjekt¡vnos� grupov�ch homomor�zmov.

23.3.5. Tvrdenie. Nech ' : G! H je homomor�zmus gr£p. Potom
(a) ' je injekt¡vny pr ve vtedy, ke� Ker' = feGg;
(b) ' je surjekt¡vny pr ve vtedy, ke� Im' = H.
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Bijekt¡vny homomor�zmus gr£p ' : G! H naz�vame izomor�zmus gr£p. Hovor¡-
me, �e grupy G, H s£ izomorfn�, ozna�enie G �= H, ak existuje nejak� izomor�zmus
' : G! H.

Zrejme injekt¡vny homomor�zmus ' : G ! H je z rove¤ izomor�zmom grupy G
na podgrupu Im' grupy H.

Aj pre grupov� izomor�zmy plat¡ obdoba tvrdenia 6.3.1 pre line rne izomor�zmy.

23.3.6. Tvrdenie. Nech F , G, H s£ grupy.
(a) idG : G! G je izomor�zmus gr£p.
(b) Ak ' : G! H je izomor�zmus gr£p, tak aj inverzn� zobrazenie '�1 : H ! G je

izomor�zmus gr£p.
(c) Ak  : F ! G, ' : G ! H s£ izomor�zmy gr£p, tak aj ' �  : F ! H je

izomor�zmus gr£p.

V d�sledku toho pre �ubovo�n� grupy F , G, H plat¡

G �= G;

G �= H ) H �= G;

F �= G & G �= H ) F �= H:

Inak povedan�, vz�ah �= izomorfnosti gr£p je re
ex¡vny, symetrick� a tranzit¡vny, teda
je to vz�ah ekvivalencie. Izomorfn� grupy m��eme z h�adiska ich ¨trukt£ry pova�ova�
za toto�n�.

23.3.7. Pr¡klad. Nech (G; �) je �ubovo�n  grupa, a 2 G. Ke��e pre v¨etky m;n 2Z
plat¡ am+n = aman, znamen  to, �e predpisom '(n) = an je de�novan� homomor�z-
mus ' : (Z;+)! (G; �). Zrejme Im' = hai je cyklick  podgrupa grupy G generovan 
prvkom a. Ak a m  kone�n� r d r, tak Ker' = rZ= frn; n 2Zg; ak x m  nekone�n�
r d, tak Ker' = f0g. Teda ' je surjekt¡vne pr ve vtedy, ke� G = hai, t. j. ke� a
generuje grupu G, a ' je injekt¡vne pr ve vtedy, ke� a m  nekone�n� r d.

23.3.8. Pr¡klad. Pripome¤me, �e R� =
�
cos� � sin �
sin � cos�

�
2 GL(2;R) je matica oto�e-

nia euklidovskej roviny R2 okolo po�iatku o uhol � (pozri pr¡klad 6.4.3). Ke��e
pre �; � 2 R plat¡ zn my vz�ah R� � R� = R�+�, znamen  to, �e priraden¡m
� 7! R� je de�novan� homomor�zmus gr£p R : (R;+)! (GL(2;R); �). Zrejme jadro
KerR = 2�Z= f2k�; k 2 Zg � R tvor¡ podgrupa v¨etk�ch celo�¡seln�ch n sobkov
�¡sla 2� a obraz ImR = fR�; � 2 Rg � GL(2;R) je pr ve podgrupa v¨etk�ch mat¡c
oto�en¡ R�.

23.3.9. Pr¡klad. Nech 0 < a 2 R. Ke��e ax > 0 a ax+y = axay pre v¨etky x; y 2 R,
je predpisom '(x) = ax de�novan� homomor�zmus gr£p ' : (R;+) ! (R+; �). Ak
a = 1, ide o trivi lny homomor�zmus '(x) = 1 pre ka�d� x 2 R, teda Ker' = R

a Im' = f1g. Pre a 6= 1 je to v¨ak bijekt¡vny homomor�zmus, teda izomor�zmus.
Inverzn� izomo�zmus '�1 : (R+; �) ! (R;+) je dan� predpisom '�1(u) = loga u pre
u 2 R+. Zn ma formula loga uv = loga u+ loga v pre u; v 2 R+ nie je vlastne ni� in�
ne� vlastnos� homomor�zmu zobrazenia u 7! loga u.

Okrem in�ho sme pr ve dok zali, �e adit¡vna grupa (R;+) a multiplikat¡vna grupa
(R+; �) s£ izomorfn�.
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23.3.10. Pr¡klad. Exponenci la r�dzo imagin rneho �¡sla ix, kde x 2 R, je de�no-
van  Eulerov�m vz�ahom eix = cos x+ i sinx. Op�� plat¡ ei(x+y) = eix eiy pre v¨etky
x; y 2 R. To znamen , �e priraden¡m x 7! eix je de�novan� homomor�zmus gr£p
' : (R;+)! (C ? ; �). �ahko mo�no nahliadnu�, �e Ker' = 2�Za Im' = U(1).

23.4. Rozklad grupy pod�a podgrupy, norm lne podgrupy

Sk�r ne� �itate� prist£pi k ¨t£diu tohto a nasleduj£ceho paragrafu, mal by si zopakova�
z kladn� fakty o ekvivalenci ch a rozkladoch z paragrafu 0.6.

Pre �ubovo�n� podmno�iny X, Y grupy (G; �) ozna�¡me

XY = fxy; x 2 X & y 2 Y g:

Miesto Xfyg p¡¨eme len kr tko Xy a miesto fxgY iba xY . V adit¡vnom z pise pou�¡-
vame ozna�enie X + Y = fx+ y; x 2 X & y 2 Y g, X + y a x+ Y .

Nech S je podgrupa grupy (G; �; e). Potom zrejme x = ex 2 Sx, lebo e 2 S. Navy¨e
pre �ubovo�n� x; y 2 G plat¡

Sx \ Sy 6= ; ) Sx = Sy;

inak povedan� mno�iny, Sx, Sy s£ disjunktn� alebo sa rovnaj£. Ak toti� z 2 Sx\Sy,
tak existuj£ s1; s2 2 S tak�, �e z = s1x = s2y. Potom x = s�11 s2y, a ka�d� prvok
mno�iny Sx m  pre vhodn� s 2 S tvar sx = ss�11 s2y 2 Sy, lebo { ke��e S � G

je podgrupa { plat¡ ss�11 s2 2 S. Teda Sx � Sy a obr ten£ inkl£ziu mo�no dosta�
rovnako, z menou £loh x a y. T�m sme dok zali prv£ �as� nasleduj£ceho tvrdenia.

23.4.1. Tvrdenie. Nech S je podgrupa grupy G. Potom syst�m mno�¡n fSx; x 2 Gg
tvor¡ rozklad grupy G. Prvky x; y 2 G patria do tej istej triedy tohto rozkladu pr ve
vtedy, ke� xy�1 2 S.

D�kaz. Zost va dok za� u� len druh£ �as�. Ke��e uveden� syst�m mno�¡n je rozklad
a y 2 Sy, tak x a y patria do tej istej triedy rozkladu pr ve vtedy, ke� x 2 Sy, t. j.
x = sy pre nejak� s 2 S. To je zrejme ekvivalentn� s podmienkou xy�1 = s 2 S

Mno�iny Sx, x 2 G, sa naz�vaj£ �av� triedy rozkladu grupy G pod�a podgrupy S.
Rel ciu ekvivalencie zodpovedaj£cu tomuto rozkladu zna�¡me �S a m��eme ju vy-
jadri� nasleduj£cimi piatimi ekvivalentn�mi sp�sobmi:

x �S y , xy�1 2 S , Sx = Sy

, x 2 Sy , y 2 Sx , Sx \ Sy 6= ;:

Pr¡slu¨n£ faktorov£ mno�inu (t. j. vlastne rozklad) zna�¡me

G=S = G=�S = fSx; x 2 Gg:

Po�et prvkov #(G=S) faktorovej mno�iny G=S (ak je kone�n ) naz�vame indexom
podgrupy S v grupe G a zna�¡me ho tie� [G : S]; ak G=S je nekone�n , kladieme
[G : S] = 1 a hovor¡me, �e S m  v G nekone�n� index. R d #G samotnej grupy G
zrejme spl�va s indexom [G : e] jej trivi lnej podgrupy feg.
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Analogicky mo�no zavies� aj prav� triedy rozkladu grupy G pod�a podgrupy S, t. j.
mno�iny xS, x 2 G, a dok za� pre ne obdobu tvrdenia 23.4.1.1 Pr¡slu¨n£ rel ciu
ekvivalencie mo�no vyjadri� zodpovedaj£cimi piatimi ekvivalentn�mi formulami:

x S� y , x�1y 2 S , xS = yS

, x 2 yS , y 2 xS , xS \ yS 6= ;:

Taktie� rozklad grupy G na prav� triedy rozkladu pod�a podgrupy S zna�¡me rovnako

G=S = G=S� = fxS; x 2 Gg;

ak je potrebn� bl�¨ie ¨peci�kova�, �i ide o rozklad na �av� alebo prav� triedy, vyjadr¡me
to v��¨inou slovne.

Nech S je podgrupa grupy G a Sx, Sy s£ �ubovo�n� (nie nevyhnutne r�zne) �av�
triedy rozkladu G pod�a S. Takpovediac na prstoch mo�no overi�, �e predpisom
u 7! ux�1y je de�novan� bijekt¡vne zobrazenie Sx ! Sy, ktor� prvok u = sx 2 Sx
(s 2 S) zobraz¡ na prvok sy 2 Sy; k nemu inverzn� zobrazenie Sy ! Sx je dan� pred-
pisom v 7! vy�1x, t. j. prvok v = sy 2 Sy n¡m prejde na prvok sx 2 Sx. V pr¡pade,
�e podgrupa S je kone�n , to v¨ak znamen , �e v¨etky �av� (no rovnako aj prav�)
triedy rozkladu G pod�a S maj£ ten ist� po�et prvkov rovn� r du #S = [S : e]
grupy S = Se = eS. Ke��e G je zjednoten¡m navz jom disjunktn�ch, rovnako po�et-
n�ch tried rozkladu Sx 2 G=S (pr¡padne xS), dok zali sme t�m nasleduj£cu vetu:

23.4.2. Veta. (Lagrange) Nech S je podgrupa kone�nej grupy G. Potom

[G : e] = [G : S] � [S : e];

teda r d aj index podgrupy S s£ delite�mi r du grupy G.

Nesk�r uvid¡me, �e pre dan� delite� d r du kone�nej grupy G nemus¡ v�dy existova�
podgrupa grupy G r du d (pozri cvi�enie...).

23.4.3. D�sledok. (Mal  veta Fermatova) Nech p je prvo�¡slo. Potom pre ka�d� cel�
�¡slo x, ktor� nie je n sobkom �¡sla p, plat¡

xp�1 � 1 mod p;

t. j. �¡slo xp�1 d va po delen¡ �¡slom p zvy¨ok 1.

D�kaz. Ozna�me z zvy¨ok, ktor� d va x po delen¡ p. Ke��e x nie je n sobkom p,
z 2 Z?p, �o je multiplikat¡vna grupa (nenulov�ch prvkov) po�a Zp s r dom p � 1.
Potom r d r jej cyklickej podgrupy hzi je delite�om �¡sla p � 1, teda p � 1 = rk pre
nejak� kladn� cel� �¡slo k. Pod�a tvrdenia 23.2.6 v grupe (Z?p; �; 1) plat¡ z

r = 1, z �oho
vypl�va

zp�1 = zrk = (zr)k = 1k = 1:

Teda zp�1 (teraz u� ako prvokZ) d va po delen¡ �¡slom p zvy¨ok 1. Av¨ak �¡sla zp�1

a xp�1 d vaj£ po delen¡ �¡slom p rovnak� zvy¨ok (pozri cvi�enie 16 z kapitoly 0).

1Pou�¡van  terminol¢gia nie je v tomto smere jednotn . Niektor¡ autori naz�vaj£ prav�mi trie-
dami rozkladu grupy pod�a podgrupy to, �o my naz�vame �av�mi triedami, a naopak.
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Pre �av£ a prav£ triedu rozkladu prvku x grupy G pod�a jej podgrupy S m��e vo
v¨eobecnosti plati� Sx 6= xS. Napr¡klad rozklad dihedr lnej grupy �3 = S3 pod�a
cyklickej podgrupy S = h�1i = f�; �1g na �av� triedy tvoria mno�iny

S� = S�1 = f�; �1g; S% = S�2 = f%; �2g; S%�1 = S�3 =
�
%�1; �3

	
;

a rozklad na prav� triedy zasa mno�iny

�S = �1S = f�; �1g; %S = �3S = f%; �3g; %�1S = �2S =
�
%�1; �2

	
:

(Overte pomocou multiplikat¡vnej tabu�ky tejto grupy v paragrafe 0.5.)
Za ist�ch dodato�n�ch podmienok kladen�ch na podgrupu S v¨ak �av� a prav�

triedy rozkladu G pod�a S spl�vaj£.

23.4.4. Tvrdenie. Nech S je podgrupa grupy G. Potom nasleduj£ce podmienky s£
ekvivalentn�:
(i) (8x 2 G)(8 s 2 S)

�
x�1sx 2 S

�
;

(ii) (8x 2 G)
�
x�1Sx = S);

(iii) (8x 2 G)(Sx = xS);
(iv) (8x; y 2 G)(x �S y , x S� y).

D�kaz. (i)) (ii) Z predpokladu (i) vypl�va inkl£zia x�1Sx � S. Jej pren soben¡m
prvkom x z�ava a prvkom x�1 sprava dostaneme inkl£ziu S � xSx�1; ke��e x 2 G je
�ubovo�n� prvok, substit£ciou x�1 miesto x z¡skame S � x�1Sx. Teda x�1Sx = S.

(ii)) (iii) Sta�¡ pren sobi� rovnos� x�1Sx = S prvkom x z�ava.
(iii)) (iv) Ak Sx = xS, tak

x �S y , y 2 Sx , y 2 xS , x S� y:

(iv)) (i) Pod�a predpokladu pre v¨etky x; y 2 G plat¡ xy�1 2 S , x�1y 2 S.
Ke��e pre �ubovo�n� s 2 S je x(sx)�1 = s�1 2 S, sta�¡ polo�i� y = sx a hne� m me
x�1sx 2 S.

Hovor¡me, �e podgrupa S grupy G je norm lna alebo tie� invariantn , ozna�enie
S C G, ak sp�¤a niektor£ (teda v¨etky) z navz jom ekvivalentn�ch podmienok tvrde-
nia 23.4.4. V pr¡pade norm lnych podgr£p teda nemus¡me rozli¨ova� medzi �av�mi a
prav�mi triedami rozladu ani medzi ekvivalenciami �S a S�.

V ka�dej grupe G plat¡ feg C G a G C G. Zrejme v abelovskej grupe G je ka�d 
podgrupa norm lna. Ako sme v¨ak videli pred chv¡�ou, netriv lna vlastn  podgrupa
neabelovskej grupy u� norm lna by� nemus¡.

Najd�le�itej¨¡mi, a svojim sp�sobom typick�mi pr¡kladmi norm lnych podgr£p s£
jadr  grupov�ch homomor�zmov.

23.4.5. Tvrdenie. Nech ' : G! H je homomor�zmus gr£p. Potom Ker' C G.

D�kaz. Pod�a tvrdenia 23.3.4 je Ker' podgrupa grupy G. Over¡me podmienku (i)
tvrdenia 23.4.4, �¡m dok �eme jej norm lnos�. Nech a 2 Ker', t. j. '(a) = e, a x 2 G
je �ubovo�n� prvok. Potom

'
�
x�1ax

�
= '

�
x�1

�
� '(a) � '(x) = '(x)�1 � e �'(x) = e;

teda x�1ax 2 Ker'.
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Ka�d  podmno�ina X grupy G generuje nielen najmen¨iu podgrupu hXi � G
tak£, �e X � hXi, ale aj najmen¨iu norm lnu podgrupu hjXji � G, ktor  ob-
sahuje X. Mno�inu hjXji mo�no jednoducho pop¡sa�. Polo�me X�1 = fx�1; x 2 Xg,bX = fgug�1; u 2 X [X�1 & g 2 Gg a kone�ne

hjXji = h bXi;
�i�e hjXji je podgrupa generovan  mno�inou bX . Jednoduch� d�kaz nasleduj£ceho tvr-
denie prenech vame ako cvi�enie �itate�ovi.

23.4.6. Tvrdenie. Nech G je grupa a X � G. Potom hjXji je najmen¨ia norm lna
podgrupa grupy G tak , �e X � hXji.

Mno�inu hjXji teda m��eme opr vnene naz�va� norm lna podgrupa grupy G ge-
nerovan  mno�inou X. Zrejme plat¡ hXi � hjXji, a v abelovskej grupe G dokonca
hXi = hjXji.

23.5. Faktorov� grupy

V tomto paragrafe sa zozn mime s kon¨trukciou faktorovej grupy. Ide o d�le�it� pr¡-
klad v¨eobecnej¨ej kon¨trukcie faktorovej ¨trukt£ry, s ktorou sa mo�no stretn£� v naj-
r�znej¨¡ch oblastiach matematiky. S prvou z kladnou my¨lienkou tejto kon¨trukcie
sme sa u� zbe�ne zozn mili v paragrafe 0.6 { spo�¡va v nazeran¡ prvkov faktorovej
mno�iny X=� mno�iny X pod�a ekvivalencie � nie ako mno�¡n (t. j. tried pr¡slu¨-
n�ho rozkladu) ale ako jednotliv�ch prvkov. Druhou k�£�ovou my¨lienkou spom¡nanej
kon¨trukcie je prenos ¨trukt£ry z p�vodnej mno�iny X na faktorov£ mno�inu X=�
pomocou kanonickej projekcie X ! X=� danej priraden¡m x 7! ~x. T£to v¨eobecn£
my¨lienku mo�no asi najjednoduch¨ie ilustrova� pr ve na kon¨trukcii faktorovej grupy.

Nech (G; �) je grupa a � je ekvivalencia na mno�ine G. Na faktorovej mno�ine G=�
hodl me zavies� bin rnu oper ciu � tak, aby (G=�; �) bola grupa a kanonick  projekcia
G! G=� homomor�zmus gr£p. To znamen , �e pre v¨etky x; y 2 G mus¡ plati�

~x � ~y = fxy;
Inak povedan�, podmienka homomorfnosti kanonickej projekcie x 7! ~x u� jednozna�ne
ur�uje pr¡slu¨n£ bin rnu oper ciu na G=�.

Aby v¨ak takto bola korektne de�novan  bin rna oper cia na mno�ine G=�, jej
v�sledok nesmie z visie� na konkr�tnych reprezentantoch x, y tried ~x; ~y 2 G=�. Pre
prvky x1; x2; y1; y2 2 G tak�, �e ~x1 = ~x2 a ~y1 = ~y2, t. j. x1 � x2 a y1 � y2, mus¡ toti�
plati� ~x1 � ~y1 = ~x2 � ~y2. Teda pod�a na¨ej de�n¡cie

gx1y1 = ~x1 � ~y1 = ~x2 � ~y2 = gx2y2;
v d�sledku �oho x1y1 � x2y2.

Hovor¡me, �e ekvivalencia � na grupe G je kongruencia, ak pre �ubovo�n� prvky
x1; x2; y1; y2 2 G plat¡

x1 � x2 & y1 � y2 ) x1y1 � x2y2:

Kr tko povedan�, aby rovnos�ou ~x � ~y = fxy bola korektne de�novan  bin rna oper cia
na faktorovej mno�ine G=�, ekvivalencia � mus¡ by� kongruenciou na grupe G. T to
nevyhnutn  podmienka je aj posta�uj£ca na dosiahnutie n ¨ho vopred stanoven�ho
cie�a.
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23.5.1. Veta. Nech � je kongruencia na grupe (G; �). Potom faktorov  mno�ina
G=� s bin rnou oper ciou ~x � ~y = fxy tvor¡ grupu, ktorej jednotkov�m prvkom je

~e a inverzn�m prvkom k prvku ~x 2 G=� je prvok ~x�1 = gx�1. Navy¨e, prirodzen 
projekcia G! G=� je surjekt¡vny homomor�zmus gr£p.

D�kaz. Na d�kaz prvej �asti tvrdenia sta�¡ overi�, �e pre �ubovo�n� prvky x; y; z 2 G
plat¡

~x � (~y � ~z) = (~x � ~y) � ~z; ~e � ~x = ~x � ~e = ~x; ~x �gx�1 = gx�1 � ~x = ~e:

Pr¡slu¨n� jednoduch� v�po�ty prenech vame ako cvi�enie �itate�ovi.
Zrejme prirodzen  projekcia G ! G=� je surjekcia. U� len sta�¡ pripomen£�, �e

n sobenie na mno�ine G=� bolo de�novan� pr ve tak, aby zobrazenie x 7! ~x bolo
homomor�zmom.

Ukazuje sa, �e kongruencie na grup ch £zko s£visia s norm lnymi podgrupami.

23.5.2. Tvrdenie. Nech (G; �; e) je grupa.
(a) Ak N je norm lna podgrupa grupy G, tak ekvivalencia �N je kongruenciou na

grupe G.
(b) Ak � je kongruencia na grupe G, tak N = ~e je norm lna podgrupa grupy G a

pre v¨etky x; y 2 G plat¡

x � y , xy�1 2 N;

t. j. � spl�va s ekvivalenciou �N rozkladu grupy G pod�a N a pre x 2 G plat¡
~x = Nx = xN .

In�mi slovami, kongruencie na grup ch s£ pr ve ekvivalenciami rozkladu pod�a ich
norm lnych podgr£p.

D�kaz. (a) Nech N C G. U� vieme, �e �N je ekvivalencia na G. Zvo�me v G prvky
x1 �N x2, y1 �N y2; uk �eme, �e plat¡ x1y1 �N x2y2. Pod�a predpokladu x1x�12 2 N
a y1y�12 2 N . Ke��e N je norm lna, plat¡ x2

�
y1y

�1
2

�
x�12 2 N . Preto tie�

(x1y1)(x2y2)�1 = x1
�
y1y

�1
2

�
x�12 =

�
x1x

�1
2

��
x2
�
y1y

�1
2

�
x�12

�
2 N;

teda x1y1 �N x2y2, tak�e �N je kongruencia na G.
(b) Nech � je kongruencia na G. Pod�a tvrdenia 23.5.1 je x 7! ~x homomor�zmus

gr£p G! G=�. Jeho jadrom je zrejme N = ~e. Pod�a tvrdenia 23.4.5 potom N C G.
Ke��e (G=�; �) je grupa, pre x; y 2 G m me

x � y , ~x = ~y , ~x � ~y�1 = ~e:

Nako�ko x 7! ~x je homomor�zmus, plat¡ ~x � ~y�1 =
�
xy�1

�
�, preto tretia podmienka

je zrejme ekvivalentn  so vz�ahom xy�1 2 N . Zvy¨ok je d�sledkom tvrdenia 23.4.4.

Grupu G=�N naz�vame faktorovou grupou grupy G pod�a jej norm lnej podgrupy
N a zna�¡me ju G=N . N sobenie v G=N je de�novan� rovnos�ou

Nx �Ny = Nxy;

jednotkov�m prvkom v G=N je N = Ne a inverzn�m prvkom k Nx 2 G=N je
(Nx)�1 = Nx�1.

Prirodzen  projekcia �N : G ! G=N , dan  predpisom �N (x) = Nx pre x 2 G, je
surjekt¡vny homomor�zmus s jadrom Ker �N = N . To dokazuje platnos� aj obr tenej
implik cie k tvrdeniu 23.4.5.
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23.5.3. Veta. Podgrupa N grupy G je norm lna pr ve vtedy, ke� existuje homo-
mor�zmus gr£p ' : G! H tak�, �e N = Ker'.

23.5.4. Veta. (O homomor�zme) Nech ' : G! H je homomor�zmus gr£p; ozna�me
N = Ker'. Potom predpisom '�(Nx) = '(x) je de�novan� injekt¡vny homomor�z-
mus gr£p '� : G=N ! H. V d�sledku toho

Im' �= G=Ker';

ak ' je navy¨e surjekt¡vny homomor�zmus, tak H �= G=Ker'.

D�kaz. Pre x; y 2 G plat¡ Nx = Ny , '(x) = '(y). Implik cia ) zaru�uje, �e
priraden¡m Nx 7! '(x) je korektne de�novan� zobrazenie '� : G=N ! H. Obr ten 
implik cia ( vyjadruje injekt¡vnos� tohto zobrazenia. Priamo�iary v�po�et

'�(Nx �Ny) = '�(Nxy) = '(xy) = '(x) � '(y) = '�(Nx) � '�(Ny)

ukazuje, �e ide o homomor�zmus.Druh  �as� vety je bezprostredn�m d�sledkom prvej.

Uveden� homomor�zmus '� sp�¤a podmienku ' = '� � �N , t. j. zabezpe�uje ko-
mutat¡vnos� diagramu

G H

G=N

'

'��N

Naopak, pokia� m  zobrazenie '� : G=N ! H vyhovova� tejto podmienke, mus¡ by�
nevyhnutne de�novan� rovnos�ou '�(Nx) = '(x).

Grupa H sa naz�va homomorfn�m obrazom grupy G, ak existuje surjekt¡vny ho-
momor�zmus ' : G! H. Zrejme ka�d  faktorov  grupa grupy G je jej homomorfn�m
obrazom. Ako vypl�va z vety o homomor�zme, tie� naopak, ka�d� homomorfn� obraz
grupy G je izomorfn� s faktorovou grupou G=N grupy G pod�a niektorej jej nor-
m lnej podgrupy N . To znamen , �e v¨etky homomorfn� obrazy grupy G s£ (a� na
izomor�zmus) skryte pr¡tomn� u� v samotnej grupe G.

23.5.5. Pr¡klad. Nech n je kladn� cel� �¡slo. Ozna�me �n(x) zvy¨ok po delen¡ cel�ho
�¡sla x �¡slom n. Potom �n : Z!Zn je homomor�zmus gr£p (s oper ciou +). Ke��e
�n je surjekt¡vny a Ker �n = nZ, pod�a vety o homomor�zme plat¡Z=nZ�=Zn. Po sto-
to�nen¡ faktorovej grupyZ=nZs homomorfn�mobrazomZn = �n(Z) grupyZ, danom
uveden�m izomor�zmom, je ka�d� prvok x+ nZ= fx+ nk; k 2Zg faktorovej grupy
Z=nZ, t. j. vlastne nekone�n  trieda rozkladu pod�a podgrupy nZ�Z, reprezentovan�
ako jedin� prvok �n(x) 2 Zn = f0; 1; : : : ; n � 1g. Pr¡slu¨n  kongruencia �nZzrejme
spl�va s kongruenciou �n modulo n z cvi�enia 16 z kapitoly 0.

23.5.6. Pr¡klad. Z pr¡kladu 23.3.8 vieme, �e zobrazenie R : (R;+)! (GL(2;R); �)
je homomor�zmus gr£p s jadrom KerR = 2�Za obrazom ImR = fR�; � 2 Rg.
Z pr¡kladu 23.3.10 zasa vieme, �e priraden¡m x 7! eix je de�novan� homomor�zmus
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gr£p (R;+)! (C ? ; �) s rovnak�m jadrom 2�Za s obrazom U(1) = feix; x 2 Rg =
fz 2 C ; jzj = 1g. Z vety 23.5.4 tak okam�ite vypl�va ImR �= R=2�Z�= U(1).

Pr ve izomor�zmus adit¡vnej faktorovej grupy R=2�Za jej homomorfn�ho obrazu,
multiplikat¡vnej grupy U(1), je pre pochopenie v¨eobecnej kon¨trukcie faktorovej
grupy ve�mi pou�n�. Faktorov  mno�inaR=2�Zje n¡m reprezentovan  ako jednotkov 
kru�nica { n zorne si m��eme predstavi�, �e vznikla prilo�en¡m bodu 0 re lnej osi R
na bod 1 jednotkovej kru�nice U(1) � C a n sledn�m namotan¡m kladnej polosi proti
a z pornej v smere hodinov�ch ru�i�iek. Body x; y 2 R sa pritom ocitn£ v tom istom
bode kru�nice U(1) pr ve vtedy ke� x�y 2 2�Z, t. j. pr ve vtedy, ke� (x�y)=2� je cel�
�¡slo. Cel  nekone�n  trieda rozkladu x+2�Z2 R=2�Zprvku x 2 Rpod�a podgrupy
2�Z� R je tak reprezentovan  jedin�m bodom eix = cosx+ i sinx kru�nice U(1).

Kon¨trukcia faktorovej grupy prip£¨�a tie� abstraktnej¨¡ popis pomocou tzv. kr t-
kych exaktn�ch postupnost¡. Hovor¡me �e postupnos�

G0
'1����! G1

'2����! � � �
'n�1
����! Gn�1

'n����! Gn

grupov�ch homomor�zmov je exaktn , ak pre ka�d� 1 � i < n plat¡

Im'i = Ker'i+1:

Podobne mo�no de�nova� pojem exaktnosti aj pre (na jednu �i na obe strany) nekone�-
n� postupnosti na seba nadv�zuj£cich grupov�ch homomor�zmov. Kr tkou exaktnou
postupnos�ou naz�vame exaktn£ postupnos� tvaru

feg
�
�! F

'
�! G

 
�! H

�
�! feg;

kde � : feg ! F a � : H ! feg s£ trivi lne homomor�zmy. Exaktnos� v �lene F
znamen , �e Ker' = Im� = feFg, �i�e injekt¡vnos� '. Podobne, exaktnos� v �lene H
znamen , �e Im = Ker � = H, �i�e surjekt¡vnos�  . Kone�ne exaktnos� v strednom
�lene G znamen , �e plat¡ Im' = Ker C G, z �oho vzh�adom na vetu o homomor-
�zme a surjekt¡vnos�  vypl�va G= Im' �= H.

Trivi lna grupa feg na okrajoch, ako aj trivi lne homomor�zmy �, � sa zvykn£ pri
z pise kr tkej exaktnej postupnosti vynech va�. Ak teda hovor¡me o kr tkej exaktnej
postupnosti

F
'
� G

 
� H;

znamen  to, �e ' je injekt¡vny a  je surjekt¡vny homomor�zmus gr£p, pri�om plat¡
Im' = Ker . Injekt¡vnos� ' resp. surjekt¡vnos�  sa vyzna�uje modi�kovan�mi

¨¡pkami� resp. �. Ak existuje kr tka exaktn  postupnos� F
'
� G

 
� H, hovor¡me,

�e stredn  grupa G je roz¨¡ren¡m grupy H pomocou grupy F .
Paragraf uzatv rame zhrnut¡m £vah o kr tkych exaktn�ch postupnostiach a vety

o homomor�zme do jedn�ho celku.

23.5.7. Veta. (a) Nech G je grupa a N C G je jej norm lna podgrupa. Ozna�me
� : N ! G vnorenie, t. j. identick� zobrazenie N do G a � : G ! G=N kanonick£

projekciu G na faktorov£ grupu G=N . Potom N
�
� G

�
� G=N je kr tka exaktn 

postupnos� homomor�zmov gr£p.

(b) Nech naopak F
'
� G

 
� H je kr tka exaktn  postupnos� homomor�zmov gr£p.

Ozna�me N = Im' = Ker . Potom F �= N C G a H �= G=N .
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23.6. Priamy s£�in gr£p

Kon¨trukcia priameho s£�inu n m, spolu s kon¨trukciami podgr£p a faktorov�ch
gr£p, umo�¤uje vytv ra� z dan�ch gr£p nov�. Taktie� naopak, niekedy n m umo�¤uje
reprezentova� dan£ grupu v tvare priameho s£�inu jednoduch¨¡ch gr£p, a t�m spre-
h�adni� jej ¨trukt£ru. Op�� ide o ¨peci lny pr¡pad ve�mi d�le�itej v¨eobecnej kon¨truk-
cie, ktorej p�sobnos� sa neobmedzuje len na te¢riu gr£p.

Priamym s£�inom gr£p (G1; �; e1), (G2; �; e2) naz�vame kartezi nsky s£�in

G1 �G2 = f(x1; x2); x1 2 G1 & x2 2 G2g;

mno�¡n G1, G2, s bin rnou oper ciou de�novanou po zlo�k ch, t. j.

(x1; x2) � (y1; y2) = (x1y1; x2y2)

pre x1; y1 2 G1, x2; y2 2 G2. Rozn soben¡m zvl ¨� v ka�dej zlo�ke sa mo�no �ahko
presved�i�, �e t to oper cia na mno�ineG1�G2 je asociat¡vna,m  (e1; e2) za neutr lny
prvok a inverzn�m prvkom k prvku (x1; x2) 2 G1 � G2 je (x1; x2)�1 =

�
x�11 ; x�12

�
.

T�m sme vlastne dok zali nasleduj£cu vetu.

23.6.1. Veta. Priamy s£�in G1 �G2 gr£p G1, G2 je grupa.

Zov¨eobecnenie kon¨trukcie priameho s£�inu, ako aj vety 23.6.1 na �ubovo�n� ko-
ne�n� po�et gr£p prenech vame �itate�ovi.

Reprezent cia danej grupy G v tvare priameho s£�inu G �= G1 � G2 prin ¨a nie�o
nov�, len ak s£ obe grupy G1, G2 netrivi lne. To nastoluje zauj¡mav� probl�m: roz-
lo�i� dan£ grupu G na priamy s£�in dvoch netrivi lnych gr£p, t. j. n js� netriv lne
grupy G1 a G2 tak, �e plat¡ G �= G1 �G2, pr¡padne uk za�, �e tak� grupy neexistuj£
{ v tom pr¡pade hovor¡me, �e grupa G je priamo nerozlo�ite�n . Rozumn£ charakteri-
z ciu priamo nerozlo�ite�n�ch gr£p nem me napor£dzi. Jednako uvedieme nieko�ko
jednoduch�ch podmienok, ktor� n m umo�nia rozlo�i� niektor� zn me grupy na pria-
my s£�in v istom zmysle jednoduch¨¡ch faktorov.

Najprv si v¨imnime, �e projekcie �1 : G1 � G2 ! G1, �2 : G1 � G2 ! G2, dan�
predpismi �1(x1; x2) = x1, �2(x1; x2) = x2, s£ surjekt¡vne grupov� homomor�zmy a
pre ich jadr  plat¡

Ker �1 = fe1g � G2
�= G2; Ker �2 = G1 � fe2g �= G1;

pr¡slu¨n� izomor�zmy s£ dan� priradeniami (e1; x2) 7! x2 resp. (x1; e2) 7! x1. To
znamen , �e grupa G1 � G2 obsahuje dve norm lne podgrupy N1

�= G1 a N2
�= G2.

Navy¨e N1 \N2 = f(e1; e2)g a pre �ubovo�n� prvok (x1; x2) 2 G1 � G2 plat¡

(x1; x2) = (x1; e2) � (e1; x2) = (e1; x2) � (x1; e2);

z �oho vypl�vaj£ rovnosti G = N1N2 = N2N1.

23.6.2. Tvrdenie. Nech (G; �) je grupa a S; T � G s£ jej podgrupy. Ozna�me
' : S � T ! G zobrazenie dan� predpisom '(x; y) = xy pre x 2 S, y 2 T . Potom
(a) ' je homomor�zmus gr£p pr ve vtedy, ke� pre v¨etky x 2 S, y 2 T plat¡

xy = yx;
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(b) ' je injekt¡vne pr ve vtedy, ke� S \ T = feg;
(c) ' je surjekt¡vne pr ve vtedy, ke� G = ST .

D�kaz. (a) Predpokladajme, �e ' je homomor�zmus. Potom pre �ubovo�n� x 2 S,
y 2 T plat¡

xy = '(x; y) = '
�
(e; y) � (x; e)

�
= '(e; y) �'(x; e) = (ey)(xe) = yx:

Nech naopak pre v¨etky x 2 S, y 2 T plat¡ xy = yx. Zvo�me x1; x2 2 S, y1; y2 2 T .
Potom

'
�
(x1; y1) � (x2; y2)

�
= '(x1x2; y1y2) = (x1x2)(y1y2)

= (x1y1)(x2y2) = '(x1; y1) � '(x2; y2);

�o znamen , �e ' je homomor�zmus.
(b) Predpokladajme, �e plat¡ S \ T = feg. Nech (x1; y1); (x2; y2) 2 S � T s£ tak�,

�e '(x1; y1) = '(x2; y2). Potom x1y1 = x2y2, a ke��e S, T s£ podgrupy a x1; x2 2 S,
y1; y2 2 T , plat¡ x�12 x1 = y2y

�1
1 2 S \ T . Z toho vypl�va x�12 x1 = y2y

�1
1 = e, teda

(x1; y1) = (x2; y2), �o dokazuje injekt¡vnos� zobrazenia '.
Nech naopak ' je injekt¡vne. Potom pre x 2 S \ T plat¡ tie� x�1 2 S \ T , lebo

S \ T je podgrupa grupy G. Preto
�
x; x�1

�
2 S � T a

'
�
x; x�1

�
= xx�1 = e = '(e; e):

V�aka injekt¡vnosti ' z toho vypl�va x = e = x�1. Teda S \ T = feg.
(c) plat¡ trivi lne.

23.6.3. D�sledok. Nech G je grupa a S; T C G s£ jej dve norm lne podgrupy tak�,
�e S \ T = feg a G = ST . Potom G �= S � T .

D�kaz. Sta�¡ overi�, �e za uveden�ch predpokladov je splnen  aj podmienka (a) pred-
ch dzaj£ceho tvrdenia, �i�e pre v¨etky x 2 S, y 2 T plat¡ xy = yx. Potom toti�
priradenie (x; y) 7! xy bude izomor�zmus gr£p S � T �= G. Ke��e S; T C G, plat¡
yx�1y�1 2 S, xyx�1 2 T a

x � yx�1y�1 = xyx�1 � y�1 2 S \ T;

teda xyx�1y�1 = e, z �oho u� vypl�va po�adovan  rovnos�.

Nasleduje nieko�ko aplik ci¡ �erstvo dok zan�ch v�sledkov.

23.6.4. Tvrdenie. Nech m, n s£ kladn� cel� �¡sla. Potom cyklick  adit¡vna grupa
Zmn je izomorfn  s priamym s£�inom Zm �Zn cyklick�ch adit¡vych gr£p Zm a Zn
pr ve vtedy, ke� m a n s£ nes£delite�n�.

D�kaz. Nech m, n s£ nes£delite�n�. Ozna�me S, T podmno�iny mno�iny Zmn po-
zost vaj£ce z �¡sel delite�n�ch �¡slom n resp. m. Zrejme S aj T s£ podgrupy grupy
Zmn a plat¡ Zm �= S = f0; n; 2n; : : : ; (m � 1)ng, Zn �= T = f0;m; 2m: : :; (n � 1)mg.
Ke��e grupaZmn je komutat¡vna, rovnos� x+ y = y + x plat¡ pre v¨etky x; y 2Zmn,
a nielen pre x 2 S, y 2 T . Z nes£delite�nosti m a n vypl�va S \ T = f0g. Pod�a



18 PAVOL ZLATO�: LINE�RNA ALGEBRA A GEOMETRIA

�ast¡ (a), (b) tvrdenia 23.6.2 je predpisom (x; y) 7! x + y de�novan� injekt¡vny ho-
momor�zmus gr£p S � T !Zmn. Ke��e mno�ina S m  m prvkov a mno�ina T m 
n prvkov, je to injekcia mn-prvkovej mno�iny S � T do mno�iny Zmn s rovnak�m
po�tom prvkov, teda z rove¤ surjekcia. M��eme uzavrie�, �e uveden� zobrazenie je
izomor�zmus gr£p, preto plat¡

Zmn �= S � T �=Zm�Zn:

Nech naopak m, n s£ s£delite�n� s najv��¨¡m spolo�n�m delite�om d > 1. Potom
m=d, n=d aj k = mn=d < mn s£ cel� �¡sla. Pre ka�d� prvok (x; y) grupy Zm �Zn
plat¡

k(x; y) = (kx; ky) =
�
n

d
mx;

m

d
ny

�
= (0; 0);

lebo mx = 0 vZm a ny = 0 vZn (v�razy ako kz ozna�uj£ s£�et k exempl rov prvku
z v pr¡slu¨nej grupe). To znamen , �e r d ka�d�ho prvku tejto grupy je nanajv�¨ k,
teda ostro men¨¡ ne� mn. Z toho d�vodu, pod�a tvrdenia 23.2.6,Zm�Zn nem��e by�
izomorfn  s cyklickou grupou r du mn.

Pozn mka. Met¢dami do istej miery podobn�mi niektor�m met¢dam z kapitoly 21
mo�no dok za�, �e ka�d  kone�ne generovan  abelovsk  grupa je izomorfn  s pria-
mym s£�inom kone�n�ho po�tu cyklick�ch gr£p. V d�sledku toho je ka�d  kone�n 
abelovsk  grupa izomorfn  s priamym s£�inomZn1� : : :�Znk pre vhodn� kladn� cel�
�¡sla n1; : : : ; nk. �¡sla n1; : : : ; nk mo�no navy¨e vybra� tak, �e ka�d� z nich je mocni-
nou nejak�ho prvo�¡sla (prim rny kanonick� tvar), pr¡padne tak, �e ka�d� z nich je
n sobkom nasleduj£ceho (racion lny kanonick� tvar). Tieto v�sledky v¨ak u� v�razne
presahuj£ r mec n ¨ho kurzu.

Nasleduj£ce jednoduch� d�sledky vety 23.6.4 n m posl£�ia pri d�kaze z vere�n�ho
tvrdenia.

23.6.5. D�sledok. V �ubovo�nej grupe (G; �) plat¡:
(a) Ak prvky x; y 2 G komutuj£, t. j. xy = yx, a maj£ kone�n� po dvoch nes£deli-

te�n� r dy m resp. n, tak prvok xy m  r d mn.
(b) Ak prvok x 2 Gm  kone�n� r d mn, kde m, n s£ navz jom nes£delite�n� kladn�

cel� �¡sla, tak existuj£ prvky u; v 2 hxi r dov m resp. n tak�, �e x = uv.
(c) Ak prvky x; y 2 G komutuj£ a maj£ kone�n� r dy m resp. n, tak existuje prvok

z 2 hx; yi, ktor�ho r d je najmen¨¡m spolo�n�m n sobkom �¡sel m a n.

D�kaz. (a) R d prvku xy 2 hx; yi �= hxi � hyi je zrejme rovnak� ako r d prvku
(1; 1) 2Zm�Zn.

(b) Cyklick  podgrupa hxi grupy G je izomorfn  s priamym s£�inom Zm �Zn;
nech ' : Zm�Zn! hxi je nejak� izomor�zmus a (a; b) = '�1(x). Potom r d prvku
a 2Zm je m a r d prvku b 2Zn je n (rozmyslite si pre�o). Sta�¡ polo�i� u = '(a; 0),
v = '(0; b).

(c) Nech m = p�11 : : : p�kk , n = p�11 : : : p�k
k , kde p1; : : : ; pk s£ navz jom r�zne prvo-

�¡sla a �i; �i 2 N. Ke��e pre i 6= j s£ �¡sla p�ii , p�jj navz jom nes£delite�n�, pod�a (b)
(ktor� mo�no indukciou zov¨eobecni� na �ubovo�n� kone�n� po�et �inite�ov) existuj£
prvky u1; : : : ; uk 2 hxi tak�, �e x = u1 : : :uk a ui m  r d p�ii . Z rovnak�ho d�vodu
existuj£ prvky v1; : : : ; vk 2 hyi tak�, �e y = v1 : : : vk a vi m  r d p�ii . Zrejme �ubovo�n�
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dva z prvkov u1; : : : ; uk; v1; : : : ; vk komutuj£. Polo�me wi = ui, ak �i � �i a wi = vi,
ak �i < �i. Pod�a (a) (ktor� mo�no takisto zov¨eobecni� indukciou na �ubovo�n�
kone�n� po�et �inite�ov) r d prvku z = w1 : : :wk je p
11 : : : p
k

k
, kde 
i = max(�i; �i),

�i�e najmen¨¡ spolo�n� n sobok �¡sel m a n.

Taktie� �as� (c) uveden�ho d�sledku mo�no indukciou zov¨eobecni� na �ubovo�n�
kone�n� po�et po dvoch komutuj£cich prvkov grupy. Jeden ¨peci lny pr¡pad tohto
zov¨eobecnenia si zasl£�i na¨u pozornos�.

23.6.6. D�sledok. Nech G je kone�n  abelovsk  grupa. Potom existuje prvok z 2 G,
ktor�ho r d je n sobkom r du ka�d�ho prvku grupy G.

Nasleduj£ca veta odha�uje zauj¡mav£ s£vislos� medzi ¨trukt£rou pol¡ a kone�n�ch
cyklick�ch gr£p.

23.6.7. Veta. Nech K je �ubovo�n� pole. Potom ka�d  kone�n  podgrupa multiplika-
t¡vnej grupy K? jeho nenulov�ch prvkov je cyklick .

D�kaz. Nech G je kone�n  podgrupa grupy K?. Pod�a d�sledku 23.6.6 existuje prvok
z 2 G, ktor�ho r d n = # hzi je n sobkom r du ka�d�ho prvku grupy G. Potom n del¡
r d #G, teda n � #G, a pre ka�d� a 2 G plat¡ an = 1. Inak povedan�, ka�d� prvok
grupy G je kore¤om polyn¢mu xn � 1 2 K[x]. Ale, ako sme sa u� zmienili v £vode
paragrafu 19.1, polyn¢m n-t�ho stup¤a m  v poli K najviac n kore¤ov (dokonca
vr tane n sobnosti). Preto mus¡ plati� #G � n, teda #G = n a G = hzi je cyklick .

23.6.8. D�sledok. Nech K je kone�n� pole. Potom multiplikat¡vna grupa K? jeho
nenulov�ch prvkov je cyklick .

E¨te poznamenajme, �e gener tor cyklickej multiplikat¡vnej grupy K? kone�n�ho
q-prvkov�ho po�a K sa naz�va (q � 1)-  primit¡vna odmocnina z jednotky. Tak�to
prvok m  toti� r d q � 1, t. j. vyhovuje rovnici xq�1 = 1, ale �iadnej z rovn¡c xk = 1
pre 1 � k < q � 1.

23.7. Vo�n� a kone�ne prezentovan� grupy

Nech X je �ubovo�n  mno�ina. Zamyslime sa nad ot zkou, ako vyzer  "najv¨eobecnej-¨ia\ grupa generovan  mno�inouX. Predov¨etk�m treba upresni�, �o vlastne znamen 
ono "najv¨eobecnej¨ia\. Ozna�me F t£to zatia� bli�¨ie neur�en£ grupu. Vieme, �e
X � F = hXi. Pod�a na¨ich predst v by v grupe F nemali plati� "�iadne vz�ahy
navy¨e\ okrem t�ch, ktor� s£ nevyhnutn�mi logick�mi d�sledkami axi¢m (a), (b), (c)
te¢rie gr£p, uveden�ch na za�iatku paragrafu 23.1.

Grupa F by teda okrem prvkov mno�iny X mala obsahova� aj nejak� (jedin�)
neutr lny prvok e, a ke��e n s ni� nen£ti, aby pre nejak� x 2 X platilo x = e, tento
prvok by mal by� r�zny od ka�d�ho prvku x 2 X. S ka�d�m prvkom x 2 X by F
mala obsahova� aj k nemu inverzn� prvok x�1, ktor� by mal by� z rovnak�ho d�vodu
r�zny od ka�d�ho prvku y 2 X aj od prvku e. Na druhej strane, axi¢my te¢rie gr£p
n s n£tia polo�i� e�1 = e a (x�1)�1 = x. P�vodn  mno�ina X sa n m tak rozr stla
do zjednotenia po dvoch disjunktn�ch mno�¡n X, feg a X�1 = fx�1; x 2 Xg.

Grupa F v¨ak mus¡ by� uzavret  aj vzh�adom na s£�iny, teda mus¡ popri prvku e
obsahova� aj v¨etky v�razu tvaru s1s2 : : : sn, kde 1 � n 2 N a s1; : : : ; sn 2 X [X�1.
Z tvorky si m��eme dovoli� vynecha�, lebo v d�sledku asociat¡vnosti grupy F ich
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umiestnenie nem  vplyv na v�sledok. Ke� sa v¨ak v takomto "slove\ vyskytn£ ved�a
seba "p¡smen \ x a x�1, je nevyhnutn� ich navz jom vykr ti� a takto pokra�ova�,
pokia� sa to len d . Napr. zo slova u�1uxxyz�1zy�1zu�1, kde x; y; z; u 2 X, tak
najprv dostaneme xxyy�1zu�1 a potom xxzu�1.

Uk �eme, �e do mno�iny F netreba �alej ni� prid va�. Ak sa navy¨e dohodneme,
�e prvok e stoto�n¡me s pr zdnou postupnos�ou prvkov mno�iny X [X�1, m me

F =
�
s1 : : : sn; n 2 N & s1; : : : ; sn 2 X [X�1 & (8 i < n)(s�1i 6= si+1)

	
:

Prvky mno�iny F naz�vame redukovan� grupov� slov  nad abecedou X.
S£�in redukovan�ch slov r1 : : : rm, s1 : : : sn de�nujeme v dvoch krokoch: Najprv

ich jednoducho nap¡¨eme za sebou, t. j. utvor¡me slovo r1 : : : rms1 : : : sn, a potom ho
zredukujeme pod�a sk�r spom¡nan�ho receptu.

�ahko nahliadneme, �e takto de�novan  oper cia n sobenia je asociat¡vna. Pr zdne
slovo e je naozaj redukovan� a je jej neutr lnym prvkom. Inverzn�m prvkom k reduko-
van�mu slovu s1 : : : sn je redukovan� slovo s�1n : : : s�11 , lebo redukciou zlo�en�ho slova
s1 : : : sns

�1
n : : : s�11 zrejme dostaneme pr zdne slovo e. Kr tko povedan�, mno�ina F

s pr ve de�novanou oper ciou tvor¡ grupu. Naz�vame ju vo�n  grupa nad mno�inou
gener torov X a prvkom mno�iny X hovor¡me vo�n� gener tory. Aby sme zv�raznili
ich £lohu, pou�¡vame ozna�enie F = FG(X) (z anglick�ho free group).

Vo�n� grupy v¨ak mo�no charakterizova� aj in�m, abstraktn�m sp�sobom.

23.7.1. Veta. Nech X je mno�ina a G je �ubovo�n  grupa. Potom ku ka�d�mu zo-
brazeniu f : X ! G existuje pr ve jeden homomor�zmus ' : FG(X) ! G tak�, �e
' �X = f , t. j. '(x) = f(x) pre ka�d� x 2 X. Naopak, ak nejak  grupa F m  tie�
uveden£ vlastnos�, t. j. X � F a ku ka�d�mu zobrazeniu g : X ! G existuje jedin�
homomor�zmus gr£p  : F ! G tak�, �e  �X = g, tak F �= FG(X).

D�kaz. Nech f : X ! G je nejak� zobrazenie z mno�iny X do grupy G. Ak m 
by� ' : FG(X) ! G homomor�zmus roz¨iruj£ci f , tak pre ka�d� (redukovan�) slovo
x�11 : : :x�nn 2 FG(X), kde x1; : : : ; xn 2 X a �i 2 f1;�1g, mus¡ plati�

'
�
x�11 : : :x�nn

�
= '(x1)�1 : : :'(xn)�n = f(x1)�1 : : : f(xn)�n ;

teda ' mo�no de�nova� len jedin�m sp�sobom. Naopak, �ahko nahliadneme, �e uve-
den�m predpisom je naozaj de�novan� homomor�zmus gr£p roz¨iruj£ci f .

Predpokladajme, �e F � X je grupa a ku ka�d�mu zobrazeniu g : X ! G do
�ubovo�nej grupy G existuje jedin� homomor�zmus : X ! G roz¨iruj£ci g. Uva�ujme
identitu idX ako zobrazenie X ! F aj ako zobrazenie X ! FG(X). Existuje jedin�
homomor�zmus' : FG(X)! F roz¨iruj£ci idX a taktie� jedin� tak� homomor�zmus
 : F ! FG(X). Potom aj ' � : F ! F je homomor�zmus roz¨iruj£ci idX , rovnako
ako  �' : FG(X)! FG(X). Preto nevyhnutne ' � = idF a  �' = idFG(X), teda
',  s£ navz jom inverzn� izomor�zmy.

Uveden  vlastnos� vo�n�ch gr£p pripom¡na vektorov� priestory. Aj tie s£ "vo�n�nad svojimi b zami\. Ak toti� X je (neusporiadan ) b za vektorov�ho priestoru V
nad po�om K, tak ka�d� zobrazenie f : X ! U do nejak�ho vektorov�ho priestoru
U mo�no jedin�m sp�sobom roz¨¡ri� do line rneho zobrazenia ' : V ! U . Zrejme '
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zobraz¡ line rnu kombin ciu c1x1+ : : :+ cnxn, kde x1; : : : ; xn 2 X, c1; : : : ; cn 2 K do
line rnej kombin cie

'(c1x1 + : : :+ cnxn) = c1f(x1) + : : :+ cnf(xn):

No na rozdiel od vektorov�ch priestorov, z�aleka nie v¨etky grupy, dokonca ani tie
kone�ne generovan�, nie s£ vo�n�. Jednako { ako ukazuje nasleduj£ca veta { vo�n�
grupy s£ v istom zmysle predobrazmi v¨etk�ch gr£p.

23.7.2. Veta. Ka�d  grupa je homomorfn�m obrazom nejakej vo�nej grupy.

D�kaz. Nech G je �ubovovo�n  grupa aX � G je nejak  mno�ina jej gener torov (v�dy
m��eme polo�i� napr. X = G). Nech F = FG(X) je vo�n  grupa nad mno�inou X.
Uva�ujme identitu idX ako zobrazenie idX : X ! G. Pod�a predch dzaj£cej vety
existuje (dokonca jedin�) homomor�zmus gr£p ' : F ! G tak�, �e '(x) = x pre
v¨etky x 2 X. Ke��e X generuje G, ' je zrejme surjekcia.

Napr¡klad vo�n  grupa s jedn�m gener torom x je zrejme nekone�n  cyklick  grupa,
teda (FG(x); �) �= (Z;+). Pod�a vety 23.3.1 je ka�d� homormo�zmusZ! G jedno-
zna�ne ur�en� obrazom jej gener tora 1 2Z, ktor�m m��e by� ka�d� prvok grupy G.
Homomorfn� obrazy grupy Z{ grupy Zn, kde 2 � n 2 N, { v¨ak vo�n� nie s£.
Vo�n� grupy s viac ne� jedn�m gener torom u� nie s£ komutat¡vne a maj£ podstatne
zlo�itej¨iu ¨trukt£ru.

Nech X � G je nejak  mno�ina, ktor  generuje grupu G. Uva�ujme (jednozna�ne
ur�en�) surjekt¡vny homomor�zmus ' : FG(X) ! G roz¨iruj£ci identick� zobraze-
nie idX : X ! G. Potom jeho jadro N = Ker' je norm lna podgrupa vo�nej grupy
FG(X). �ubovo�n� prvok s1 : : : sn 2 N predpisuje rovnos� s1 : : : sn = e, ktor  mus¡
plati� v grupe G. Ak napr. xyx�1y�1 2 N , znamen  to v G plat¡ xyx�1y�1 = e,
t. j. gener tory x; y 2 X komutuj£. Podobne, ak xxx 2 N , tak v G plat¡ x3 = e,
t. j. gener tor x m  r d 3, pr¡padne 1. Keby sme vyp¡sali v¨etky slov , ktor� s£
prvkami grupy N , dostali by sme tak zoznam v¨etk�ch redukovan�ch grupov�ch
slov nad abecedou X, ktor� sa v grupe G rovnaj£ neutr lnemu prvku e. Ke��e
ka�d£ rovnos� medzi slovami r1 : : : rm = s1 : : : sn mo�no prep¡sa� na ekvivalentn�
tvar r1 : : : rms�1n : : : s�11 = e, grupa N tak v sebe skr�va v¨etky mo�n� rovnosti medzi
(redukovan�mi) grupov�mi slovami nad abecedou X ktor� platia v G.

Aby sme v¨ak mohli pop¡sa� grupu G �= FG(X)=N , nepotrebujeme explicitne po-
zna� v¨etky rovnosti s1 : : : sn = e spom¡nan�ho tvaru, ktor� platia v G. Sta�¡ ma�
k dispoz¡cii nejak� men¨¡ zoznam tak�ch rovnost¡, z ktor�ch v¨etky ostatn� rovnosti
v G logicky vypl�vaj£. Inak povedan�, nepotrebujeme zoznam v¨etk�ch prvkov grupy
N C FG(X), sta�¡ nejak  jej podmno�ina E � N , tak , �e hjEji = N . Potom rovnos�
r1 : : : rm = s1 : : : sn plat¡ v G pr ve vtedy, ke� vypl�va z mno�iny rovnost¡ E, t. j.
pr ve vtedy, ke� r1 : : : rms�1n : : : s�11 2 hjEji.

Faktorov£ grupu FG(X)=hjEji zna�¡me hX j Ei a naz�vame ju grupa prezentovan 
mno�inou gener torov X a mno�inou slov E. hX j Ei tak predstavuje \najv¨eobec-
nej¨iu" grupu generovan£ mno�inou X, v ktorej platia rovnosti s1 : : : sn = e, kde
s1 : : : sn 2 E. Ak ko�vek in  rovnos� medzi slovami zostaven�mi z gener torov (t. j.
z prvkov mno�iny X) v nej plat¡, len ak je logick�m d�sledkom rovnost¡ z E a axi¢m
te¢rie gr£p { inak nie. �peci lne FG(X) = hX j ;i.
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Niekedy slov w 2 E zapisujeme ako rovnostiw = e, pr¡padne slov  tvaru uv�1 2 E
ako rovnosti u = v. Napr. 


x j xn
�
=


x j xn = e

�
;

predstavuje cyklick£ grupu r du n, teda izomorfn£ s adit¡vnou grupou Zn. Podobne

x; y j xyx�1y�1

�
= hx; y j xy = yxi

predstavuje \vo�n£ abelovsk£ grupu" s dvoma gener tormi. Mo�no uk za�, �e je
izomorfn  s priamym s£�inomZ�Z.

Grupy tvaru hX j Ei, kdeX ajE � FG(X) s£ kone�n� mno�iny, naz�vame kone�ne
prezentovan� grupy. Ak X = fx1; : : : ; xng, E = fw1; : : : ; wkg, p¡¨eme

hX j Ei = hx1; : : : ; xn j w1; : : : ; wki:

Zrejme ka�d  kone�n  grupa je kone�ne prezentovan  (rozmyslite si pre�o). Ako sme
v¨ak videli pred chv¡�ou, kone�ne prezentovan  grupa m��e by� nekone�n .

Prezent cie gr£p hraj£ d�le�it£ £lohu pri popise na nich de�novan�ch homomor-
�zmov.

23.7.3. Veta. Nech hX j Ei je prezent cia grupy G a H je �ubovo�n  grupa. Potom
zobrazenie f : X ! H mo�no roz¨¡ri� do homomor�zmu ' : G! H pr ve vtedy, ke�
pre ka�d� s1 : : : sn 2 E plat¡ f(s1) : : : f(sn) = eH . V tom pr¡pade je homomor�zmus
' roz¨iruj£ci f ur�en� jednozna�ne.

D�kaz. Zrejme jedin� mo�n� sp�sob ako de�nova� ', je polo�i�

'
�
xk11 : : : xknn

�
= '(x1)k1 : : : '(xn)kn = f(x1)k1 : : : f(xn)kn

pre x1; : : : ; xn 2 X, k1; : : : ; kn 2 Z. �ahko mo�no overi�, �e takto de�novan� zob-
razenie je homomor�zmus gr£p pr ve vtedy, ke� f(s1) : : : f(sn) = eH pre ka�d�
s1 : : : sn 2 E.

Ak si napr¡klad uvedom¡me, �eZn �= hx j xni, pri�om £lohu gener tora x hr  prvok
1 2Zn, hne� vid¡me, �e priradenie 1 7! a 2 H mo�no roz¨¡ri� do homomor�zmu gr£p
' :Zn! H pr ve vtedy, ke� v H plat¡ an = e, �i�e r d prvku a je delite�om �¡sla n.
Taktie� naopak, ka�d� homomor�zmus ' : Zn ! H je jednozna�ne ur�en� obrazom
a = '(1) jedin�ho prvku 1 2Zn. �lohu prvku 1 m��e samozrejme zohra� �ubovo�n�
gener tor cyklickej grupy Zn, t. j. �ubovo�n� prvok k 2Zn nes£delite�n� s n.

23.7.4. Pr¡klad. Metacyklickou grupou naz�vame kone�ne prezentovan£ grupu tvaru

F kmn =


x; y j xm = yn = e; xyx�1 = yk

�
;

kde m, n s£ prirodzen� �¡sla a k 2 Zn je nes£delite�n� s n tak�, �e km �n 1.
Prip£¨�ame aj pr¡pady m = 0 alebo n = 0; vtedy kladieme Z0 = Z, navy¨e pod-
mienka nes£delite�nosti k 2Zs n = 0 znamen  k = �1. Grupy F kmn patria do ¨ir¨ej
triedy gr£p naz�van�ch Frobeniov�mi grupami.

Uk �eme, �e ka�d� prvok grupy F kmn m  tvar ybxa pre jednozna�ne ur�en� a 2Zm,
b 2Zn. Uveden  prezent cia toti� umo�¤uje vypo�¡ta� v¨etky s£�iny ybxa �ydxc a pre-
vies� ich na s£�in vhodn�ch mocn¡n gener torov y a x. Ak si toti� uvedom¡me, �e pre
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prvky �ubovo�nej grupy plat¡ gug�1 �gvg�1 = guvg�1 a (gh)u(gh)�1 = g(huh�1)g�1,
m��eme po�¡ta�

ybxa � ydxc = yb � xaydx�a � xa+c = yb(xayx�a)dxa+c = ybyk
adxa+c = yb+k

adxa+c;

lebo xyx�1 = yk, x2yx�2 = xykx�1 = (xyx�1)k = (yk)k = yk
2

, : : : , xayx�a = yk
a

.
Pre m = 2, k = n � 1 dost vame dihedr lnu grupu �n z pr¡kladu 23.2.2. Ke��e

pre gener tor y r du n je yn�1 = y�1, m��eme jej prezent ciu prep¡sa� do obvyklej
podoby

�n
�=


x; y j x2 = yn = e; xyx�1 = y�1

�
:

Zrejme v uvedenej prezent cii zodpoved  gener tor x osovej s£mernosti pod�a nie-
ktorej z os¡ pravideln�ho n-uholn¡ka a y oto�eniu okolo jeho stredu o uhol 2�=n.

23.7.5. Pr¡klad. Nech p, q s£ �ubovo�n� prvo�¡sla. Ke��e pod�a d�sledku 23.6.8
multiplikat¡vna grupa Z?q po�a Zq je cyklick  r du q � 1, prvok k 2 Z?q r du p (t. j.
k 2Zq, kp �q 1 a k 6= 1) existuje pr ve vtedy, ke� p del¡ q�1. V takom pr¡pade p < q
a

F kpq =


x; y j xp = yq = e; xyx�1 = yk

�
je nekomutat¡vna grupa r du pq. Uk �eme, �e metacyklick  grupa F kpq nez vis¡ na k;
presnej¨ie, ak l 2Z?q je in� prvok r du p, tak F kpq �= F lpq.

Mno�ina A = fa 2 Z?q; a
p = 1g tvor¡ cyklick£ podgrupu grupy Z?q r du p, preto

l 2 A = hki. Teda existuje 1 � r � p � 1 tak�, �e v Zq plat¡ l = kr , �i�e l �q kr.
Potom pre z = xr 2 F kpq m me hzi = hxi, zp = e a

zyz�1 = xryx�r = yk
r

= yl:

To v¨ak pod�a vety 23.7.3 znamen , �e priradenie x 7! xr, y 7! y mo�no roz¨¡ri� do
homomor�zmu grupy

F lpq =


x; y j xp = yq = e; xyx�1 = yl

�
do grupy F kpq. �itate� by si mal samostatne premyslie�, �e ide naozaj o izomor�zmus.


