24. GRUPY TRANSFORMACII

V tejto kapitole si trochu blizsie vSimneme niektoré typy grip transformaécii. Nebu-
deme sa vsak systematicky venovat ich §ttdiu. Za¢neme dékazom tzv. Cayleyho vety
o reprezentacii, podla ktorej je kazda grupa izomorfné s nejakou grupou transformaécii,
a ststredime sa najma na vyuzitie tohto faktu pri stadiu abstraktnych grap. Uvidime,
ze prave reprezenticie abstraktnych grip ako grap transformaécii konkrétnych mnozin,
casto vybavenych dodato¢nou struktiirou, st velmi (éinnym néstrojom, ktory ndm
umozinuje hlbgie preniknit do struktiry pévodnych grap a jasnejsie osvetlif ich stavbu.

Ani v tomto smere viak nebudeme postupovat prilis daleko. Uspokojime sa s vy-
budovanim niekolkych zékladnych pojmov a technik, ktoré vyuzijeme v nasledujiicej
kapitole venovane] maticovym grupam, a tymito elementarnymi prostriedkami sa
pokasime zodpovedat niektoré prirodzené otazky, ktoré by pri stadiu tejto a pred-
chéadzajicej kapitoly mohli ¢éi — lepsie povedané — mali napadnit zvedavého Citatela.

24.1. Cayleyho veta o reprezentacii

Nech X je lubovolnd mnozina. Kazda podgrupu G C S(X) grupy véetkych permutécii
mnoziny X nazyvame grupou transformdcit mnozZiny X. Hovorime, 7ze G je grupa
transformdcii, ak G je grupou transformacii nejakej mnoziny.

Zrejme vsetky prvky fubovolne] grupy transformécii s bijektivne transformécie
prislusnej mnoziny. Podla uvedenej definicie je mnozina G C S(X) grupou transfor-
mécii mnoziny X prave vtedy, ked idx € G a pre vsetky f,g € G plati foge G a
f~' €G,t.j. G jeuzavretd vzhladom na kompoziciu zobrazeni a s kazdym zobrazenim
obsahuje aj k nemu inverzné zobrazenie.

Ukazuje sa, ze grupy transformécii, az na izomorfizmus, zahfnaji vobec vsetky
grupy. Inak povedané, kazd abstraktnt grupu (G, -) mozno reprezentovat konkrét-
nym sp6sobom ako grupu transformécii nejake] mnoziny X a jej grupovil operaciu
skladanim zobrazeni.

24.1.1. Veta. (Cayley) Kazda grupa je izomorfnd s nejakou grupou transformécii.

Dékaz. Vlastne stadi k danej grupe G néjst nejakdt vhodni mnozinu X a injektivny
homomorfizmus grip @: G — S(X). Podla vety 23.5.4 0 homomorfizme G je potom
izomorfnd s grupou transformécii In® C S(X).

Zvolme X = G apre g € G, v € X polozme Py4(x) = gz. Inak povedané, pre g € ¢
je &,: X — X zobrazenie dané priradenim z — gz. Kazdé zobrazenie @, je zrejme
bijektivne, s inverznym zobrazenim @;1 =@, gtz takze @: G — S(X).

Dokézeme, ze @ je homomorfizmus grip, t.j. ®,, = @4 0 Py, pre vietky g, h € G.
Nato staci overit, ze uvedené dve zobrazenia davaja rovnaké vysledky pre kazdé x € X:

Py () = (gh)z = g(hr) = &4(Pp(2)) = (Py 0 Pp)(x).
Na dokaz injektivnosti homomorfizmu @ sa staci presvedéit, ze mé trivalne jadro.

Ak g € Ker @, tak &, = idx, preto gz = P4(x) = idx(x) = z pre vietky z € X.
Volbou # = e dostdvame g = ge = ¢, teda Ker & = {e}.
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24.1.2. Priklad. Nech (V,+) je aditivna grupa nejakého vektorového priestoru (nad
[ubovolnym polom K). Pre kazdé w € V oznatme @,: V — V zobrazenie dané
priradenim @ — @ + w pre ® € V, t.j. posunutie (translaciu) o vektor w. Zrejme
kazdé posunutie @,, je bijektivne zobrazenie (k nemu inverzné zobrazenie je posunutie
o vektor <u) a pre u, v € V plati @444 = Py 0 Py Inak povedané, zlozenim posunuti
o vektory u a v dostaneme posunutie o vektor w + v. Samozrejme, identickym zob-
razenim idy : V' — V je jedine posunutie @g o nulovy vektor 0. @: (V,+) — (S(V),0)
je tak injektivny grupovy homomorfizmus a (V, 4) je izomorfna s grupou Im@ C S(V)
vsetkych posunuti priestoru V.

Vyslovne upozornujeme, ze — napriek dojmu, ktory by snad mohol navodit dékaz
vety 24.1.1 a priklad 24.1.2, — zdaleka nie pre kazdy injekt{ivny homomorfizmus grip
¢: (G — S(X) musi mnozina X splyvat so zdkladnou mnozinou grupy G.

24.2. Akcie a reprezentacie grap

Niektoré metddy, ktoré sa vyskytli v dékaze Cayleyho vety, stoja za podrobnejsie
preskimanie vo vSeobecne] polohe.

Nech (G, -, €) je grupa a X je [ubovolnd mnozina.

(a) Akciow grupy G na mnoZine X nazyvame bindrnu opericiu -: G x X — X,
ktora spiﬁa podmienky

er ==z a g(hz) = (gh)x

pre lubovolné ¢, h € G, x € X. Uvedeny typ akcie presnejsie nazyvame lavou akciou
grupy G na mnozine X. Analogicky mozno definovat aj pravi ekciu -: X x G — X
grupy G na mnoZine X; formulé4ciu prislusnych podmienok prenechdvame éitatelovi.

(b) Reprezentdciou grupy G v mnoZine X nazyvame lubovolny grupovy homomor-
fizmus @: G — S(X). Kedze pre ¢ € G je samotné @(g): X — X zobrazenie, budeme
miesto ¢(yg) davat prednost zapisu @,; podmienka homomorfnosti & mé potom tvar
rovnosti @y = @, 0 @y, pre vetky g,h € G.

Rozdiel medzi pojmami akcie a reprezentacie je Ciste formalny, st to len dva mierne
odligné spdsoby ako hovorit o tom istom. Ak je dand akcia -: G x X — X tak kazdé
g € G uréyje predpisom @4(z) = ga bijekciu ¢, € S(X); k nej inverzné bijekcia je
dana prepisom @,-1(z) = g~'x. Zobrazenie ®: G — S(X) je potom reprezentaciou
grupy GG v mmozine X. Z vlastnosti akcie totiz vyplyva podmienka homomorfnosti @:

Pyn(x) = (gh)e = g(hx) = @y(Pn(x)) = (Py o Pp)(2),

pre vietky ¢g,h € G, * € X. Naopak, kazda reprezenticia ¢: G — S(X) urcuje
predpisom gz = P4(z) akciu -: G x X — X. Dévody st podobné: na dékaz pod-
mienky g(hz) = (gh)x staci prepisat uvedené rovnosti v mierne pozmenenom poradi;
podmienka ex = & vyplyva z vlastnosti reprezentacie ¢, = idx.

Nech grupa G mé akciu na mnozine X. Orbitou proku x € X (vzhladom na thto
akciu) nagyvame mnozinu

Gz = {gx; g € G}.

Podobne ako v paragrafe 23.4, i teraz mozno lahko nahliadnut, ze pre Iubovolné
z,y€ X plati e = ex € Gz a

GenNGy#£ 0l & Gz=Gy.
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7 toho vyplyva, ze systém orbit vsetkych prvkov grupy G tvori rozklad mnoziny X;
hovorime mu orbitdiny rozklad mnoZiny X a znaéime ho X/G. K nemu prisltchajicu
ekvivalenciu mozno vyjadrit nasledujtcimi styrmi ekvivalentnymi spdsobmi:

r=qy & Gr=Gy & z€Gy & yeGer & GzNGy#.

Hovorime, 7e mnoZina T C X je transverzdlna, ak # (GxNT) =1 pre kazdé z € X,
t.j. T obsahuje z kazdej orbity Ga € X/G prave jedného reprezentanta.
Stabilizatorom prvku x € X nazyvame mnozinu

Sth(z) = {g € G; gx = z}.

Lahko sa mozno presvedéit, ze stabilizdtor Stb(z) je dokonca podgrupou grupy G.
Podobne nazyvame
Fix(g) = {x € G; gx = z}

mnoZinou pevnych bodov, pripadne mnoZinou firpunktov prvku ¢ € G. Zrejme pre
¢ = e mame Fix(e) = X.
Nasledujtice dva vysledky dévajii do stivisu prave zavedené pojmy.

24.2.1. Veta. Nech grupa G ma akciu na mnozine X. Potom pre kazdé x € X je
predpisom ¢ Stb(z) — gx korektne definované bijektivne zobrazenie G/ Stb(z) — Gx
medzi mnoZinou pravych tried rozkladu grupy G podla stabilizdtora Stb(z) a orbitou
Gz. Ak G alebo X je kone¢na, tak to znamena, Ze

#Ge =[G : Sth(x)].

Ak X je konecna, tak navyse pre kazdu transverzalnu mnozinu T C X plati

#X =Y [G:Sth(x)].

zeT

Dékaz. Oznatme S = Stb(x). Predpisom g — ga je zrejme definované surjektivne
zobrazenie GG — Gz. Pre vsetky g, h € GG pritom plati

gr=hz o z=g the & ¢g"'heS & ¢gS=hS.

To znamena, ze predpisom ¢S5 — gz je naozaj korektne definované bijektivne zob-
razenie G/S — Ga. To dokazuje prvi rovnost. Kedze mnozina X je zjednotenim po
dvoch disjunktnych orbit Ga, « € T', druhé rovnost je désledkom prvej.

Podla tejto vety sa pocet prvkov orbity Gz Iubovolného prvku z € X sa rovnéa
indexu jeho stabilizatora Stb(z) v grupe G. Ak G je koneéné, tak z toho podla La-
grangeovej vety 23.4.2 vyplyva rovnost Sth(z) = (# G)/(# Gx), v désledku ¢oho
maja vSetky stabilizdtory prvkov tej istej] orbity rovnaky rad. Neskor uvidime, ze
tieto stabilizdtory st dokonca izomorfné (pozri cvicenie...). Edte poznamenajme, ze
druh& z rovnost{ vety 24.2.1 sa obcas zvykne nazyvat rovnost tried.

Dalsia veta, znama pod ndzvom Burnsideova lema, vyjadruje pocet orbit akcie
ako aritmeticky priemer poctov fixpunktov jednotlivych prvkov grupy. Ako vzapati
uvidime Burnsideova lema je zovseobecnenim Lagrangeovej vety 23.4.2.
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24.2.2. Veta. Nech (G je konecna grupa, ktord ma akciu na konecnej mnoZine X.

Potom
#(X/G) = # g Z # Fix(g

g€eG

Dékaz. Polet prvkov mnoziny R = {(g9,2) € G x X; gr = x} spoéitame dvoma
sposobmi. Zrejme plati

=) #Fix(g) = > #Sth(x)

geEG rzeX

S vyuzitim predchadzajiceho tvrdenia a faktu, ze X je zjednotenim po dvoch dis-
junktnych orbit w € X/G, z toho dostaneme

> #Fix(g) = > #Sth(x) Z = > Z#G #(X/G)-#G.

geG reX xEX weX/G TEW

S prikladom reprezentacie sme sa uz stretli v predchadzajicom paragrafe, v dokaze
vety 23.1.1. Tam zostrojené zobrazenie @: G — S(X) bolo injektivnou reprezentaciou
grupy G v mnozine X = (. To je tiez dévod, preco uvedeny vysledok nazyvame
Cayleyho veta o reprezentdcii. Trochu vSeobecnejsiu situdciu si teraz preberieme v reci
akeii.

24.2.3. Priklad. Nech G je grupa a H je jej podgrupa. Potom grupa H ma na
mnozine G lavi akciu transliciou H x G — G dan( priradenim (h, ) — hx pre h € H,
x € G, ako aj pravi akciu transliciou G x H — G dan( priradenim (x, h) — zh.

Orbitou prvku x € G v lavej akcii translaciou je prave lavd trieda rozkladu Hz
prvku z podla podgrupy H; jeho orbitou v prave] akcii translaciou je zasa pravé
trieda rozkladu # H podla podgrupy H. Oznacenie GG/ H mnoziny véetkych orbit (lavej
resp. pravej) akcie podgrupy H translaciou si tak zachovava svoj predosly vyznam
z paragrafu 23.4 mnoziny (lavych resp. pravych) rozkladovych tried grupy G podla
podgrupy H.

Dalej sa stistredme len na lavi akeiu podgrupy H na grupe (. Zrejme kazdé z € G
ma trividlny stabilizator Sth(z) = {e}, a taktiez mnozina pevnych bodov kazdého
h € H~{e} je prazdna, ¢ize Fix(h) = §; pre h = e samozrejme Fix(e) = G. Prv4 Cast
vety 24.2.1 v tomto kontexte hovori, ze podgrupu H = H/{e} mo%no prirodzenym
spésobom vzajomne jednoznaéne zobrazit na kazda orbitu (lavi triedu rozkladu) Hx.
Podobne, Burnsideova lema splyva v tomto pripade s Lagrangeovou vetou, podla

ktorej #(G/H) = (# G)/(F H).

Pozndmka o znaceni. V literatiire sa mozno stretnit so znacne réznorodym oznaéenim
akeii, orbit, stabilizatorov a pod. Napr. vysledok akcie prvku g € G na prvok & € X
sa Casto znaéi ako ,mocnina“ z¢ a orbita prvku z ako % = {z9; ¢ € G}. Tento
z4pis je vhodny najma pre prava akciu grupy (G, -, 1) na mnozine X, kedy definujtice
podmienky akcie nadobtidaji tvar #! = z a (29)" = 29", Bezné oznacenie stabilizatora
prvku z € X v akcii grupy G je G. Orbita prvku z sa obcas znaéi Orb(z).
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24.3. Grupy automorfizmov a konjugéacia

Niektoré reprezenticie @ grupy G v mnozine X mozu mat isté vlastnosti navyse —
jednotlivé zobrazenia @, nemusia byt len bijekcie X — X, ale mézu to byt zobrazenia
zachovavajice nejak( Struktiru na mnozine X. Potom reprezentaciu @ mozno chapat
ako homomorfizmus ¢: G — A, kde A je nejakd podgrupa grupy S(X). Jednym
takym pripadom sa budeme zaoberaf v tomto paragrafe: mnozina X bude opéat splyvat
s grupou G a spominand podgrupa A C S(G) bude pozostavat z izomorfizmov G — G.

Homomorfizmus ¢: G — G grupy G do seba sa nazyva endormorfizmus grupy G.
Mnozinu vsetkych endomorfizmov grupy G znacime End G. Zrejme idg € End GG a pre
w, ¥ € End G plati ¢ o € End (7, ¢ize mnozina End GG obsahuje identické zobrazenie
a je uzavretd vzhladom na skladanie zobrazeni. Taktiez obsahuje dals{ vyznaény prvok
— je nim trividlny (konstantny) endomorfizmus z — e.

Automorfizmom grupy G nazyvame kazdy jej bijektivny endomorfizmus. Mnozinu
vsetkych automorfizmov grupy G znacime Aut G.

24.3.1. Veta. Nech (G,-) je grupa. Potom mnozina jej automorfizmov AutG je
podgrupou grupy S((), teda je to grupa transformdcii mnoZiny G.

Dékaz. Zrejme AutG C S(G), idg € Aut G a pre Tubovolné ¢, ¢ € Aut G plati
poth € AutGa o=t € AutG.

Dolezitym prikladom automorfizmov st tzv. konjugécie. Ak ¢ je prvok grupy G,
tak zobrazenie I';: G — G dané predpisom I'y(z) = gzg~' pre z € G nazyvame
konjugdciou prvkom g € G.

24.3.2. Tvrdenie. Nech GG je grupa. Potom
(a) pre kazdé g € G plati I'; € Aut G, t.j. zobrazenie I'y je automorfizmus grupy G;
(b) samotné zobrazenie I': G — Aut G je reprezentacia grupy G v mnoZine G.

Dékaz. (a) Zrejme kazdé zobrazenie Iy je bijektivne — k nemu inverznym zobrazenim
je Fg_l = I'y-1. Ukézeme, Ze je to tiez homomorfizmus. Pre lubovolné x,y € G plati

Iy(zy) = g(zy)g™" = (geg™") (gyg™") = Ty(@)Ty(y).

(b) Treba overif rovnost Iy, = Iy o I, pre vietky g, h € G. Zvolme ¢ € G a
poéitajme

Lyn(x) = (gh)a(gh)™" = g(hah™")g™" = Iy(Tn(x)) = (Iy o Th)(x).

Automorfizmy grupy G, ktoré maja tvar Iy pre nejaké g € GG, nazyvame jej vni-
torngmi automorfizmami. Podgrupu Im I" C Aut (G znacime In G a nazyvame grupou
vndtorngch (internygch) automorfizmov grupy G.

Akciu grupy G na mnozine G konjugéciou budeme znadéit (g, x) — grg~"'; v pred-
chiddzajlicom paragrafe zavedené oznacenie (g, ) — gx by v tomto pripade zrejme
viedlo k nedorozumeniam.

Orbitou prvku = € G v tejto akcii je mnozina {gzg~t; g € G}; prvky =,y € G
sa nazyvaji konjugované, oznafenie x ~¢ y, ak existuje ¢ € G také, ze y = gxg~?',
t.]. ak lezia v tej istej orbite. Zrejme relacia konjugovanosti ~¢ je ekvivalencia na

1

mnozine G. Orbitalny rozklad tvori faktorovd mnozina G/ ~¢, prislusné orbity sa
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nazyvajl triedy konjugdcie. Vyslovne upozoriujeme, ze (s vynimkou komutativnych
grip) ekvivalencia konjugovanosti ~¢ nie je kongruencia na grupe G.
Stabilizatorom prvku = € GG v akcii konjugaciou je podgrupa

Co(x) =C(e)={g € G grg™" =2} ={g € G; gv = zg}

grupy G, nazyvand centralizdtor prvku x; zrejme pre g € G plati ¢ € C(x) préve
vtedy, ked gz = zg, t.J. g komutuje s x. Podobne, mnozinou pevnych bodov prvku
g € G je opat centralizitor

Calg) =Clg) ={zr € G; geg™" =2} = {x € G; go = wg}.
Jadrom reprezentacie I': G — Aut G je mnozina
C={geG;I,=idg}={g€G; (Ve € G)gx = xg)}

nazyvana centrum grupy G, pozostavajica zo vsetkych prvkov grupy G, ktoré komu-
tujl s kazdym jej prvkom. Zrejme C(G) je abelovskd grupa a G je abelovskd préve
vtedy, ked C(G) = G. Z vety 23.5.3 a vety 23.5.4 o homomorfizme okamzite vyplyva

24.3.3. Veta. Centrum C(G) grupy G je jej normalna podgrupa a faktorovd grupa
G/C(G) je izomorfnd s grupou In G vnutornych automorfimov grupy G; symbolicky
C(G)<a G a G/C(G)=IndG.

Centrum hodne vypoveda o struktare povodnej grupy. Ako jednoduchti ukazku
uvidzame nasledujici zdaleka nie oéividny vysledok.

24.3.4. Veta. Nech G je lubovolnd grupa. Ak faktorovd grupa G/C(G) je cyklickd,
tak G je komutativna.

Dékaz. Oznatme C' = C(G) a predpokladajme, ze G/C je cyklickd radu r, s genera-
torom C'a, kde a € G. Potom mnozina C'U {a} generuje celt grupu G. Pre lubovolny
prvok = € G totiz existuje 0 < k < r také, ze Cx = (Ca)® = Ca*. Preto z € Ca*,
teda @ = ca® € (C U {a}) pre nejaké ¢ € C. Ukazeme, 7e i samotna grupa G je
komutativna. Lubovolné z, y € G mozno napisat v tvare z = ca®, y = da' pre vhodné
e,d € C,0<k <r. V désledku toho plati zy = ca® - da' = da' - ca* = yz.

Prvok z € C(G) je konjugovany len sdm so sebou, t.j. jeho orbitou je jednoprvkova
mnozina {x}, preto pre kazda transverzalnu mnozinu 7' plati C(G) C T. Ak « ¢ C(G),
tak jeho orbita obsahuje aspon dva prvky. Centralizator prvku z € C(G) je celd grupa,
t.j. C(x) = G; pre # ¢ C(G) je C(x) vlastnd podgrupa grupy G.

Specifikiciou viet 24.2.1 a 24.2.2 na akciu konjugaciou dostavame nasledujtace dve
vety — rovnost v prvej z nich sa opat nazyva rovnost tried, druhd je zvlastnym pri-
padom Burnsideove] lemy.

24.3.5. Veta. Nech G je konecna grupa. Potom pocet prvkov grupy G konjugova-
nych s prvkom x € G sa rovnd indexu [G : C(z)] jeho centralizdtora. Ak T C G je
transverzdlna mnozina vzhladom na akciu konjugéciou, tak C(G) C T a plat{

#G=>[G:C@)]=#CG)+ > [G:C@)

zeT zeT~C(G)
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24.3.6. Veta. Nech G je konecna grupa. Potom pocet tried konjugécie v grupe G je

#(G/~e) = #Z#ag):#a@ + # S #C)

geG JEGNC(@)

a pocet netrivialnych (t.j. aspon dvojprvkovych) tried konjugacie v G je

#(G/~G>@#G<G>:# S #C().

gEGNC(G)

Rovnost tried ma cely rad zaujimavych désledkov. Jednym z nich je Cauchyho veta,
ktora je obratenim Lagrangeove] vety pre prvociselné delitele radu konecénej grupy.

24.3.7. Veta. Nech G je konecna grupa a p je prvocislo, ktoré€ deli jej rad. Potom GG
ma podgrupu radu p.

Dékaz. Najprv budeme predpokladat, ze G = {z1,...,2,} je komutativna radu n,
pricom prvok z; marad r;. Vdaka komutativnosti G' lahko nahliadneme, ze priradenim
(ki, ... kn) — xlfl ...xzk» je definovany surjektivny homomorfizmus griip

@1 Lpy X oo X Ly, — G

Podla vety o homomorfizme je G = (Z,, x ... x Z, )/ Ker¢ a z Lagrangeovej vety
vyplyva, ze rad n grupy G deli rad ry ...7r, grupy Z,, X ...x Z, . Potom aj prvocislo
p deli 1 ...7,, preto musi delit niektory z ¢initelov r;. Oznaéme k = r;/p. Prvok
y = z¥ € (z;) C G méa zrejme rad p, teda (y) C G je cyklickd podgrupa radu p.
Predpokladajme teraz, ze (G je konetna grupa s najmensim moznym radom, ktory
je delitelny éislom p, ale G nemd podgrupu rddu p. Potom G nie je komutativna,
takze centrum C' = C(G) je jej vlastnd komutativna podgrupa a z prvej Casti doékazu
vyplyva, ze p nemoze delit ani rdd centra C'. Podla rovnosti tried z vety 24.3.5 plati

#G=#C+ > [G:C(x)],
zeT~C
kde T'C @ je nejaké transverzalna mnozina vzhlfadom na akciu konjugaciou grupy G
na sebe samej. Keby p nedelilo rad ziadneho z centralizatorov C(z), x € T\ C, delilo
by vsetky ich indexy [G : C(z)]; potom by vSak muselo delif aj rad # C', o je spor.
Preto p deli rad C(z) pre nejaké x ¢ C, ¢o je vlastna podgrupa grupy G. Z minimality
radu G vyplyva, ze C(x), a tym aj G, obsahuje pogrupu radu p, ¢o je opat spor.

Pre koneéné abelovské grupy je mozné Gplné obratenie Lagrangeovej vety.

24.3.8. Veta. Nech (G je kone¢na abelovska grupa a d je prirodzené cislo, ktoré deli
Jjej rad. Potom G ma podgrupu radu d.

Dokaz. Ak d je prvocislo, tak potrebny zaver vyplyva z predchadzajtce] vety. Pred-
pokladajme, ze d je najmensie prirodzené cislo, pre ktoré existuje koneénd abelovska
grupa s radom delitelnym éislom d, no bez podgrupy radu d. Potom d = pm pre nejaké
prvoéislo p a prirodzené é&islo m > 1. Nech (G je spominana grupa. Kedze m < d tiez
deli rdd grupy G, tito ma podgrupu S rddu m. Faktorova grupa GG/S méa rad delitelny
¢islom p, teda aj podgrupu H radu p. Potom vsak Cs_l(H) je podgrupa grupy G radu
pm = d, ¢o je spor. (Pripominame, 7e (s: G — (/S oznacuje prirodzent projekciu.)

Aj nasledujtici vysledok je jednoduchym doésledkom rovnosti tried. Ide o slabsiu
verziu vysledku dokdzaného Burnsidom.
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24.3.9. Veta. Nech rad grupy G je kladnou mocninou prvocisla p. Potom G ma
netrivialne centrum.

Dékaz. Nech T' C G je transverzalna mnozina vzhladom na akciu konjugéiciou. Pre
kazdé = € T~ C(G) je centralizdtor C(z) vlastnou podgrupou grupy G, teda jeho
index [G : C'(x)] je delitelny Eislom p. Potom véak aj rdd centra

#CO(G)=#G= >, [G:C(x)]
zeT~C(G)
je delitelny éislom p.

24.3.10. Désledok. Nech G je grupa radu p?, kde p prvoéislo. Potom G je komu-
tativna.

Dékaz. Podla predosle] vety G ma netrividlne centrum; toto moze mat len p alebo
p? prvkov. Prvy pripad viak nemdze nastat, lebo potom by faktorova grupa G/C(G)
bola rddu p, teda cyklickd. Podla vety 24.3.4 by GG bola komutativna, ¢ize C'(G) = G.

24.4. Polopriamy stéin grap

Reprezentacie jednej grupy automorfizmami inej grupy umoznuji zaujimavé zovse-
obecnenie konstrukcie priameho sti¢inu grip. Zatial co priamy stcin abelovskych grap
je abelovska grupa, pomocou tzv. polopriameho sti¢inu mozno 1 z abelovskych griap
vytvorit grupy neabelovské. Naopak, rozkladom nejakej grupy na polopriamy stéin
v istom zmysle jednoduchsich grip mozno ziskat hlbs{ vhlad do jej struktiry.

Nech GG a X st grupy a @: G — Aut X je homomorfizmus grip, teda vlastne
reprezentacia grupy G v mnozine X automorfizmams grupy X. Polopriamym sucinom
grip G a X vzhladom na reprezentidciu @ nazyvame mnozinu G x X s binarnou
operaciou definovanou predpisom

(9,2) - (h,y) = (gh, 2@4(y))
pre g,h € G, x,y € X. Polopriamy sGéin grip GG, X budeme znaéit G xg X, pripadne
len G x X, ak reprezentacia @ bude zrejma z kontextu.

24.4.1. Veta. Nech (G,-,e) a (X,-,¢) st grupy & : G — Aut X je reprezentécia
grupy G. Potom polopriamy siué¢in G xg X grip G a X je grupa.

Dékaz. Na zéklade definicie operacie na polopriamom stcine G xg X a vlastnosti
homomorfizmov pre fubovolné (g, z), (h,y), (f,z) € G x X plati

(g,2) - ((h,y) - (f,2)) = (g,2) - (hf,y@h( ) = (9(hf), x Py(y Pa(2)))
(( 9h)f (¥) Pyn(2)) = (gh,x Dy(y)) - (£, 2)
((g,2)- ) (f,2),
(e,)-(g,7) = (eg,c @ ()) (9, %)
(9,2 Dy(2)) = (g,2) - (e, ),
997w Pyym1(271)) = (e, 2277) = (e,¢)
979, P2 ()T Dy (1) = (97, Pya(2)7h) - (g, 2).

(g,2) (97", @y-1(x7))

(99
(9



24. GRUPY TRANSFORMACII 9

To znamend, ze prislugna binarna operacia je asociativna, jej neutralnym prvkom je
(e,¢) a inverznym prvok k prvku (g, z) je

(9,0)7 = (g7 @y (v71)) = (67, &= (2)71),
teda G Xg X je grupa.

Ak @: G — Aut X je trividlny automorfizmus, ¢ize ¢, = idx pre vietky g € G, tak
uvedend definicia operdcie na mnozine G x X nadobtda tvar (g, z) - (h,y) = (gh, zy),
teda polopriamy stcin G' xg X splyva s priamym sti¢inom G x X griap G, X.

Iny dolezity Specidlny pripad polopriameho sti¢inu dostaneme tak, ze za grupu G
vezmeme priamo grupu Aut X vsetkych automorfizmov grupy X a za homomorfiz-
mus @ identické zobrazenie idg: G — Aut X. Prislusny polopriamy sacin znacime
Aut X x X = Hol(X) a nazyvame holomorf grupy X. Blizsi pohlad na holomorf
najde ¢itatel v cviceniach. Trochu vSeobecnejsie mozno za G vziat aklkolvek pod-
grupu grupy automorfizmov Aut X. Nasobenie v takomto polopriamom sti¢cine G x X
je dané formulou

(9,%) - (h,y) = (g0 h,zg(y)).

Konecne treti §pecidlny pripad mozno dostat ako polopriamy stéin grupy G samej
so sebou vzhladom na reprezenticiu konjugaciou I': G — Aut G. I tdto konstrukcia
funguje za trochu vSeobecnejsich podmienok. Ak H a N st podgrupy grupy G, pricom
N < G (dokonca staéf, aby platilo heh=! € N pre vietky h € H, z € N), tak H m4
reprezentaciu I' : H — Aut N konjugaciou na grupe N. Nasobenie na polopriamom
sti¢ine H x N = H xp N je dané predpisom

(9,2) - (h,y) = (gh,zgyg™"),

preg,h € H,x,y € N. Pre tento polopriamy stcin nezavadzame osobitny nazov prave
preto, ze — ako hned uvidime — ide svojim spdsobom o pripad typicky.

Podobne ako v pripade priameho séinu, aj v stivislosti s polopriamym sti¢cinom
prirodzene vznika otazka rozlozitelnosti danej grupy na polopriamy stéin netrivalnych,
v istom zmysle jednoduchsich faktorov. Tieto, ak existuj(, mozno opat najst medzi
jej vhodnymi podgrupami.

Lahko mozno overit, ze s kazdym polopriamym sGéinom G xg X grap (G, - e),
(X, -, &) st zviazané tri grupové homomorfizmy

™

€
X%GKQX%; G,
¥

dané predpismi

f(l‘):(@,l‘), T(g’$):g’ V(g) :(g,e),

pre g € G, z € X. Pritom ¢ je injektivny, 7 je surjektivny a plati Im¢ = Ker 7, teda
3 . , , , . s 1.

X = GxX =G je kratka exaktna postupnost. Taktiez v: G — G x X je injektivny

a splna podmienku 7oy = idg. Podotykame, ze ani jedno z pontkajicich sa zobrazeni

(g,2) — z resp. (g, ) — P4(x) vo vieobecnosti nie je homomorfizmom Gxg X — X.
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V polopriamom st¢ine G Xg X sme tak identifikovali dve podgrupy

H=TImy={(g,¢); g € G} =G,
N=Imé=Kerm={(e,z);z € X} 2 X

také, 7e N 1 G xg X a HNN = {(e,¢)}. Navyse kazdy prvok (¢, #) € G x X mozno
pisat v tvare (g,2) = (e,2) - (g,€) € NH, ako aj (g,x) = (g,¢) - (e, Py-1(x)) € HN,
teda G = NH = HN. Ukazuje sa, ze pritomnost takychto podgrip v danej grupe uz
zabezpecuje jej rozklad na ich polopriamy stcin.

24.4.2. Veta. Nech (G,-,¢e) je grupa a H, N si jej podgrupy také, 7e N < G,
HNN = {e} aG= NH. Potom G je izomorfna s polopriamym sic¢inom H xp N
grup H, N vzhladom na reprezentaciu konjugaciou I': H — Aut N.

Dékaz. Ukazeme, 7e zobrazenie ¢(g, ) = xg je homomorfizmus grip ¢: H x N — G.
Pre g,h € H, 2,y € N jednoduchym vypoctom dostédvame

e((g,2) - (h,y)) = e(gh, xgyg™") = (zgyg™")(gh) = (xg)(yh) = (g, x)p(h, ).

Kedze HN N = {e}, z tvrdenia 23.6.2(b) vyplyva, ze ¢ je injekcia. Surjektivnost ¢
je désledkom rovnosti Imp = NH = G. Teda G = H x N.

24.4.3. Priklad. Nech m, n st prirodzené cisla. Kedze Z, =2 <l‘ | x”>, kazdy endo-
morfizmus ¢ : Z, — Z, je jednoznacne urceny jedinym prvkom k € Z,, totiz obrazom
k = ¢(1) generdtora 1 € Z,. Pre b € Z,, potom plati ¢(b) = kb. Samostatne si rozmys-
lite, Ze ¢ € Aut Z,, prave vtedy, ked k = (1) je nestdelitelné s n. Podobne, z dévodu
A <l‘ | xm> je kazdy homomorfizmus @ : Z,, — Aut Z, jednoznaéne urcéeny jedi-
nym automorfizmom ¢ grupy Z,, totiz obrazom ¢ = &, generatora 1 € Z,,, ktory
v8ak musi vyhovovat podmienke ¢™ =idz, (pozri vetu 23.7.3). V kone¢nom ddsledku
je tak kazdy homomorfizmus @: Z,,, — Aut Z,, jednoznacne urceny jedinym prvkom
k = &1(1) € Zy, ktory je nestdelitelny s n a vyhovuje podmienke ¥™ =,, 1. Potom
pre a € Zim, b € Zy, plati @,(b) = k%b.

Nech teda @: Z,, — Aut Z, je reprezentacia grupy Z,, automorfizmami grupy Z,
a k = @1(1). Polopriamy sG¢in Z, X Zy,, budeme znaéit Z,, X Z,. Operacia v grupe
Zipn X1 Loy, Je dand formulou

(a,b)*(c,d) = (a + e, b+ k*d),

pre a,¢ € Zm, b,d € Z,. Pr1 porovnani s prikladom 23.7.4 vidime, ze priradenim
(a,b) — y*z* je definovany homomorfizmus grip Z,, X Z, — F¥ . Citatel by si mal
samostatne premysliet, Ze ide dokonca o izomorfizmus. Teda

1

Ly wp Ly = Frpo=(z,y| 2™ =y =e, ayz™" = ¢*),

¢im sme metacyklické grupy predstavili v tvare polopriamych sti¢inov cyklickych grap.
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24.5. Strukttra griap jednoduchych radov

Ako naznacuje nase doterajsie kratke zoznamenie so svetom grap, struktara konec-
nej grupy do znacnej miery zavisi od jej rddu, presnejsie od strukttry delitelov tohto
¢isla. Jednako rad grupy (okrem istych singularnych pripadov) ani zdaleka neuréuje jej
struktaru jednoznaéne. Struktirou delitelov radu grupy je vsak dany akysi predbezny
rozvrh moznosti, ktoré u grap daného radu vébec prichadzaji do tvahy. Naopak, ak je
strukttra delitelov niektorého prirodzeného ¢isla dostatoéne jednoduchd, umoziiuje to
popisat struktiru vsetkych grip daného radu.

Pomocou doteraz dokazanych vysledkov sme schopni jednoznacne az na izomorfiz-
mus popisat véetky grupy radov p, p? a pq, kde p, ¢ st rézne prvocisla. Skiisme si
najprv zosumarizovat to mélo, ¢o uz vieme:

1. Kazdé4 grupa G rédu p je cyklickd, teda izomorfna s aditivnou grupou Z,.

2. Kazda grupa G radu p? je podla désledkn 24.3.10 komutativna. Ak obsahuje
prvok radu p?, tak je cyklické, teda izomorfné s grupou Zp2. V opacnom pripade
mus{ obsahovat aspon dva prvky a, b rddu p také, ze b ¢ (a). Lahko mozno
overit, ze potom {a) N (b) = {e} a {(a){b) = G (sklste sami). Z tvrdenia 23.6.2
tak vyplyva izomorfizmus grap G = {(a) x (b) = Z, X Z,.

Strukttru vietkych grup radu pq popisuje nasledujtica veta.

24.5.1. Veta. Nech p < q st dve prvocisla. Potom
(a) kazdd komutativna grupa radu pq je cyklickd, teda izomorfnd s grupou Z,,;
(b) nekomutativna grupa radu pq existuje prave vtedy, ked p deli ¢ <1, a v tom

pripade je izomorfna s metacyklickou grupou sz“q, kde k € Z’q* je prvok radu p.

Dékaz. Nech G je grupa radu pg. Podla Cauchyho vety G obsahuje podgrupu A rddu
p aj podgrupu B radu ¢q. Obe st zrejme cyklické, teda A = {a), B = (b) pre nejaké
prvky a,b € G radov p resp. q. Kedze rad podgrupy AN B musi delit rad kazdej z grap
A, B, nevyhnutne AN B = {e}. Podla tvrdenia 23.6.2(b) je predpisom (z,y) — yx
definované injektivne zobrazenie A x B — (. Kedze obe mnoziny A x B aj G maju
zhodne pq prvkov, je to dokonca bijekcia, teda G = BA.

Podobnym spdsobom ukéazeme, ze B je normalna podgrupa v (G. Keby pre niektoré
g € G platilo gBg~! # B, podgrupa B N gBg~! by bola trivialna, teda predpisom
(z,y) — xy by bolo definované prosté zobrazenie B x gBg~! — (. Ale mnozina
B x gBg~! m4 ¢® kym mno#ina G len pg prvkov, ¢o je spor, teda B < G.

Podla vety 24.4.2 grupa G je izomorfné s polopriamym sti¢cinom A x B vzhladom
na reprezentaciu konjugaciou I': A — Aut B grupy A automorfizmami grupy B. Nech
I,(b) = aba=™t = b* kde k € Zy. Z tvah vykonanych v prikladoch 23.7.4-5 a 24.4.3
je jasné, ze (G je izomorfna s metacyklickou grupou sz“q.

Ak k = 1, tak generatory a, b komutuj, teda i G je komutativna a podla tvrdenia
23.6.2 izomorfna s priamym sti¢inom svojich cyklickych podgrip A = Z,, B = Z,.
Z tvrdenia 23.6.4 potom vyplyva, ze G = Z,, je cyklickd grupa.

Ak k # 1, tak k je prvok radu p multiplikativnej grupy Zj pola Z,. Kedze Z7
ma rad g <1, takéto k existuje vtedy a len vtedy, ked p deli ¢ < 1. Navyse, ako sme
dokazali v priklade 23.7.5, metacyklickd grupa sz“q = (7 je nezévisle na k # 1 uréené
jednoznacne az na izomorfizmus.



