M3121 PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA I
M4122 PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA II
(PREDNASKY)

1. Pravdepodobnostny priestor

M3121 je zakladny kurz teérie pravdepodobnosti, na ktory nadvizuje M4122, v
ktorom su zaklady matematickej Statistiky.
Skusat sa bude latka obidvoch semestrov naraz v lete. Cvicenia si velmi dolezité.
Podmienky ziskania kreditov v ZS:
— maximdlne 2 neospravedlnené neucasti na cvi¢eniach (pripadnd jedna dalsia sa
dé kompenzovat spocitanim prikladov) a sicasne
— zisk minimélne 9 bodov z dvoch pisomiek (kazda je ohodnotend maximdlne 10
bodmi).
Histéria (strucne) tedrie pravdepodobnosti sa najde na
www.math.muni.cz/~budikova/prf/historie.pdf
Literatuara:
Dupag, V., Huskova, M., Pravdépodobnost a matematicka statistika, Karolinum,
Praha, 2001.
Zvéra, K., Stépéan, J., Pravdépodobnost a matematickd statistika, Matfyzpress,
Praha, 2001.

Teéria pravdepodobnosti je matematicka disciplina, ktord modeluje a popisuje
nahodny pokus — pokus, ktorého vysledok dopredu nepozname. Teda vysledok
pokusu nie je jednoznacne uréeny podmienkami, za ktorych je realizovany. Napr.
hod kockou. Pokusy, ktorych vysledok je jednozna¢ne dany podmienkami sa volaju
deterministické. My budeme popisovat tzv. stochastické pokusy. Pritom pres-
nejsie nas zaujimaju také ndhodné pokusy, pri ktorych je ndhoda akasi “regularna“.
Konkrétne ak A je lubovolny sledovany nahodny jav, tak pozadujeme, aby vykazo-
val pri opakovanej nezavislej realizacii nahodného pokusu tzv. Statisticku stabilitu,
t.j. aby relativna pocetnost

nA
ful4) =

vyskytu javu A v postupnosti n nezavislych pokusov (pricom n, je pocet nastati
javu A) sa prili§ nemenil a s rasticim n» mal “tendenciu® drzat sa nejakej konstanty.
Obrazne (nepresne) zapisané lim, ., fn(A) = p(A). Toto neplati (iplne) napr. o
futbalovom zapase, o predpovedi pocasia, atd.

Budeme teda budovat matematickd teériu — model ndhodného (Statisticky sta-
bilného) pokusu.

Znacenie:

Q ... Mnozina vSetkych moznych “najjemnejsich“ vysledkov ndhodného pokusu,
ktoré este treba rozliSovat. Predpokladame, ze vzdy €2 je neprazdna. €2 voldme
priestor elementarnych javov.

w ... Elementdrny jav, prvok ; Q moze byt konecnd, spocitatelnd aj ne-
spocitatelnd; w je “najjemnejsi® vysledok ndhodného pokusu.

A, B, A1, Ay, ..., A, ... ndhodné javy (udalosti)

(... nemozny jav



Q ... isty jav
AU B ... jav, ktory nastane ak nastane alebo A alebo B
AN B ... jav, ktory nastane ak nastane aj A aj B

A— B ... jav, ktory nastane ak nastane A a nenastane B
A=A°=Q— A ... opaény jav k javu A

Ui, A; ... nastane, ak nastane aspon jeden z javov A1, ..., A,
U2, A; ... nastane, ak nastane aspon jeden z javov Aj, Ao, ...
Ni_; A ... nastane, ak nastanu vsetky javy Ai,..., 4,

Niz; A ... nastane, ak nastant vsetky javy A, Ao, ...

expQ = 29 ... systém vsetkych podmnozin

Pri ndhodnom pokuse okrem priestoru elementarnych javov {2 musime mat zadany
(popisany) aj systém nahodnych javov.

Definicia 1.1. Nech Q je Tubovolné nepriazdna mnozina. Neprézdny systém A
podmnozin mnoziny {2 sa nazyva o—algebra, ak plati

(1.1) (i) AcA= A°c A

(1.2) (ii) A Ay, e A= JA e A (o—aditivita).
=1

Ukazuje sa rozumné poziadavka odrézajica naSe skiisenosti, aby systém nahodnych
javov A v popisovanom ndhodnom pokuse bol o—algebrou podmnozin mnoziny
elementarnych javov Q.

Dvojicu (92,.A) nazyvame javové pole a fubovolny prvok A € A nazyvame
ndhodny jav (vzhladom k (2, .4)).

Poznamka (Q, A) s vold aj meratelny priestor.

Pozniamka w— elementdrny jav nie je ndhodnym javom, ale {w} ako podmno-
zina  je ndhodnym javom ak patri do A.
Povieme, ze ndhodny jav A nastal, ak (elementdrny) vysledok pokusu bol w, pri¢om
w € A. S ndhodnymi javmi nardbame preto ako s mnozinami. Platia tu de
Morganove vzorce

(1.3) UJa=N4

(1.4) A= J 4

(Dékaz (1.3): w € U@lAi = wé U@lAi < Vizlplatiw ¢ A;, —
Viz1 platwaE@wEﬂQlE.
Dékaz (1.4) si urobte sami.)

Veta 1.1. Nech (92, A) je javové pole. Potom plat{

(1.5) QeA e A,



a pre TubovoIné prirodzené n a A1,...,A,,A,Be A

(1.6) JAicA (AicA A-Be A,

i=1 i=1
a tiez
(1.7) Ay, Ag, € A= [ An €A

n=1

Dékaz: A je neprzdny systém, teda 3 A € A. Z (1.1) vyplyva, ze A € A.
Z (12) Vyplyva, ze ak A = A1 S A,Zfz A2 S A,Ag = Al,A4 = Al,..., tak
AjUA;UA3U...=Q€e A Z (1.1) tie 0 e A.

A =

Dalej ak Ay, Ay, ..., A, € Aatiez 0 = Api1,0 = Anio,... € A, tak z (1.2)
ATUA U LA UDU .=, A e A

Ak Ay, As, .. A, € A, teda A1, Ay, .., A, € A a ], A; € A, ale podla de
Morganovho pravidla (1.4) je Ui, A; = (i—, 4; a preto (), 4; € A, ale podla
(1.1) N, A; € A, pricom N, A; = i, 4.

Teraz nech A, B € A. Z (1.1) B € A a z mnozinovej rovnosti A— B = ANB
dostdvame, ze A — B € A.

Nech A;, As,... € A. Preto aj A1, A, ... € A, teda Ulefn € A a pomocou
(1.1) a de Morganovych pravidiel aj |J;—, 4, = (o, A, € A. O

Definicia 1.2. Majme postupnost nahodnych javov {A4,}52 ;. Hornou lim-
itou postupnosti javov {A,}22; nazyvame mnozinu vSetkych w € , ktoré pa-
tria do nekonecne vela javov A,. Oznacujeme ju limsup,, ., A,. (Inak povedané
lim sup,, ., A, nastane prave vtedy ak nastane nekonecéne vela javov A,.)

Definicia 1.3. Majme postupnost ndhodnych javov {4,}>2,. Dolnou lim-
itou postupnosti javov {A4,}5; nazyvame mnozinu vsetkych w € €, ktoré pa-
tria do vsetkych A,, s vynimkou koneéného poctu tychto javov. Oznalujeme ju
liminf, . A,. (Inak povedané liminf,, ., A, nastane prdve vtedy ak nastand
vietky javy A, s vynimkou koneéne vela tychto javov.)

Lema 1.1. Ak {4,}22, je postupnost ndhodnych javov na (2, 4), tak
liminf, . A, Climsup,,_, . An.

Dokaz: Zrejmy z definicii 1.2 a 1.3.

Veta 1.2. Ak {A,}°2, je postupnost ndhodnych javov na ({,.4), tak plati

oo o0

(1.8) lim sup A, = ﬂ U Ay,
e n=1k=n

(1.9) lim inf A, = |J ) 4
noee n=1k=n

(1.10) lim sup A, =lim inf A,.

n— 00 n— o0



Doékaz: w € limsup,,_,., A, <= w patri do nekonecne vela javov A, <= pre
Vnzl3kZ2nzewe Ay <=VVn=1 jewe U, A<= we—, U, Ak.

w € liminf, , A, <= w patri do kazdej A, s vynimkou kone¢ného poctu
Ai—=3dInzlzewe (e, A<= welU _ Nz, Ak-

w € limsup,,_, ., A, <= neplati, ze w patri do nekonecéne vela javov A, <
neplati, zeVn 213k Z2n,zew € Ay < 3In21Vk2nw¢ Ay < 3In
IsznwEch}an1,Zew€ﬂ,;“;nA7k<:>wEU?:1ﬂZ°:nA7k
liminf,, oo Ap. O

Definicia 1.3. Majme postupnost ndhodnych javov {4,}52,. Povieme, ze
postupnost {A,}%2; md limitu A, ak A = limsup, . A, = liminf, . A,.
Oznacujeme A = lim,, o0 An.

Poznamka. Ak Ay, As,... ¢ Aa3 A=Ilimsup,,_,, =liminf, . =
Uo i Nie,, Ar € A (teda limita je z A). Samozrejme z Vety 1.2 vyplyva, ze aj
limsup,, ,., An € A aliminf, . A, € A.

Veta 1.3. Nech {4,,}22; je postupnost ndhodnych javov na (2, 4). Ak A; €
Ay € ... Potom 3 lim,,_.o A4, a plati lim,, .o A, = Joo | Ap.

Dokaz: (o, Ar = Ay, preto w € liminf, oo A, <= w € o, Nhen 4k =
U~y Ap, Cize liminf, oo Ap, = Uy An.

Aj limsup,, .. A, = U,—, Ay, lebo z Lemy 1.1 |J7~; A, = liminf, . A4, C
limsup,,_,., An a naopak ak w € limsup,,_, ., A, <= w patri do nekonecne vela
A, = welJr, Ay, ize limsup, . A, C ;2 Ap.

Preto 3 lim, oo Ap = Uy ; An. O

Veta 1.4. Nech {4,,}22; je postupnost ndhodnych javov na (2, A4). Ak Ay 2
Ay 2 ... Potom 3 lim,,_. A, a plati lim,, .o A, =), Ap-

Dokaz: Jy—, Ak = Ay, preto w € limsup, A, <= w € (oe; Ure,, Ak =
Mooy Ap, Cize limsup, . A, = (oo, An.

n=1

Ajliminf, . A, = (o—; Ay, lebo z Lemy 1.1 liminf,, .« A,, C limsup,,_, . 4,
= ,~, A, a naopak ak w € (), A, <= w patri do vSetkych A, <= w €
liminf, .o A,, ¢ize (),—; A, C liminf, . A,.

Preto 3 lim, .o A, =()o0q An. ]

Veta 1.5. Nech S je neprazdny systém podmnozin 2. potom existuje mnozinova
o—algebra o(S) takd, ze plati

(i) SCoa(S),

(ii)  ak je A* mnozinova o—algebra takd, ze S C A*, tak o(S) C A*.

Dékaz: Polozme o(S) prienik mnozinovych o—algebier obsahujicich S. Potom
S C 0(S) a zrejme je o(S) aj o—algebrou. O

Definicia 1.4. Nech S je neprizdny systém podmnozin 2, o(S) je prienik
mnozinovych o—algebier obsahujucich S. ¢(S) sa nazyva minimédlna mnozinova
o—algebra generovana systémom S.

v

Borelovské mnoziny.
Polozme
Q= (—o00,0) =R,
S={(-o00, 2>, zeR}CexpN=expR
Minimélna mnozinovd o—algebra o(S) = B generovand systémom S sa vold
borelovskd (mnozZinovd) o—algebra v R. Jej prvky sa nazyvaju borelovské mnoziny.
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Poznamenavame len, ze borelovska o—algebra v R je totoznd aj s minimalnou
mnozinovou o—algebrou generovanou systémom mnozin S vSetkych intervalov tvaru
< a,b), kde a < b (pozri napr. Rie¢an, B., O pravdepodobnosti a miere, Alfa,
Bratislava, 1972, str. 46).

Analogicky definujeme B™.

Q=R",

S ={(-00,x1 > X... X (=00, Ty, >, T1,..., Ty € R},
o(S) = B" je borelovskd (mnozinova) o—algebra v R™.

Definicia 1.5. (Axiomatickd definicia pravdepodobnosti.) Nech (€2, .4) je javové
pole a P redlna mnozinova funkcia definovand na A s vlastnostami

(i) P(©2) =1 (normovand)

(i) VAeA P(A) =0 (nezdpornd)

(i) ak {A,}52, je postupnost po dvoch disjunktnych (nezlué¢itelnych) ndhod-
nych javov (tj. Vn A, € A: A, NA, =0pren # m), tak P(Ur—,) =
>ooo  P(A,) (o—aditivna).

Potom funkciu P nazyvame pravdepodobnostou (na A) a trojicu (€2, A, P) pravde-
podobnostnym priestorom.

Poznamka. Axiomaticki definiciu pravdepodobnosti a pravdepodobnostny
priestor zaviedol N.A.Kolmogorov v roku 1933.

Poznamka. Pravdepodobnostny priestor je matematickym modelom (reguldr-
neho) ndhodného pokusu.

Priklad 1.1. Nech 2 je kone¢nd mnozina elementarnych javov, t.j. Q =
{wi, -}, A = expQ. Pre A = {w;,,..,w;,} € Qnech P(A) = Y5, P({wy,}),
pricom V i P({w;}) =2 0, Y>I' , P({w;}) = 1. Potom (9,4, P) je pravdepodob-
nostny priestor.

Specidlne: Ak v Priklade 1 je P({w;}) = % pre ¢ = 1,2,....n, tak hovorime o

klasickom pravdepodobnostnom pokuse (klasickej definicii pravdepodobnosti, kla-
sickom pravdepodobnostnom priestore), pri¢om

_ A

PA=1a

(|A] je pocet elementdrnych javov v A).

Vahova definicia pravdepodobnosti: Nech €2 je nanajvys spoc¢itatelna mnozina, teda
O = {01, 0n, ), A= exp, P(A) = 5., Pl{wi,}), pricom ¥ n P({uwn}) =

pn20a> 2 Pwn}) =1

Geometrickd definicia pravdepodobnosti: Nech © € B™ je borelovskd mnozina,

ktorej Lebesgueova miera p(2) je konecnd a kladnd, A = B™(Q2) (systém vsetkych

borelovskych podmnozin Q), pravdepodobnost P(A) = % pre A € A.



2. Vlastnosti pravdepodobnosti

Veta 2.1. Nech (92, A, P) je pravdepodobnostny priestor. Potom pravdepodob-
nost P ma nasledujice vlastnosti:

(i) P =0
(i) A,BeA ANnB=0) = P(AUB) = P(A)+ P(B)

(ii) A,Be A, ACB = P(B— A)= P(B)— P(A) (subtraktivnost)
(iv) A,Be A ACB = P(A) £ P(B) (monoténnost)

(v) AeA =0=PA<1

(vi) Ae A = P(A)=1-P(4)

(vii)y A, Be A = P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

(viii) Ay,...,4, € A = P (U 1A) S P(A)-

S PAN A + T S P(AN A N A+t
+(=1)"HP(A;NAN..NA)

(iX) A, ..., A, € A — P(U?:l Al) § Z?:l P(AZ)

Dokaz:

(i) P(Q)=PQUIU..)=PQ)+P0)+..=1 = P(0) =0;

(i) ABeA ANB=0 = P(AUBUQU...)=P(A)+ P(B) + P(0) +
P(A) + P(B)

(iii), (iv) A, B€e A, AC B = B =AU (B — A) (nezlucitelné). Teda P(B) =
P(A)+P(B—A) apreto P(B—A) = P(B)—P(A),aleaj P(A) = P(B)—P(B—A).
Ked7ze P(B— A) 20, je P(B) = P(A);

()AEA@GA@CACQ :>(()(v)) PhysP

(vi) Ac L, AUA=Q = (z (ii)) 1 = P(Q) = (AUZ)
P(A) =1- P(A);

(vii) A, B € A, teda sa dé pisat AUB =[A— (ANB)]JU(ANB)U[B—-(ANB)]
(disjunktné) —= P(AUB) = P(A— (ANB))+ P(ANB) + ( - (ANDB)) =
(z (iii)) P(A)— P(ANB)+P(ANB)+P(B)—P(ANB) = P(A)+P(B)— P(ANB);

(viii) indukciou pomocou (vii) (pozri napr. Riec¢an, B., O pravdepodobnosti a
miere, Alfa, Bratislava, 1972)

() P (U A = P (UL 40) +P(A4) - P (4a nULT A) £ P (U A +
P(A,)

P (Ufgf Ai) =P (U?;f Ai) +P(Anfl)_ ( n—1 ﬁU ) é P(UZ‘ZE Ai)+
P(An-1)

A) = P(Q)
P(A) + P

1
A), ¢ize

—~

P(A1 UAQ) = P(Al) + P(AQ) - P(A1 ﬂAg) é P(Al) + P(AQ)
a s¢itanim mame P (| J!; 4;) £ P(A1) + P(A2) + ... + P(4,). |
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Veta 2.2. Nech (92, 4) je javové pole, P redlna mnozinova funkcia definovana
na A s vlastnostami

(i) P)=1

(i) VAeA P(A) =20

(ili) A,Be€e A ANB =0 = P(AUB) = P(A) + P(B) (aditivita, nie
o—aditivita)
Potom nasledujuce vlastnosti su ekvivalentné

(1) P je pravdepodobnost na (Q,.A)

(2) A1, As,...€ A A, C Appy = lim, oo P(A,) = P(U;2, 4i) (spojitost
zdola)

(3) Ay, As...€ AA, D Appr = lim, oo P(A,) = P (N2, 4i) (spojitost
zhora)

(4) Al, AQ, .. € ./4, An D) An+1, ﬂzozl An =) = lim,, P(An) =0 (SpOji—
tost zhora v ().

Dokaz:
1) = (2)

P je o—aditivna, teda ak By, Bs, ... € A,B;NB; =0 pre i #j = P (U2, Bi) =
Z;}il P(Bl) Polozme Bl = Al,Bg = A2 - A17 Bg = A3 - AQ, .... Plati Ufil Ai
U2, BiaB;NBj =0 pre i+# j. Dostdvame

PUiZ Ai) = P(UZy Bi) = X221 P(Bn) = limp oo 371, P(B;) =
lim,, oo [P(B1) + P(B2) + ... + P(B,)] = lim,, o [P(A1) + P(A2) — P(A1) + ... +
P(A,) — P(A,—1)] = lim,, o, P(4,).

2) = @) T B B
An D Apia, preto A, C A1 a podla (2) lim, .o P(4,) = P (U2, 4i) =

P (ﬂ;’il Ai) (de Morgan) =1—P ((,—; A,). Teda lim, .~ P(A,) = lim,, o [1—
P

(Ap)] =1 = [1= P (M2, An)] = P (M2 An)-

(3) = (4)
Ak Al, AQ, .. € A, An 2 An+1, ﬂzoﬂ An:(b, tak llmnﬁoo P(An):P (nfil Az) =

P(0) = 0.

(4) = (1)

Nech Bj, Bs,... € A. Plati B; N B; = 0 pre i # j. Dalej plati P (U2, B;) =
P(ByU..UB,_1UlJ;Z, B;). Ak oznacime |J;-, B; = Cp, potom C,, D Cp41 a
Ny, Cr =0 (lebo N2, Cn = N2, Use,, Bi = limsup,, .. B, ={weN: w
patri do nekoneéne vela B;} = (), lebo B; st po dvoch disjunktné). Teda podla (4)
lim,,_., P(C,) = 0.

Pocitajme pre Tubovolné n = 2:
P(U2, Bi) = X0 P(B;) + P(C) (aditivita P).

Preto plati:
P (UfL B;) =lim, . P (UfL B;) = limnHOO[Z?:_ll P(B;) + P(Cy,)] =
lim,, oo 317 P(B;) + lim,, oo P(C,) = S22, P(B;). O



Veta 2.3. Nech (Q, A, P) je pravdepodobnostny priestor, A, € A, n=1,2,...
a existuje lim,, o, A, = A. Potom P(lim,_ . A,) = lim,, .o, P(A,).

Dokaz:

Pre redlnu ¢iselni postupnost {a,}52 ; plati: a je hromadnym bodom {a,}$2 ; ak
aje limitou nejakej Vybranej podpostupnosti z postupnosti {an}n 1- Mnoiina hro—
prvok je limsup,,_, . a, a najmensi prvok je liminf, . ay. Postupnost’ {an}>2,
m4 limitu prave vtedy ak limsup,,_,., a, = liminf,, . a, = lim,,_, o, a,, (Jarnik,
V., Diferencidlni pocet II Academia, Praha, 1976).

Dalej oznaéme ;2 A; = By, U2, Ai = Cp, P(By) = by, P(C,,) = ¢, Zrejme
B Q Bn+1, C 2 Cn+1, n = 1,2,....

Podla Vety 1.3 3 lim,, .o by, = lim,,_.oo P(B,,) = P(UU,~, By) a podla Vety 1.4
3 limy, o0 ¢ = limy, oo P(Cy) = PN~ Cn).

Z predpokladov vety tiez A = lim,,_.o, A, = liminf, .. A, =limsup,,_, ., A4n.

Pocitajme:

P(lim,, . A,) = P(liminf,, .o 4,) = P (U;—; Niey, 4i) = P (U2, Bn) =
lim,, o P(By) = lim, . b, = liminf, . b, = liminf,, ., P (ﬂl " A i) =<
liminf,, .o P(A,) < limsup,,_, . P(A4,) < limsup,_, P (U;2, 4i) =

limsup,, ., P(Cy) = limsupc¢, = lim, o ¢, = lim,_.oc P(Cy,) = P((,2, Cpn) =
P U, Ai) = P(limsup, . A,) = P(lim, .o A,).

Preto v8ade plati rovnost a P(lim, . A,) = liminf,, ., P(A,) =
limsup,, ., P(4,) = (Jarnik) lim, ., P(Ay). O

Veta 2.4. (Borelova-Cantelliho lema) Nech A,, n = 1,2,... je postupnost
ndhodnych javov na (2, 4, P) a } ", P(A,) < co. Potom P(limsup,,_,., 4,) = 0.

Dokaz:

0 < P(limsup,,_, ., An) = P (N2, Ui, Ai) = lim, oo P (U;o,, Ai) (Veta 2.2, lebo
{U:2,, Ai}22, je klesajuca postupnost.

Plati tiez: |J2°, Ay = A, UAn U = A, U(Apir — An) U (Apga — U AU
(Apys — U?:Jri A;) U ..., pricom Ap, Api1 — An, Apyo — UZL:T A;, ... st disjunktné.
Preto
lim,, oo P(USS,, Ai) = lim, oo P((An U (Api1 — An) U (Appe — UM AU L) =
limy, oo (P(Ap)+P(Api1—Ap)+P(Apra—UrTT A+ Slimy, oo 350 P(4;) =
i o (5% P(A) — S0 P(AD) = 0y P(A) — X%, P(A) = 0.

Teda P(limsup,, ., 4,) =0. O



3. Podmienend pravdepodobnost

Priklad 3.1. Majme urnu s a ¢iernymi a b bielymi gulkami. Gulku po vytiahnuti
nevratime spat. Ozna¢me nahodny jav

By — v prvom tahu vytiahneme bielu gulku

By — v druhom tahu vytiahneme bielu gulku
Zaujima nas pravdepodobnost, s akou v druhom tahu vytiahneme bielu gulku, ak
vieme, Ze v prvom tahu sme vytiahli bielu gulku.

RiesSenie: a
P(By) = .
(B1) a+b
Podobne
P(B,|B;) = 6771
PV -1

Oznacenie P(Bs|B;) znamend podmienend pravdepodobnost nahodného javu By
ak nastal ndhodny jav B;. Plati tiez

b(b—1)
(a+b)a+b—-1)

P(By N By) =

lebo vsetkych moznosti (vysledkov) dvoch tahov je b(b—1+4a)+a(b+a —1) =
b —b+ab+ab+a?—a=(a+b)(a+b—1)a “priaznivych“ b(b — 1).

(
(bi1,Eq)
(

(bin,bin) (bi,bis) ... (bin,bis) (bin,&1) ...

(bin bir) (bin.bis) . (bisbis) (bin.c1) ... (bis o)
(bip.bis)  (binsbia) .. (inbins) (binsds) .. (binsa)
(€1,bi1)  (€1,bia) ... (C1,bip) (C1,82) ...(C1,Cq)

Carbin) Carbin) oo Carbit) (Earér) - (E1,E0 1)

Mozeme ale pisat

b(b—1)
P(Bz|Bl):P<B2mBl):W: b—1
P(Bl) aLij a+b—1
Teda ohrani¢ili sme sa namiesto €2 na B;
(biy, big) (bi1,biz) ...  (bix,bip)  (bi1,¢1) ... (bi1,¢E,)
(big,biy) (big,big) ... (big,bip)  (big,¢1) ... (big,¢E,)
(bip,biy)  (bip,bia) ... (bip,bip—1) (bip,¢1) ... (bip,Ca)

a z ndhodného javu Bs berieme “len tu cast, ktord je v By “.
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Definicia 3.1. Majme pravdepodobnostny priestor (22, A, P) a B € A je vy-
brany ndhodny jav taky, ze P(B) > 0. Podmienend pravdepodobnost ndhodného
javu A € A za podmienky nastatia ndhodného javu B je

(3.1) P(AB) = P(]f(;)B)
Poznamka. Z (3.1) vyplyva
(3.2) P(ANnB) = P(A|B)P(B)

pricom sa predpoklada, ze P(B) > 0. Pretoze AN B C B, teda P(B) = 0 =
P(ANB) = 0, vztah (3.2) ma vyznam aj pre P(B) = 0. Vztah (3.2) je “symetricky “
aj pre A, teda

(3.3) P(ANB) = P(BJA)P(A).

Z (3.2) a (3.3) mame

(3.4) P(A|B)P(B) = P(BJA)P(A).

Oznacenie:
Nech jav B € A je pevne dany, pricom P(B) > 0. Definujme

Pg: A-—-< 0,1> PB(A):P(A‘B)

Veta 3.1 Pp je pravdepodobnost na (,.4) (pre kazdy jav B, pre ktory je

P(B) > 0).

Dékaz: P(BNQ)  P(B)
PO =" pm) T Rm) "
PB(A):P(;(;)B)EOpreVAGA

A, e A, n=1,2,.., A;nAj =0 pre i # j, potom

(U

M inHB iPB(Ai)~ 0

uCg

) PUZ, 4nB) _ P(US,(A4NB) _
P(B) P(B)

Veta 3.2 Plati
(i) P(AQ)=P(A)preV A A
(i) P(Ni, Ai) = P(A1)P(A2|A1)P(A3]A2 N Ay)...P(AJA1NAs NN Ap_y)
ak P (ﬂ?;ll Ai) > 0 (veta o ndsobeni pravdepodobnosti).
Dokaz:
P(ANQ) P(A)

() PAI) = =5 = Fgy = PA)
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(ii) Z(3.2) jeP(ﬂ" Ai)
P(A NN,

() (1 4)-

P(A Tphe 1A)P( e mﬂ" 2A>

P (A S 4) P (Ana NS ) P (IS A) = o =
P(A1)P(As|A1)P(A3|As N Ay)..P(Ap]A1 N As N .M Ap_q). O

Definicia 3.2. Majme pravdepodobnostny priestor (2,4, P). Ndhodné javy
Ay, Asg, ... € A tvoria tplny systém javov, ak plati

v'

s

i=1

Poznamka. Gplny systém javov moze byt aj konecny.
Veta 3.3. (Vzorec pre tiplni pravdepodobnost) Nech A;, A,, ... je tiplny systém
javov v pravdepodobnostnom priestore (2, A, P) taky, ze

(3.6) P(A)>0, i=1,2,...

Potom plati
(3.7) P(B) =Y P(BIA)P(A).

Dokaz:

P(B) = P(BNQ) = P(BNUZ, A) = P (US4 (BN A)) = 32, P(B A A;) =
>, P(BIA)P(A;) (podla (32)) O

Veta 3.4. (1. Bayesov vzorec) Nech Aq, Ao, ... je Uplny systém javov v pravde-
podobnostnom priestore (2, .4, P) taky, ze

P(A) >0, i=1,2, ...
Ak P(B) > 0, tak plati

P(B|A;)P(4;) ,
3.8 A;|B L i=1,2,...
(9 PO = S PP
Doékaz:
Pre Tubovolné j je pomocou (3.2) a (3.7)

P(Bn4;) _ _ PBI4;)PH;)
P(B) Yoz P(BlA;) P(A;)
Veta 3.5. (2. Bayesov vzorec) Nech Ay, Ao, ... je Uplny systém javov v pravde-

podobnostnom priestore (2, A, P) taky, ze P(4;) >0, i=1,2,...Dalej A € A,

ze P(A) >0 a B € A. Plati

>o(i: p(anansoy P(A)P(A[A;)P(BIAN A;)

Yooy P(AJA;) P(Ay) '

P(4[B) = O

(3.9) P(B|A) =
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Dokaz: spravte si sami.

Poznamka. Vety 3.3, 3.4 a 3.5 platia aj v pripade, Ze tuplny systém javov je
koneény.

Poznamka. P(A;) v Bayesovych vzorcoch su tzv. apriorné pravdepodobnosti
a P(A,;|B) aposteriérne pravdepodobnosti (po vykonani pokusu s vysledkom B).

Poznamka. V pripade 1. Bayesovho vzorca ide o rieSenie situdcie, ked mame
hypotézy Aj, ..., ktoré sa navzdjom vylucuji, ale vyCerpavaji vSetky moznosti.
Pozndme ich (apriorné) pravdepodobnosti P(A;). Nastal jav A a pozndme pravde-
podobnosti P(A|A;). Pytame sa na (aposteridrne; nové, ktoré beri do tvahy
skuto¢nost, ze mastal A) pravdepodobnosti P(A;|A)

V pripade 2. Bayesovho vzorca ak nastal jav A, pytame sa na pravdepodobnost
javu B.

Poznamka. Nie je vzdy jednoduché volit spravny pravdepodobnostny model
pre vypocet podmienenych pravdepodobnosti.

Priklad 3.2. (Lekdrska diagnostika) Vieme, ze ur¢itou (konkrétnou) chorobou
Ch trpi 1% populdcie. Choroba je diagnostikovand na zdklade vySetrenia, ktorého
spolahlivost je

(i) 95% ak vySetrovana osoba trpi chorobou Ch

(ii) 70 % ak vySetrovand osoba netrpi chorobou Ch.

VysSetrujeme ndhodne zvolent osobu. Uréte pravdepodobnost spravnej diagnézy,
ak vysledok vySetrenia je

(a) pozitivny (podla vysledku vysetrenia je osoba chord)

(b) negativny (podla vysledku vySetrenia je osoba zdrava).

RieSenie:

Oznatme jav

A — vySetrovand osoba trpf chorobou Ch (je chord)

B — vysledok vySetrovania je pozitivny
Zo zadania vieme

P(A) = 0.01 (pravdepodobnost, ze vybrana osoba je chord) Této pravdepodob-
nost sa vold prevalencia alebo tiez apriorna pravdepodobnost choroby

VysSetrenie (spolahlivost vySetrenia) sa charakterizuje dvomi charakteristikami,
a sice

pravdepodobnostou P(B|A) = 0.95 tzv. citlivost testu alebo aj senzitivita testu

pravdepodobnostou P(B|A) = 0.7 tzv. $pecificita testu.

(a) Mame urcit vlastne P(A|B) (lebo v tomto pripade vysledok testu bol pozitivny,
teda test hovori, ze vySetrovans osoba je chord (diagnéza je, Ze pacient je chory) a
my mame ur¢it pravdepodobnost spravnej dignézy).

Zo zadania vieme, ze P(A) = 0.01, P(A) =0.99, P(B|A)=0.95a P(B|A) =
1 — P(BJA) =1 - 0.7 = 0.3. Podla Bayesovho vzorca (4, A si hypotézy)

P(A)P(B|A) 0.01-0.95

PAIB) = 5 PBIA) + P(A)P(BIA)  0.01-0.95+0.99-03

= 0.030995.

Je to aj aposteriérna pravdepodobnost, ze pacient je chory, ak vysledok testu bol
pozitivny. Je to prekvapivy vysledok. Cakali by sme “omnoho lepsi“ vysledok.
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Celkom mame 29 700 + 950 = 30 650 pozitivnych vysledkov, z toho spravne
950
it{ h je 950, ¢ize P(A|B) = —— = 0.030995.
pozitivnych je 950, ¢ize 7( |B) 30650
(b) Analogicky (zase A, A sd hypotézy)

P(A)P(B|A) B 0.99 - 0.7
P(A)P(BJA) + P(A)P(B|A)  0.99-0.7+0.01-0.05

P(A|B) = =0.99928.

Je to aposteriérna pravdepodobnost, Ze pacient nie je chory, ak vysledok testu bol
negativny. Naozaj celkovo mame 69 300 4+ 50 = 69 350 negativnych vysledkov, z
toho spravne negativnych je 69 300 a teda pravdepodobnost spravnej diagnézy u

negativnych vysledkov testu je P(A|B) = % = 0.99928.

Nezavislost nahodnych javov

Definicia 3.3. Majme pravdepodobnostny priestor (92, 4, P). Ndhodné javy
A, B € A st nezdvislé (vzhladom k pravdepodobnosti P) ak P(ANB) = P(A)P(B).

Definicia 3.4. Majme pravdepodobnostny priestor (2, A, P). Nahodné javy
Ay, Ag, ..., A, € A sd skupinovo (zdruzene) nezavislé (vzhladom k pravdepodob-
nosti P) ak pre lubovolné k € {1,2,...,n} a Tubovolnd skupinu indexov {1, ...,ix} C
{1,2,...,n} plati

k k
P ﬂ A | = H P(A;).
j=1 j=1

Néhodné javy Aq, As, ... € A st po dvoch nezévislé, ak kazdé dva si nezavislé.
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Poznamka. Zrejme Iubovolny jav A € A a jav isty 2 st nezavislé. Takisto
lubovolny jav A € A a jav nemozny () st nezdvislé.

Poznamka. Pozor, je rozdiel medzi disjunktnymi (nezlu¢itelnymi) javmi (ne-
mozu naraz nastat, AN B = () a nezdvislymi javmi (tu treba pravdepodobnost).

Priklad 3.3. V urne si 4 listky {000,110,101,011}. Nahodné javy A; —
{ndhodne vytiahnuty listok ma na i—tom mieste 1}, ¢ = 1,2,3, si po dvoch ne-
z4vislé, ale nie si (zdruzene) nezdvislé, lebo

P(Ay) = P(43) = P(43) = 3

1
P(AlﬁAg):P(AlﬂAg)ZP(AgﬂA3):Z

P(A; N Ay N As) = 0.

Veta 3.6. Nech A;, As, ..., A, € A st zdruzene nezavislé javy. Plati
(i) Cubovolnd postupnost 1211, [12, - fln, kde flk = A, alebo flk = A}, je postup-
nost’ zdruzene nezavislych javov;
(i) P (UZ:1 Ap) =1- HZ:1 (1= P(Ag)).
Dokaz:
(i) Ak Ay, Ay st nezdvislé, tak

P(A; N7y) = P(A; — (A1 N Ay)) = P(A;) — P(A; N Ay) =

= P(A1) = P(A1)P(A2) = P(A1)(1 — P(A2)) = P(A1)P(A2),

teda A;, Ay st nezévislé. Tak isto
P(A1NAs) = P((A1UAy)) =1-P(A1UAy) = 1—P(A;)— P(A3)+P(A1NAy) =

=1- P(A1) = P(A2) + P(A1)P(A2) = (1 - P(A1))(1 — P(A2)) = P(A1)P(As),

¢ize aj Ay a Ay si nezdvislé. Dokaz dokonéime indukciou (pozri Riecan, B., O
pravdepodobnosti a miere, Alfa, Bratislava, 1972, alebo Dupa¢, Huskova, Pravdé-
podobnost a matematicka statistika).

(ii) Z de Morganovych pravidiel a z (i)

o (0n) - (On) (%) - TLo- .
k=1 k=1 k=1 k=1

Veta 3.7. (Borelovo lema) Nech A;, A,, ... € A je postupnost nezavislych javov.
Potom
P(lim sup 4,)=0V1
podla toho, ¢ rad ) .- | P(A,) konverguje alebo diverguje.
Dokaz:
Ak > | P(A,) < oo = P(limsup,,_, ., A,) = 0 podla Borelovej-Cantelliho lemy
(A; ani nemusia byt nezdvislé).
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Ak Y°° | P(A,) = oo, tak
P(limsup,,_,., An) = P (ﬂ;oﬂ UZO:n Ag) =P (ﬂi":l B,) =
(kde By, = U;_,, Ak 2 Bnt1)
= (Veta 2.2. (3)) lim, oo P(By) =
(Bp=A, U4, UA,11)U A, UA11 UA,2)U.

= (Veta 2.2. (2)) lim, [th_,ooP (Uk Ak }
= (de Morgan) lim,, o limy 00 P (ﬂk N Ak) =
= limy e iy oo [1 = P (M, Ak )| =

— (nezévislost) 1 — limy_ oo limy_. [Hff:n Py =

=1 —limy, oo imy oo [The, (1 = P(AR)) 2 1 —limy, o0 limpy oo €~ Zk=n P(AK)
(lebo 0 S P(Ag) =2 S1al—x, S e ) teda Hi\;n(l —xp) £ H,[f:n e Tk Cize
—IHa (=) 2 — [, e = —em X PUW),

Pretoze Y00, P(A,) = o0, &ize limy o Y0 P(A,) = 0o a aj

limy_ 0o Zg:k P(A,) = oo pre kazdé n. Teda

lim,, oo impy_ o Zg:k P(A,) = o0 alim, oo imy 00 €™ Yook P(An) — 0,
Dostédvame P(limsup,, . 4,) = 1. O
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4. Nahodné veli¢ina

Snazime sa vysledok pokusu vyjadrit ¢islom (pocet padnutych Sestiek na 10 koc-
kéach; doba po ktoru svieti ziarovka; pocet baktérii v jednotkovom objeme vody;
atd.).

Snazime sa “pretransformovat® vysledok pokusu, ndhodné javy na Ciselnd os.
Pravdepodobnostny priestor “zobrazit“ na ¢iselnt os tak, aby sa dala spocitat
pravdepodobnost vSetkym “rozumnym“ mnozinam redlnych ¢isel. Teda chceme

néjst vhodné zobrazenie
(Q,A4,P)—>R

pricom prepokladdme, ze (2,4, P) mdme dané, ur¢ené napr. verbdlne (slovne).
Ukazuje sa rozumné vziat na realnej osi borelovsku o—algebru B a hladat vhodné
zobrazenie

X: (A — (R B)

tak, aby sme mohli spocitat (udat) pravdepodobnost kazdej borelovskej mnoziny
B € B. Zadefinujme si takito “vhodnu “funkciu.

Definicia 4.1. Majme dany pravdepodobnostny priestor (2,4, P). Redlnu
funkciu X definovanu na 2 pre ktora plati

(4.1) BeB={weQ: X(w)eB}eA

nazyvame nahodnd veli¢ina.

Néhodnt veli¢inu niekedy volame aj ndhodna premennd. Funkciu X spliiujicu
(4.1) nazyvame meratelnd funkcia, prvky o—algebry B meratelné mnoziny. Mno-
zinu {w € Q: X(w) € B} zapisujeme (skratene) {X € B} alebo {X1(B)}.
Je zrejmé, ze ndhodnou velicinou X zobrazime elemenarny vysledok pokusu w na
redlne ¢islo. Ked sa zrealizuje elemenarny jav w, tak realizicia ndhodnej veli¢iny je
(redlne ¢islo) z = X (w). Ked médme zadand (urcentl) ndhodnu veli¢inu X, tak pre
kazdt borelovski mnozinu B € B vieme uréit {w € Q: X(w) € B} = {X~1(B)}.
Specidlne pre kazdé redlne éfslo 7 je {w € Q: X(w) € (—o00,7)} = {X <z} € A.

Poznamka. Da sa ukazat, ze k tomu, aby X bola ndhodna veli¢ina je nutné a
staci, aby Ve e R {X <z} € A

Ked médme dany pravdepodobnostny priestor (2, .4, P) (matematicky popisany
ndhodny pokus) a ndhodnu veli¢inu X (t.j. redlnu funkciu s vlastnostou (4.1)), tak
kazdej borelovskej (meratelnej) mnozine B vieme priradit (urcit) pravdepodobnost
predpisom

Px(B)=P{weQ: X(w)eB}=P{ YB)}).

Definicia 4.2. Mnozinova funkcia
(4.2) Px(B)=P{X '(B)}), BeB

sa nazyva rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej velic¢iny X.

Rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej veliciny X je teda pravdepodobnostna mie-
ra (pravdepodobnost) na o—algebre B borelovskych mnozin indukovand ndhodnou
velicinou X. Presvedcte sa, ze naozaj Px spiﬁa vsetky tri vlastnosti z Definicie 1.5.
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Poznamka. Pri ndhodnom pokuse - hode kockou nahodni veli¢inu fyzicky zrea-
lizujeme tak, Zze na jednotlivé steny kocky nakreslime bodky. M6zeme na jednotlivé
steny kocky aj napisat (nejaké konkrétne) ¢isla. Ak sme kazdej stene kocky priradili
urcité ¢islo, zostrojili sme isti nahodnu veli¢inu. Iny priklad na ndhodnu velicinu
je meraci pristroj (napriklad voltmeter). Uréitému napéitiu v sieti priradi ¢islo -
hodnotu napétia. V reédlnej elektrickej sieti aj konstantné napétie nie je “pevné“,
ale fluktuuje (vplyvom ndhodnych porich).

Nédhodn4 veli¢ina teda je pevne dand funkcia, ktora ale svoje hodnoty nadobuda
“nahodne“. Pravdepodobnostné spravanie sa ndhodnej veliciny X, teda rozdelenie
pravdepodobnosti ndhodnej veli¢iny X je urcéené systémom pravdepodobnosti

PH{X <z}), zeR.

Pravdepodobnostné spravanie sa nahodnej veli¢iny uplne a jednoznacne popisuje
distribu¢nd funkcia.
Definicia 4.3. Nech X je ndhodnd veli¢ina definovand na (9,4, P). Redlna
funkcia
Fx(z)=P{X <z})=PH{we: X(w)<z})

sa nazyva distribu¢nd funkcia ndhodnej veli¢iny X. (Budeme znacit aj F'(x), ak
nedochddza k nedorozumeniu.)

Veta 4.1. Distribu¢nd funkcia je

(i) neklesajica

(ii) spojitd zlava

(iii) lmy oo F(x) =0, lim, .o F(z)=1.

Dokaz:
(i) Zvolme redlne a < b. Zrejme

{X<b}={w: X(w)<b}={X<a}U{a <X <b}

pricom posledné dva javy su nezlucitelné. Podla aditivnej vlastnosti pravdepodob-
nosti je
P({X < b}) = P({X < a}) + P({a £ X < b}),

0= P({a< X <b}) = P({X < a}) - PUX < b}) = Fx(b) - Fx(a),

teda Fx(b) 2 Fx(a).

(ii) Pre Tubovolné (ale pevné) x nech {z;}2; je akdkolvek postupnost takd, ze
konverguje zlava k z (teda lim, _,,-). Ozna¢me B; = (—o00,z;), i =1,2,...,a B =
(—o0, ). Plati | J;2, B; = B, pricom B; C B;4. Dalej nech 4; = {w: X(w) < 2;}
aAd={w: X(w) < ax}. Zrejme |J;o, A; = A, A; C A;+1. Zo spojitosti zdola
pravdepodobnosti dostavame

11— 00
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(i) Vezmime Tubovolni {x;}$°, takd, ze x, — —oo. Pri oznaceni B, 4, z (ii)
tentokrdt A; O A;4q1 a Nio, A; = 0. Preto

lim Fx(x,)= lim Px(B,)= lim P(4,)=0

n—oo n—oo n—oo

Ak teraz vezmeme Tubovolni {z;}$°, taki, ze =, — oo. Pri oznaceni By, A, z
(ii) je Ai C Ajy1 a

lim Fx(z,)= lim Px(B,)= lim P(4,)=P <G An> =P(Q)=1. O

n—oo n—o0 n—oo

Veta 4.2. Pre distribu¢ni funkciu Fx plati
(4.3) P{X ==z})=Fx(z+0)— Fx(z), zeR.

(Fx(z +0) = lim,_,,+ Fx(y) (limita sprava).)

Dékaz: Plati {X < 2} = {X =2} U{X < z} a ak vezmeme Iubovolni {z;}2,
taku, ze z, — at, tak {X £ 2} = () {X < z,}, priom {X < z,} D {X <
Zn41}. Zo spojitosti pravdepodobnosti zhora plati

PUX <a})=P (ﬂ (X < xn}> = lim P({X <a,}) =

= lim F(z,)= Fx(z+0),
n—oo
(pricom zo spojitosti pravdepodobnosti zhora vyplyva, ze lim,, ., P({X < x,})
existuje a je jedind pre akikolvek postupnost {z;}°, taku, ze z, — zT). Preto

P({X = }) = PUX S a}) - PUX <a}) = Fx(a +0) — Fx(2). O

Déosledok. Fx(-) je spojita v x prave vtedy ak P({X = z}) =0 (lebo Fx(-) je
zlava spojitd vzdy a sprava prave ak P({X = z}) = 0).

Veta 4.3. Distribu¢na funkcia mé najviac spocitatelne vela bodov nespojitosti
(skokov).

Doékaz: Oznacme

C,, = { mnozina bodov, v ktorych ma Fx () skok vii¢sf ako 1 }.
Velkost skoku v bode x je vlastne (podla (4.3)) Fx(z +0) — Fx(z) = P{X = z})
aC,={zreR: P({X =ua})> L1} Pretoze hodnoty pravdepodobnosti lezia v
intervale < 0,1 >, méze mat C,, najviac (n — 1) prvkov.

Mnozina bodov

C={x: Fx() mavbode z nejaky skok} = | J Cy..
n=2

Pretoze C' je spocitatelnym zjednotenim konetnych mnozin, je nanajvys spocita-
telna. O
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Lebesgueova - Stieltjesova miera

Strucne si povieme o Lebesgueovej - Stieltjesovej miere. Majme danu realnu funkciu
F' s vlastnostami

(1) neklesajica

(ii) spojitd zlava.

Majme systém S vsekych intervalov tvaru < a,b), kde a < b. Potom je mnozinovéd
funkcia 1 definovand na S predpisom u(< a,b)) = F(b) — F(a) o—aditivna. (ddkaz
pozri napr. Riecan, B., O pravdepodobnosti a miere, Alfa, Bratislava, 1972, Veta
5.2.1). Z tedrie miery potom existuje prave jedna miera pp definovand na systéme
B vsetkych borelovskych mnozin taka, ze pup(< a,b)) = F(b) — F(a) (dokaz pozri
napr. Riecan, B., O pravdepodobnosti a miere, Alfa, Bratislava, 1972, Veta 5.2.2).
Miera pp sa nazyva Lebesgueova - Stieltjesova miera indukovand funkciou F. D&
sa ukdzat, ze ak navyse plati, ze lim, o F'(z) =0, lim, . F(z) =1, tak ur je
pravdepodobnost na (R, B).

Poznamendvame len, ze ak za funkciu F(-) zvolime funkciu F(z) = z, tak pup sa
vola Lebesgueova miera.

Poznamka. Lebesgueova-Stieltjesova miera sa zavidza vSeobecnejsie pre funk-
cie F ktoré si neklesajiice a spojité zlava (nemusia byt len distribu¢né funkcie).
Pre nés je dolezity pripad ked F' je distribu¢na funkcia.

Pozndmka. Ak mdme ndhodni velicinu X a jej distribuénd funkciu Fx, tak
na systéme S intervalov < a,b), kde a < b je

Px(<a,b)) = P({a = X <b}) = Fx(b) - Fx(a) = pr(< a,b))

a preto pravdepodobnostnd miera pup je totoznd s rozdelenim pravdepodobnosti
Px (podrobnejsie pozri napr. v Riec¢an, B., O pravdepodobnosti a miere, Alfa,
Bratislava, 1972). Z tedrie integrélu pre kazdi B € B je

Px(B) = ur,(B) = / dup, (x) (Lebesgueov-Stieltjesov integral) =
B

:/ dprpy :/ dFx(x) (iné znacenie).
B B

Plat{ aj nasledujica veta (“opak* Vety 4.1):

Veta 4.4. Nech F je neklesajica, spojitd zlava a lim,_, ., F(x) =0,

lim, o F(z) = 1. Potom existuje ndhodnd veli¢ina X tak, ze F je jej distribuc¢nd
funkcia.

Dékaz: Povedali sme, ze pp je pravdepodobnost na (R, B) a preto (R, B, ur) je
pravdepodobnostny priestor. Definujme teraz na R ndhodnu veli¢inu X vztahom
X(z) = x. Je zrejmé, ze X je nadhodna veli¢ina, lebo ak B € B, tak X~ 1(B) = B
je borelovskd mnozina. Nech G je distribuéna funkcia ndhodnej veli¢iny X, potom

G(x) = pr({X (=00, 2))) = pr((—00,2)) =
= HILH;O pr(<z—n,x)) = nll)ngo(F(x) —F(zx—n))=F(x) - nll)rr;o F(x —n) = F(x).

Teda F je distribu¢na funkcia ndhodnej veliciny X. O
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5. Diskrétne nahodné veli¢iny
(ndhodné veli¢iny diskrétneho typu)

Ndhodnym veli¢indm zodpovedaji urcité distribuéné funkcie (teda aj urcité Lebes-
gueove-Stieltjesove miery).

Definicia 5.1. Nech {p;}52; je rad kladnych ¢isel takych, ze Y .0 p; =1a M =
{:}2, je (TubovoInd) postupnost réznych redlnych &isel. Funkcia (z;,p;)$2; na
{x;}5°, sa nazyva pravdepodobnostnd funkcia. Poznamenajme len, ze postupnost
{z;} moze byt aj konecna.

Poznamka Pravdepodobnostnd funkcia méze byt chdpand aj ako (x4, p;)ics,
kde J je konecné alebo spocitatelna indexova mnozina.

Veta 5.1. Nech (z;,p;)$2, je pravdepodobnostnd funkcia. Polozme

F(z) = Z D;i.

x;<x

Potom je funkcia F neklesajica, spojitd zlava a lim,_, o F(z) = 0,lim, o F ()
1 (teda distribu¢na funkcia).
Dokaz: Nech z < y. Potom F(y) — F(z) = >_(,.. 1<,y Pi 2 0, teda Fy) 2
Nech je x pevné ¢&islo. Nech € je 'ubovolné kladné ¢islo. Pretoze Zfil p; =1,
existuje také n, ze Y ;- p; < e. Vezmeme § > 0 tak, aby sa v (z—§, z) nenachddzalo
Ziadne z ¢isel x1, ..., z,—1. Potom pre y € (z — d,z > je

Fz)-F(y)= > pzéZpi<e-

{zi: ySwi<a}

Nech {z,,}52; je (Tubovolnd) takd klesajica postupnost, ze lim,,— o 2m = —00.
Nech € je Tubovolné kladné c¢islo. Pretoze Z;’il p; = 1, existuje také ng, ze
Z;’ino p; < €. Pre toto € ale Imyg, ze 2z, < mini€{17.__7xno}{xi} (pricom ¥Ym > mg
j€ Zm < Zmg). Preto Ym > mg je 0 = F(zy) £ F(2m,) = Z{wi: 2 <zmg} Pi <
>oie,, i < €. Teda pre fubovolni klesajicu k —oo postupnost {zm},,>; konver-
guje {F(2m)}m>1 k nule.

Nech {2,}52, je (lubovolnd) takd rastica postupnost, ze lim, .. z, = oo.
Ozna¢me card{z; : x; < z,} = jn. Zrejme lim,_ j, = 0co. Pretoze Y .o p; = 1,
plati

Jn
lim F(z,)= lim Z pi = nlin;o;pi =1 O

n—oo n—oo
T;<Zn

Pretoze F' z predchédzajicej vety je distribu¢nd funkcia, existuje ndhodna veli¢ina,
ktord ma tuto distribuéni funkciu. Takito ndhodnt veli¢inu nézyvame diskrétna
nahodna veli¢ina alebo nahodna veli¢ina diskrétneho typu.

Pre rozdelenie pravdepodobnosti diskrétnej nahodnej veliciny s pravdepodob-
nostnou funkciou (z;, p;)$2, plati

(5.1) Px(B) =Y ps

z,€EB
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Tato nahodn4 veli¢ina nadobida s nenulovymi pravdepodobnostami prave tie real-
ne hodnoty x;, pre ktoré je p; > 0, pritom pre tieto hodnoty je P({X = z;}) = p; a
pre lubovolné = ¢ {z1,x2,...} je P{X = z}) = 0. Samozrejme plati pre lubovolné
x €R,ze P{X =2}) = F(x+0) — F(z).

Predchédzajice uvahy maju aj taku interpretaciu, ze ak mame redlnu funkciu
X, ktord nadobida hodnoty z mnoziny M = {1, zs,...} s pravdepodobnostami
P({X = x;}) = p;, pricom p; > 0, i = 1,2,...a > .o p; = 1, tak X je ndhodnd
premennd s rozdelenim pravdepodobnosti (5.1).

Priklady diskrétnych nahodnych veli¢in

Néahodn4 veli¢ina s alternativnym rozdelenim pravdepodobnosti

(Alternativne rozdelenie pravdepodobnosti)

Majme M = {0,1}, (teda 1 = 0,29 = 1) a dalej py = 1 — 6, ps = 6, pricom
6 €< 0,1 >. Nazveme 0— nedspech a 1—tspech. Potom funkcia X (schvilne
nehovorime kde je definovand), ktord nadobida hodnoty 0 a 1 s pravdepodob-
nostami P(X = 0) =1—-6 a P(X = 1) = 6 je ndhodnd premennd. Rozdele-
nie pravdepodobnosti tejto ndhodnej premennej sa nazyva alternativne rozdelenie
pravdepodobnosti s parametrom 6 a piseme X ~ A(6). Modelujeme (matema-
ticky popisujeme) nim situdciu, ked mdme pokus s dvomi moznymi vysledkami -
“tspechom* a “netspechom®. Pravdepodobnost uspechu je 6 a netispechu 1 — 6.
Jej distribu¢nd funkcia je

Dahko skonstruujeme v tomto pripade priestor elementdrnych javov 2 = {wq,wa}
a o—algebru ndhodnych javov A = {{0}, {w1}, {w2},Q}. Pravdepodobnost P({0})
=0,P{w1}) =1—-0,P({wsz}) =6, P(Q2}) = 1. Ndhodn4 veli¢ina X je definovand
nasledovne:
X(wl) = O7 X(wg) =1.

Pravda, toto vSetko uz “nepotrebujeme. Sta¢i ndm poznat pravdepodobnostni
funkciu ndhodnej velic¢iny X.
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Binomické rozdelenie pravdepodobnosti

Majme M = {0,1,2,...,n} (teda 21 = 0,22 = 1,...,Zp41 = n) & prp1 = p(x) =
(2)91(1 —0)"*>0prex=0,1,2,....,.m, § €<0,1 >. Zrejme

n+1 n

;pj =y (Z)Hm(l T =0+ (1—0)" = 1.

=0

Nahodné velicina X, ktord nadobida hodnoty {0,1,...,n} s pravdepodobnostami
P(X=z)= (Z) 0*(1—-0)""*, x =0,1,...,n ma binomické rozdelenie pravdepodob-
nosti s parametrami n, §. Oznacujeme X ~ Bi(n, ).

Ak uvazujeme experiment, ktory pozostava z n nezavislych alternativnych poku-
sov, v ktorych nés zaujima len nastatie alebo nenastatie ndhodného javu A (pravde-
podobnost nastatia javu A v jednotlivom alternativnom pokuse je § €< 0,1 >),
potom

X — pocet nastania ndhodného javu A v experimente je x

x = 0,1,2...,n, je diskrétna ndhodnd veli¢cina a X ~ Bi(n,0). Dokézte to ako
cvicenie.

Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti
xr

A
Majme M = {0,1,2,....,} a py41 = p(z) = e*)‘—' >0prez=0,1,2,..., 0 > 0.
x!

Zrejme
o0

o0 o0

AT AT
d pi=Y et =et Yy et =1
j=1 =0 Z: =0 x:

Ndhodnd veli¢ina X, ktord nadobida hodnoty {0,1,...} s pravdepodobnostami
)\I

P(X =1z) = e*’\—', x = 0,1,..., mad Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti
x!

s parametrom A. Oznacujeme X ~ Po(A). Takito ndhodnd veli¢ina popisuje

napriklad vyskyt “riedkych javov“, pocet organizmov v jednotke pody, pocet listov

na strome, pocet havarii, pocet preruseni vyroby, pocet hovorov v telefénnej sieti,

atd.

Veta 5.1. (Poissonova) Ak X,, ~ Bi(n,p,), kde lim,_.onp, = X > 0, p, €
(0,1) a X ~Po()\), tak pre k = 0,1, 2, ... plati

lim P({X, = k}) = PUX = k}).

n—oo

Doékaz: Pre k =0,1,2,... plati
lim P({X, = k}) = lim (”)p’;u —p)" R =
n—oo n—oo k'

= lim o
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lebo

Negativne binomické rozdelenie pravdepodobnosti a

geometrické rozdelenie pravdepodobnosti

z4+r—1
(1 — T _
B >p( p)

-1
_ <x+r )pr(l —p)* >0prex =0,1,2,..., p € (0,1), r € N. Z Taylorovho
X

Majme M = {0,1,2,....,} a py41 = p(x) = (

O (O I

rozvoja (MacLaurinov rad) funkcie (1 — z)~% =37 z

o (k+j—1
:Zj-()( j

z=0 !

>zj7 k€N, |z| <1 zrejme

i (x ji; 1)1)71 —-p)* =p’”§% (x ji; 1)(1 —p)t=p(1-(1-p) =1

x=0

Nahodnd veli¢ina X, ktord nadobida hodnoty {0,1,...} s pravdepodobnostami
P(X =2) = (”jﬁ;l)pr(l —p)®, x = 0,1,..., m& negativne binomické rozdele-
nie pravdepodobnosti s parametrami 7, p. Oznacujeme X ~ NeBi(r,p).

Ak uvazujeme experiment, ktory pozostdva z nezivislych alternativnych poku-
sov, v ktorych nas zaujima len nastatie alebo nenastatie ndhodného javu A—ispech
(pravdepodobnost nastatia dspechu v jednotlivom alternativnom pokuse je p €
(0,1)), potom

X — pocet netspechov, ktoré predchadzaji r—tému tspechu

je diskrétna ndhodnd velicina a X ~ NeBi(r,p) s hodnotami = 0,1,2, ..., .
Dokazte to ako cvicenie.

Specidlnym pripadom negativneho binomického rozdelenia pre r = 1 je geomet-
rické rozdelenie pravdepodobnosti. Nahodna velicina X, ktord nadobtda hodnoty
{0,1,...} s pravdepodobnostami P(X = z) = p(1-p)*, 2=0,1,..., p€ (0,1), md
geometrické rozdelenie pravdepodobnosti s parametrom p. Oznacujeme X ~ Ge(p).
Ak uvazujeme experiment, ktory pozostava z nezavislych alternativnych pokusov,
v ktorych nds zaujima len nastatie alebo nenastatie ndhodného javu A—uspech
(pravdepodobnost nastatia dspechu v jednotlivom alternativnom pokuse je p €
(0,1)), potom

X — pocet netspechov pred prvym uspechom

je diskrétna ndhodnd veli¢ina, X ~ Ge(p) s hodnotami z =0,1,2,... .
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Hypergeometrické rozdelenie pravdepodobnosti

Majme N € N, (N 2 2) stciastok, z ktorych je A € N chybnych, pricom N > A. Zo
vietkych N stciastok ndhodne vyberieme n € N stciastok (bez vratenia), pricom
n < N. Nidhodnd premennd

X — pocet chybnych siciastok medzi n vytiahnutymi

mé hypergeometrické rozdelenie pravdepodobnosti s parametrami N, A,n. Ozna-
¢ujeme to X ~ Hg(N, A,n). Samozrejme musime sa presved¢it, ze takto popisand
funkcia X je skutotne ndhodna premennd a definovat hypergeometrické rozdelenie
pravdepodobnosti.

Najprv si uvedomme, ze mozu nastat prave 4 pripady, a sice

(i) n< A, n< N — A (pocet dobrych siciastok) vtedy X nadobida hodnoty
z€{0,1,...,n}

(ii) n < A, n> N—A vtedy X nadobida hodnoty z € {n—(N—A) =n—N+A4
(najmenej chybnych),n — N + A+ 1,...,n (najviac chybnych) }

(iii) n> A, n< N — A vtedy X nadobida hodnoty = € {0,1, ..., A}

(iv) n>A, n>N—A vtedy X nadobdda hodnoty z € {n — N+ A,n— N +
A+1,..,A}
Teda z— pocet chybnych siuciastok medzi n vytiahnutymi je z intervalu < ki, kg >,
kde k1 = max(0,n — N + A) a ko = min(A, n). Pocet moznych vytiahnutych n—tic

N
je ( ) Medzi n vybratymi stuciastkami (teda vo vybratej n—tici) je x chybnych
n

A

( ) sposobmi a ku kazdému sposobu je (
T

teda

A\ (N-A
(5.2) P{X =2}) = <$)<"—x)

N b
n
x €< max(0,n — N + A), min(A,n) >.
Dékaz toho, ze (5.2) je rozdelenie pravdepodobnosti vyplyva z identity

) moznosti vybratia bezchybnych,

min{n,A}

(5.3) 2. (i: . ) (2> B (JZ)

a=max{0,n—N+A}

ktoru dokazeme pomocou nasledujicej lemy. Najprv si ale zadefinujeme klesajici
faktoridl redlneho cisla . Ak k € No,x € R, tak klesajici faktorial () = 0 a pre

k€N je x4y = x(x — 1)...(x — k + 1). Teraz kombina¢né ¢islo (Z) mozeme pisat

Nk w1 . s o n . .
ako % a “roz8irili“ sme pojem kombinacného ¢isla k> tak, ze namiesto n € Ny

mozeme uvazovat n € R (samozrejme k € Ny zostdva v platnosti).
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Lema 5.1 Pre Tubovolné redlne ¢isla =,y a n € Ny plati

HRANGY

(Cauchyho kombinatoricky vzorec).
Dokaz:
1. Pre n = 0 je identita zrejma.
2. Nech teda plati pre nejaké n € N a dokdzeme, ze

5 S (000 ) -7

Vieme, ze pre Tubovolné a € R,n € Ny je

a a—nfa ted r+y r+y—mnfr+y
= — eda = —
n+1 n+1\n)’ n+1 n+1 n )’

preto pocitajme

S () g a()(L)-

k=0
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6. Spojité ndhodné veliciny
(ndhodné veli¢iny (absolitne) spojitého typu)

Najprv si zopakujeme urcité tvrdenia z matematickej analyzy tykajice sa absolitne
spojitej funkcie.

Definicia 6.1. Funkcia F(-) je absolitne spojitd (na R), ak k lubovolnému e > 0
existuje také 0 > 0, ze pre kazdu postupnost a; < by < ag < by < ... < ap, < by,
takd ze Y ., (b; —a;) < & plati Y1 | |[F(b;) — F(a;)| <e.

Vlastnosti absolitne spojitej funkcie:

(i) Ak je F absolitne spojitd, tak je spojita.

(ii) Ak je F absolitne spojitd, tak m4 skoro vsade (vzhladom na Lebesgueovu
mieru) vlastnd derivdciu. Tédto derivécia je integrovatelnd v Lebesgueovom zmysle
a plati F(z) = [ F'(t)dt + F(a) pre kazdé a € R.

(iii) Ak je F absolitne spojitd a plati F'(z) = 0 skoro v8ade (vzhladom na
Lebesgueovu mieru), potom je F' konstantnd skoro vsade (vzhladom na Lebesgueo-
vu mieru).

(iv) Ak je F neurcitym integrdlom funkcie f (v Lebesgueovom zmysle, teda
F(z) = [ f(z)dz), potom je F absolitne spojitd a plat{ F’(z) = f(x) skoro vsade
(vzhladom na Lebesgueovu mieru).

(v) Ak je F absolitne spojitd, tak ma na kazdom koneénom intervale < a,b >
koneénu variéciu, t.j. sup Z;VZI |F(z;)— F(z;-1)| < oo, pricom supremum sa berie
cez vsetky N a koneéné postupnosti a = xp < 1 < ... < xy = b.

Teraz si zadefinujeme absolitne spojitd ndhodni veli¢inu.

Definicia 6.2. Povieme, ze ndhodnd velicina X definovand na (2,4, P) je
absoliitne spojitého typu (spojitd), ak existuje (nezdpornd) integrovatelnd funkcia
f(-) takd, ze pre kazdu borelovski mnozinu B € B je

PX(B):/Bf(x)dx.

Funkciu f nazyvame hustotou rozdelenia pravdepodobnosti (hustotou) ndhodnej
veliciny X.

Veta 6.1. (Vlastnosti hustoty.) Nech X je ndhodnd veli¢ina absolitne spojitého
typu, f je jej hustota a F' jej distribu¢na funkcia. Potom

G) [, f )z = 1;

(it) F(x) = [T f(t)dt;

(iii) F(-) je absolitne spojitd funkcia;

(iv) hustota f(-) je uréend jednoznacne skoro vsade vzhladom k Lebesgueovej
miere, t.j. ak f a g si hustoty ndhodnej veli¢iny X, tak p({z : f(z) # g(z)}) =0,
kde i je Lebesgueova miera;

(v) existuje F’(x) skoro vSade vzhladom k Lebesgueovej miere i a funkcia g(x) =
F'(z) je hustota ndhodnej veliciny X;

(vi) pre a < b plati FI(b) — F(a) = f; f(z)dz a tiez P{a £ X <b}) = P({a <
X <b})=P{a<X b)) =P{a <X <b}) = [} f(a)da;
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vii) ak existuje v bode x derivacia F'(z) = f(z), potom P(z—% < X < z+1%) =

x) + o(h), kde o(h) je taka funkcia, pre ktord plati lim,_.q (,f) =0;
(viil) f(x) 2 0 pre kazdé = € R skoro viade vzhladom k Lebesgueovej miere.
Dokaz:

(i) Ak ma X hustotu f, tak z definicie aboslitne spojitej ndhodnej veliciny

vypl}’fva 7eVBeB PX = [ f(x)dz. Ak vezmeme B = R, tak 1 = Px ({R}) =
fR z)de = f f(z

()Vleme zeF() ({X<ac})— x ((—o0 —fw f(@)

(iii) Tvrdenie z matematickej analyzy: Ak pre funkcm F plati F f f(@®)

pre kazdé x € R, tak F je absolutne spojitd na R.

(' ) Ak f a g su hustoty ndhodnej veliciny X, tak pre kazdi B € B plati

fB x)dr = fBg Ydz. Z toho dostdvame, Ze pre kazdi B € B plati

fB s 0.ttt 10 o)) =0,

(v) Tvrdeme je dosledkom absolitnej spojitosti ((ii) vlastnost absolitne spojitej
funkcie).

(vi) Podla Vety 4.1. Vety 6.1.(ii) a aditlvnej Vlastnosti integrélu plati P({a £
X < b)) = F(b) — = [*_f@)dt — [°_ f(t)dt = [’ f(t)dt. Distribucna
funkcia F je absolutne SpOJlta preto je spOJlta a pre kazdé x € R podla (4.3) plati
P(X = z) =0, z ¢oho Tahko dostaneme ostatné vztahy.

(vii) Ak napiSeme pre Tubovolné h > 0 a z také, ze existuje F'(z) = f(z)

oh) _ PUz—55X<aty})) f(z), tak plati limj, o 2 ( ) = lim,_, —(Hh)hF(sz —

R A
limp g f(z) = f(z) — f(z) =0.
(viii) Funkcia f je nezdpornd, lebo distribu¢nd funkcia F' je neklesajica - dékaz
v matematickej analyze. O
Predstavu o hustote da nasledujuci vztah

T+Ax
/ F(t)dt = f(x)Ax,

alebo aj
Pz £ X <z +dz) = f(z)dx.

Priklady (absolitne) spojitych ndhodnych veli¢in
Nahodn4 veli¢ina s rovnomernym rozdelenim

Nahodn4 veli¢ina X mé rovnomerné rozdelenie pravdepodobnosti na intervale (a, b)
(pritom —oo < a < b < o0), ak jej hustota je
1

——, aka<ax<d
flay={ b—a 07
0, ak = ¢ (a,b).
Znacime X ~ Ro(a,b). Distribuénd funkcia X je
0, akz < a
F(z) = x—a’ aka<z<h
b—a

1, ak x > b.
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Interpretacia takejto ndhodnej veli¢iny je ndzornd: Istota (jednotkova pravde-
podobnost) je na intervale (a,b) rovnomerne “rozprestrend“.

Nahodn4a veli¢ina s exponencidlnym rozdelenim

Nech ndhodny jav A sa vyskytuje v ndhodnych okamzikoch (napr. prerusenie
vyroby, vyhorenie ziarovky, prelet Castice, atd.) Vyskyty tohto ndhodného javu A
v neprekryvajuicich sa casovych intervaloch si nezavislé, teda pre t; < to < t3 < t4

P(A nastane v (t1,t2) U (t3,t4)) = P(A nastane v (t1,t2))P(A nastane v (t3,t4)).

Ozna¢me

Q(t) — pravdepodobnost, zZe sledovany jav A nenastane v priebehu ¢asového
intervalu diZky t
Ak t1,t5 st diZky dvoch na seba nadvézujdcich ¢asovych intervalov, tak

Q(t1 +t2) = Q(t1)Q(t2).

Nech @ je diferencovatelnd funkcia ¢asu a pre ¢ = 0 nadobida maximum, teda
Q(0) = 1.
Pret >0, At >0 je

InQ(t+ At) =InQ(t) + In Q(At),

(nQu)y = Jim BECEEI=NO _ y, DA
f 2OOLAD QO _ gy, = -a

At—0t At
(ide o deriviciu sprava, ktort ozna¢ime —A\, pricom A > 0). Mdme teda diferen-
cidlnu rovnicu s pociatotnou podmienkou

dinQ(t)
a0

Q(0) = 1.
Jej riegenie je Q(t) = e~ . Oznaéme

X — ndhodnu veli¢inu — ¢as, ked nastane prvykrat sledovany jav
Zrejme

Fx(t) = P({X < t}) = P(jav A nastane v ¢ase (0,¢)) =1 — Q(¢t)
(tund Q(t) je pravdepodobnost, Ze sledovany jav nenastane v intervale (0,¢)), teda
1—e ™, akt>0
{ 0, ak t £ 0.

Nahodn4d veli¢ina X mé exponencialne rozdelenie pravdepodobnosti s parametrom
A a oznacujeme X ~ ex()). Jej hustota je

A ak £ >0
fx(t) =

0, akt <0
(dostaneme derivovanim F’).
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Nahodn4 veli¢ina s normalnym rozdelenim (normélna ndhodnd veli¢ina,

gaussovskd ndhodnd velicina)

Ak m4 ndhodnd velicina X hustotu

L w2
f(z) = ﬁe 20°

u € (—o00,00), 02 > 0, tak povieme, ze X ma normdlne (Gaussovo, gaussovské)
rozdelenie pravdepodobnosti s parametrami p, 02 a piseme X ~ N(u,o?).

V pripade =0 a ¢ = 1 ide o standardizovani normalnu nahodni veli¢inu, ¢o
oznacujeme X ~ N(0,1). Jej hustota je

2

$2

@)= e 2.

Normaélne rozdelenie ma ndhodnd veli¢ina, ktord vznikla sictom velkého poctu
nezdvislych ndhodnych veli¢in (o rozdelenia ktorych staci predpokladat uré¢ité velmi
vSeobecné predpoklady). Normadlne rozdelenie ma velmi doleziti tlohu v tedrii
pravdepodobnosti a matematickej statistike. Napriklad normélne rozdelena je na-
hodna chyba meracieho pristroja, chyba pri strelbe na ciel, telesna vyska jedincov
homogénnej populdcie, atd. Poznamendvame len, ze skutocnost, ze f(z) je hustota

™
vyplyva z rovnosti [~ e dy = ZL’ a > 0.
a

Néhodna veli¢ina s gama rozdelenim

Ak m& ndhodné veli¢ina X hustotu

fe) = 0, ak 2 <0

a’ _—azx..p—1
{ ¢ P ak x>0
a >0, p> 0, tak povieme, ze X ma gama rozdelenie pravdepodobnosti s parame-
trami a, p.

Gama funkcia I'(a) je definovand predpisom I'(a) = [,
najcastejsie pouzivané vlastnosti su

I(a+1)=al(a), T'(3) =7, I'(n) = (n—1)! pre n € N.

x© _a—1

e *dzx, a > 0. Jej

5. Nahodna veli¢ina s beta rozdelenim
Ak ma ndhodné velicina X hustotu

flx) = { mxa_l(l_x)b_l, ak0<zxz <1
0, inak
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a >0, b >0, tak povieme, ze X ma beta rozdelenie pravdepodobnosti s parame-
trami a, b.

Beta funkcia B(a, b) je definovand predpisom B(a,b) = fol 221 (1—z)"Ydz, a >
0,b > 0. Vztah medzi gama a beta funkciou je vyjadreny nasledovne: B(a,b) =
['(a)L'(b)

F'(a+b)’

Poznamka o distribuénych funkciach

Diskrétne a spojité ndhodné veliciny (resp. distribuéné funkcie diskrétnych a spo-
jitych ndhodnych veli¢in) predstavuju dve prakticky velmi dolezité triedy. Vo
vSeobecnosti ale o distribuénych funkciach plati veta (nebudeme ju dokazovat, pozri
napr. Rudin, W., Analyza v redlném a komplexnim oboru, Academia, Praha, 1977)

Veta 6.2. Nech X je ndhodnd veli¢ina s distribu¢nou funkciou F'. Potom F' sa
da napisat v tvare

F(z) = a1Fy(x) + aoFy(x) + asFs(x)

ay,as,a3 2 0,a1 + as + az = 1, pricom F,(-) je distribuénd funkcia diskrétnej
ndhodnej veli¢iny, F,(-) je distribuénd funkcia absolitne spojitej ndhodnej veli¢iny
a F;(+) je distribuénd funkcia singuldrne spojitej ndhodnej veliciny.

Povieme, ze F' je singuldrne spojitd, ak je spojita a pritom existuje borelovska
mnozina B Lebesgueovej miery 0 a pup miery 1. Takato funkcia méa skoro vsade
(vzhladom na Lebesgueovu mieru) derivaciu rovnd 0 a je spojitd v R. Napriklad
Cantorova funkcia je spojitd, diferencovatelnd, rastica, derivdciu méa nulovu s
vynimkou mnoziny Lebesgueovej miery 0. Takéato funkcia funkcia je spojitd a nie
je absolitne spojita.
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7. Ndhodné vektory

Méme c¢asto nielen jednu ndhodnt veli¢inu, ale sic¢asne niekolko nahodnych velic¢in.
Zaujima nés, ¢i niektoré z nich spolu “akosi stvisia, ¢i (zname) hodnoty jednej
ndhodnej veli¢iny (resp. urcitej skupiny ndhodnych veli¢in) vedia nieco povedat o
hodnote inej ndhodnej veli¢iny (inych ndhodnych veli¢in). Snazime sa vySetrovat
(aj) zavislost. Potrebujeme model, v ktorom pracujeme s niekolkymi ndhodnymi
veli¢inami sucasne.

Zopakujme si: (2, .4, P) je pravdepodobnostny priestor

X: Q- R prektoriplatize R= {weQ: Xw)<az}ed

je ndhodna veli¢ina.

Rozsfrme na mnohorozmerny pripad: (Q,.A, P) je pravdepodobnostny priestor

a oznacme
X<x]={we: Xij(w)<zi,..X,(w) <zp}.

B" nech je najmensia o—algebra nad intervalmi tvaru
(—00,x1) X (—00,22) X ... X (—00,2y)

pre lubovolné x € R” (t.j. x = (x1,...,2,)"). Nazyvame ju borelovskd oc—algebra v
R™.

Definicia 7.1. Majme pravdepodobnostny priestor (2, A, P). Redlna vektorova
funkcia X(-) definovand na Q s hodnotami v R"™, pre ktoru plati

xeR"= [X<x]eAd

sa nazyva ndhodny vektor (vektor ndhodnych veli¢in, n—rozmernd ndhodna velici-
na, vektorovd ndhodn4 veli¢ina).

Definicia 7.2. Nech X = (X1,..., X,;)’ je n—rozmerny ndhodny vektor defino-
vany na pravdepodobnostnom priestore (2, A4, P). Redlnu funkciu

F(z1,22,...,2,) = P(X1 < 1, ..., Xy < ) = P([X < x])

definovanu pre kazdé x € R™ nazyvame distribu¢nou funkciou ndhodného vektora
X.

Oznacenie:
AS)F(acl, ey Tp) = F(x1, oy im1, 2 + hyTig1, oy @n) — F(21,...,2,) je diferencia
funkcie F' v premennej x; s krokom h > 0. Dalej oznacme rekurentne

ADADF(y, . w0) = AP AV P2y, 3)] =
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= A;i_) [F(21, ey @ity @i + hiy Tig1y ey ) — F (21, 0y )] =
=F(x1, .., @ + hiy ooy @ + Ry ooy ) — Fo, oy + Ry, o) —
[P (@1, ey + hiy o) = Fag, )] = AV AP F(ay, ).

Vlastnosti distribu¢nej funkcie popisuje nasledujica veta

Veta 7.1. Distribuénéa funkcia Fx n—rozmerného nahodného vektora ma tieto
vlastnosti:

(1) hme—wo, 15is<n FX(‘Tla B3] In) =1,

(if) prei=1,2,...,n je lim,, , oo Fx(21,..c;Tpn) =0, V1,00, i1, Tit1, - Ln,

(iii) Fx je spojita zlava v kazdej premennej,

(iv) pre lubovolné redlne x1,...,x, a lubovolné hy = 0, (k = 1,2,...,n) plati
AVARD A F (21, . 20) 2 0.

Dékaz ndjdeme napr. v (Dupag, V., Huskova, M., Pravdépodobnost a matema-
ticka statistika, Karolinum, Praha, 2001 alebo Rényi, A., Teorie pravdépodobnosti,
Academia, Praha, 1972).

Poznamka. Plati

AVAD A (e, a,) = P (ﬂ{xi <X <ai+ hi}>

i=1

(dokaz pozrite napr. v Dupa¢, V., Huskovd, M., Pravdépodobnost a matematic-
ké statistika, Karolinum, Praha, 2001). Poznamendvame, ze z (iv) a (ii) plynie,
ze Fx je neklesajuca funkcia v kazdej premennej. Naopak to neplati, t.j. ak je
nejakd funkcia neklesajica v kazdej premennej, neplynie z toho este (iv), lebo napr.
vezmeme n = 2 a F(x1,22) = 1 pre 1 = 0,22 2 0,21 + 22 =2 1 a F(x1,22) =
0 inak, potom F(x1,z2) je neklesajica v kazdej premennej a Agl)Af)F(0,0)
AW[F(0,1) = F(0,0)] = F(1,1) — F(0,1) — F(1,0)+ F(0,0) =1-1—-140 = —1,
¢o nemdze byt (podla predchddzajiicej poznamky) P(0 £ X; < 1,0 £ X, < 1),
Cize tato funkcia F' nie je distribu¢nou funkciou.

Analogicky ako v jednorozmernom pripade definujeme Lebesgueovu-Stieltjesovu
mieru pp indukovanu distribuénou funkciou F' na borelovskych mnozinach B™
(polozime pre n—rozmerny interval < aj,b1)X < ag,b2) X ...X < an,by), kde
a; < by, i = 1,2,...,n, mieru pupr({< a1,b1)x < ag,by) X ..X < ap,b,)}) =
Agi)_alAgz)_@...AIE:)_anF(al, ..y @y ) @ jednoznaé¢ne ju rozsirime na vsetky borelov-
ské mnoziny v R™ tak, aby miera n—rozmernych intervalov bola zachovand).

Plati aj nasledujica veta:

Veta 7.2. Nech funkcia F(z1, ..., x,) spiiia podmienky (i)-(iv) Vety 7.1. Potom
existuje pravdepodobnostny priestor (2,4, P) a n—rozmerny ndhodny vektor X
tak, ze Fx = F.

Dokaz vety je analogicky ako v jednorozmernom pripade.

Definicia 7.3. Distribuénd funkcia F' (n premennych) sa nazyva diskrétna, ak
existuje konecna alebo spocitatelna postupnost M = {X,, }mes, kde J je konecnd
alebo spocitatelnd indexovd mnozina (pricom x,, € R" st navzijom rozne) a zod-
povedajica postupnost kladnych ¢isel {py, fmes tak, ze > pm = 1 a F(x) =
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me <xPm pre vietky x € R". (Nerovnost x,, < X znamend, ze kazda zlozka
vektora x,, je mensia ako prislusné zlozka vektora x.)
Plati (podobne ako v jednorozmernom pripade) pre kazdd B € B"

pr(B)= P(X € B) = Px(B) = 3" pn.
xmEB

Funkcia (X, Pm )mes sa nazyva pravdepodobnostnd funkcia ndhodného vektora X,
ktory nadobtida s nenulovymi pravdepodobnostami hodnoty {x,, : m € J}, pricom
P{X =x;,} =pm, meJ.

Priklad 7.1.: Multinomické rozdelenie.
Uvazujme pokus, ktory moéze mat n roznych disjunktnych vysledkov Ay, As, ..., A,,.
Nech 6; = P(4;), i = 1,2,..,n; 0 < 6; <1, >, = 1. Tento pokus budeme
k—krat nezavisle opakovat. Oznacme

X;—pocet nastati javu (vysledku) A; v tychto k& pokusoch.
Zrejme X; € {0,1,2,....,k}, ¢ = 1,2,...,n, teda obor hodndt X; je {0,1,2,...,k}.
Pravdepodobnostna funkcia ndhodného vektora X je

p(x)=P(X1=x1,... X, =2x,) =

(Y
xr1 X9 Tn—1

— k! 0-/171 emn
xilool .z, LT
kde z; € {0,1,...,k}, > i" | @; = k. Ndhodny vektor X md multinomické rozdelenie
pravdepodobnosti. Oznacujeme X ~ Mu,(k,01,...,6,).
Definicia 7.4. Distribu¢nd funkcia F (n premennych) sa nazyva absolitne
spojitd, ak existuje funkcia f: R™ — < 0,00) takd, ze

F(x):/ / / Pty oo )bty

pre vSetky x € R™. Funkcia f sa nazyva hustota.

Poznamka. Pre hustotu plati

(i) f(x) = 0 pre skoro véetky x € R"™ (vzhladom na Lebesgueovu mieru),
Jon f(x)dx =1,

(ii) pre kazdi B € B" plati Px(B) = [, f(x)dx,

0

vsade vzhladom k Lebesgueovej miere.

X1, ...,Tpn), pricom derivécia existuje skoro

Priklad 7.2. Ndhodné vektory absolitne spojitého typu (s distribuénymi funk-
ciami absolitne spojitymi).
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n—rozmerny rovnomerny ndhodny vektor X ma hustotu

H;L:l ﬁa pre x; € (a%ﬁi)) 1= 1a27"'7n’

T1,29, ., Ty) =
J (w2 ) {0 inak,

pricom o, 3; € R, «a; < fB;, i = 1,2, ...,n. Oznacujeme X ~ Ro, (a1, B1, ..., 0, Bn)-

n—rozmerny normélne rozdeleny ndhodny vektor X (ndhodny vektor s reguldr-
nym normalnym rozdelenim) m4 hustotu

1
(2m)"/2v/det &

kde o = (p1y.osptn)’s i € R, 4 =1,2,....,n a X je pozitivne definitnd matica.
Znagime X ~ N,, (u, X).

e~ (=) T (x—p)

f(xlvx% ,(En) = f(X) =

Marginalne ndhodné vektory

Néhodny jav [X < x] mozeme pisat aj ako (;_,[X; < z;]. Ak si zvolime pevné

j€{1,2,...,n}, tak pre (Tubovolni) postupnost 2P

RPN
§ o0 je

n

ar= (I <ol <ol A
1=1
i#£j

a postupnost ndhodnych javov Ay, Az, ... mé lim,, .o A, = U, Ak € A, pricom

oo oo n k n

(7.1) Uav=U | N <zlnlx; <2P) | = X < 2.
k=1 k=1 \ i=1 i=1
i#£] i#£]

Preto n — 1 rozmerny ndhodny vektor X(~7) = (X1, ..., X;_1, Xj11, ..., X»,)' je opit
nédhodnym vektorom. Ak Fx, _ x, (21,..,2,) = P(X1 < z1,..., X, < xy) je dis-

n

tribuénd funkcia ndhodného vektora X, tak (zo spojitosti zdola pravdepodobnosti)

n
FX17-~-,XJ—17Xj+17---,Xn(3317"'7xj—17xj+17"'7xn) =P m[Xl < xl] =
=1
1#]
_ 1 @)
= Lhrn FX17...,X,L(-T17~--7-%'J' s ooy L)
ZEE)*)OO

Ak si teraz zvolime {iy,...,ix} C {1,2,...,n} a vyberieme X, ,..., X;,, tak k—roz-
mernému ndhodnému vektoru X* = (X,,, ..., X;, )’ hovorime margindlny ndhodny
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vektor. Uplne analogicky ako pre jednu “vybrati“ X; z vektora X, odvodime
distribu¢ni funkciu v pripade “vybratej* k—tice Xj,, ..., X;, z ndhodného vektora
X. Distribuénd funkcia margindlneho ndhodného vektora X* = (X;,, ..., X;, )’ teda
je

F*(x*) = F" (2, ..,25,) = lim  F(xq,...,2,),

Iyl — 00

—
wyn k o0

kde {y1, ..., yn—rt = {1,2,...,n} — {i1, ..., ik }. Dokdzali sme vlastne tvrdenie
Veta 7.3. Vsetky margindlne rozdelenia pravdepodobnosti ndhodného vektora
X si jednoznacne urcené rozdelenim pravdepodobnosti ndhodného vektora X.
Veta 7.4. (a) Nech (X, Pm)mes, (J je koneénd alebo apocitatelnd indexova
mnozina) je pravdepodobnostnd funkcia ndhodného vektora X = (Xq,...,X,),
pricom M = {x,, = (sr:gm) a:n ) tmes. Potom margindlny ndhodny vektor
X* = (X;,..., X)) mé marglnalnu pravdepodobnostnu funkciu (x*, p¥)ses, kde
M* = {xiees = (@2l s 3me g, geal™ =20, ™ =2,

11 ? 7,17

pricom v8etky x} si navzdjom rozne a

pt=P{X; = x§f>7 o X = x§£>}) - 3 o,
{meJ: IET)ZIS,;)W (7’1) (S)}

(b) Nech X je spojity ndhodny vektor s hustotou f(x). Potom marginilny
nahodny vektor X* ma hustotu

P @iy, ey xs,,) :/ / [z, . xn)day, . day, .,
—o0 —oo

kde {y1, .., Yn—i} =1{1,2,...;n} — {i1, ..., ik}
Dékaz: Dokdzeme si len tvrdenie (b) (tvrdenie (a) si dokdzte ako cvicenie). Plati

F*(x*) = hm F(z1,..zy) = lim / / flte, .y ty)dty...dt, =

Iul :L‘yl—>00

xyn k‘)OO ZL’yn K — 00

:/ / ' U / f(tl,...,tn)dtyl...dtynk} dt;, ...dt;, .

/ / ft1, o ty)dty, .dty, = f (tiy, sty ) t

— 00

teda
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8. Nezdvislé ndhodné veliciny

Definicia 8.1. Povieme, ze ndhodné veli¢iny X;, X, ..., X,, su zdruzene neza-
vislé, ak pre kazdu n—ticu redlnych ¢&isel x1, zo, ..., z, plati

P(X1 < QZ17X2 < SCQ,...,Xn < :cn) = P(Xl < l‘l)P(XQ < IIJQ)P(Xn < IIEn)

Veta 8.1. Nech ndhodny vektor X = (X1, ..., X,,) md distribu¢nu funkciu F'(x) a
nech Fx, (z;) je distribuénd funkcia margindlnej ndhodnej veli¢iny X, i = 1,2, ..., n.
Potom X, ..., X,, st zdruzene nezdvislé prave vtedy, ak F(x) = [["_, Fx,(z;) pre
vx € R".

Doékaz: X1, ...X,, su zdruzene nezavislé <=
Vx = (21, ..., x,) €R™ je P(N_ {Xi <zi}) =[], PUX; < 2;}) =
Vx = (21, ..., 2,) € R™ je

F(X) = F(xla awn) = P({Xl < l’l,XQ < J}2,...,Xn < xn}) =

- HP({Xi <a}) = HFXi(fﬂﬂ- O

Platia nasledujice vety (ich dokazy najdete napr. v Rényi, A., Teorie pravdépo-
dobnosti, Academia, Praha, 1972)

Veta 8.2. Nech ndhodny vektor X = (Xi,...,X,) mé diskrétnu distribuéni
funkciu F' a pravdepodobnostni funkeciu (X, prm)mes. Potom Xy, ..., X, st zdru-
zene nezavislé prave vtedy, ak pre Vx = (21, ...,z,)’

P{X;=21,..Xpn=2,}) = pri(xi),

kde px, (zi) = P({X; = z:}).

Veta 8.3. Nech ndhodny vektor X = (X, ..., X,;) mé absolitne spojité rozde-
lenie pravdepodobnosti s hustotou f(z1,...,z,). Potom Xj,..., X, si zdruzene
nezavislé préve vtedy, ak pre Vx = (21, ...,2,)" az na mnozinu Lebesgueovej miery
0 plati

f(xla axn) = H in ($2)7

kde fx,(z;) je hustota margindlneho Xj;.

Poznamka. Ak si ndhodné premenné Xi, ..., X,, zdruZene nezavislé, tak su
po dvoch nezéavislé. Naopak neplati, t.j. ak si Xi, ..., X;, po dvoch nezavislé este
nemusia byt zdruzene nezavislé.

Veta 8.4. Ak st Xy, ..., X, zdruZene nezavislé a g, (z), k = 1,2, ..., n borelovsky
meratelné funkcie redlnej premennej, tak st ndhodné veliciny g (Xi), k=1,2,...,n
zdruzene nezavislé.

Veta 8.5. Ak si Xy, ..., X,, zdruzene nezdvislé a h(x1,...,zx), k < n borelovsky
meratelnd funkcia, tak si ndhodné veliciny h(Xq,..., Xk), Xg+1, ..., Xn zdruzene
nezavislé.
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Priklad 8.1. (Usporiadany ndhodny vyber.) Nech Xi,..., X, st nezivislé
ndhodné veliciny na (2, .4, P), ktoré maji rovnaké rozdelenie pravdepodobnosti
s distribu¢nou funkciou F' (voldme ich ndhodny vyber). Najmensiu z nich ozna¢me
X1y, druhit najmensiu X5y, az najvacsiu X,). Teda X(3) £ Xo) = ... £ X(p).
Velicindm X1y, X(2), ..., X(,) hovorime usporiadany vyber. Distribu¢néd funkcia
G, (z) ndhodnej veliciny Xy, 7 € {1,2,...,n} je

n
n i n—i
Gr(z) =) <Z> [F(x)][1 — F(x)]"™% = €R,
lebo pravdepodobnost, ze medzi ndhodnymi veli¢éinami Xi, ..., X,, bude prave ¢
takych, ze nadobudni hodnotu mensiu nez x je rovna

(?)rer - Fap—
a X(,) bude mensia nez z prave vtedy, ak bude medzi Xi,..., X, r, alebo r + 1,
alebo, atd. n takych, ktoré maju hodnotu mensiu ako z. Spomenuté pripady su
disjunktné, teda pravdepodobnost, ze niektory z nich nastane je stc¢tom pravde-
podobnost{ a dostdvame G, ().

Ak si X; absolutne spojité s hustotou f(z), tak derivovanim G, (z) dostaneme
hustotu g, (z) veli¢iny X (r)

(pozri Andél, J., Matematickd statistika, SNTL/ALFA, Praha, 1985). Tam ndjde-
me aj distribucni funkciu G s(x,y) ndhodného vektora (X(,), X(5)), 1=r<s=
n.
Priklad 8.2. Nech nédhodny vektor (X,Y)’ m4 rovhomerné rozdelenie na G C R?,
kde

(a) G={(r,y) €eR?: 0Zz<1, 05y=<1}

(b) G={(z,y) eR?: 052<1,0Sy<1, o2+y=<1}
V obidvoch pripadoch rozhodnite, ¢i st ndhodné veliciny X a Y nezavislé.
Riesenie:

(a) hustota (X,Y) je

¢, ak(zy)eG
0, inak.

1,1
1:/ /fxy(a?,y)dxdy:/ / cdrdy = c=c=1.
G o Jo

Marginalne hustoty st

fxy (@) = {

Teda,

fele) = 4 P Pxr@ydy=fydy=1,  akze<o)
0, inak.
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Analogicky . L o1
, akye<0,1>

Fr(y) = { 0, inak.
Pretoze V (z,y)" € R? plati fxy(z,y) = fx(z)- fy(y), si X a Y nezavislé.

(b) hustota (X,Y) je

¢, ak(zy)eG

fX,Y(xvy) = { 0, inak.

Teda,

Marginalne hustoty su

ety = | e fxr@ydy =2 fy " dy =20 " =21 -a),  akwe<Ol)
* 0, inak.

Analogicky
21—-y), akye<0,1>

0, inak.

Plati, ze V (z,y)’ €< 0,1)x < 0,1 > okrem {(@y) T x €L 0,% > Y= %} je

fxy(2,y) # fx(x)- fy(y). Mnozina na ktorej fx v (z,y) # fx(z)- fr(y) je kladnej
Lebesgueovej miery (nie je Lebesgueovej miery 0). Preto X a Y nie st nezdvislé.

9. Rozdelenie pravdepodobnosti transformovanych ndhodnych veli¢in

Veta 9.1. Nech X je ndhodn4 veli¢ina a h borelovsky meratelnd funkcia. Potom
h(X) je ndhodna veli¢ina.

Dékaz: Nech B € B je Tubovolnd borelovskd mnozina. Ozna¢me h=1(B) = {t €
R : h(t) € B}. Pretoze h je borelovsky meratelnd, je h=!(B) € B. Potom ale

{weQ: MXW)eB}={we: X(w)eh *(B)}ecA O

Veta 9.2. Nech zobrazenie h : R"™ — R™ je borelovsky meratelné, t.j. VB €
B™ je {x=(x1,...,2n) €R": h(zy,..,2,) € B} € B". Nech X = (X1, ..., X))’
je n—rozmerny ndhodny vektor na (€2, A, P). Potom Y = h(X) je m—rozmerny
nahodny vektor.

Dékaz: Nech B € B™. Potom z meratelnosti h vyplyva, ze h~!(B) = {x € R" :
h(x) € B} € B"™. Preto

{weQ: hXw)eBl={we: Xw)eh (B)lec A O
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V dalsom sa budeme zaoberat rozdelenim pravdepodobnosti transformovanych na-
hodnych veli¢in, resp. transformovanych ndhodnych vektorov.

Poznamka. Pracovat budeme s Lebesgueovym integralom z borelovsky mer-
atelnej funkcie ¢ vzhladom k Lebesgueovej-Sieljesovej miere pp na borelovskej
mnozine A, t.j. budeme pracovat s integralom

I= /A () (1) 2 /A P(1)AF (1),

Ked pracujeme s Lebesgueovym integrdlom vzhladom k Lebesgueovej miere, tak

1= [ etauty = [ oar

Poznamka. Pokial je distribuéna funkcia F' funkciou “skokovitou“, t.j. je to
distribuéna funkcia diskrétnej nadhodnej veli¢iny s pravdepodobnostnou funkciou
(x4, p:)ics (J je koneénd alebo spocitatelnd), je

1= [ ewar®) = ¥ el

x, €A

Ak je F distribu¢nd funkcia spojitej ndhodnej veli¢iny s hustotou f(-), tak

I= /A p(1)AF () = /A o(®)f(2)dt,

pricom posledny integral je Lebesgueov integral s Lebesgueovou mierou.

Veta 9.3. Nech ndhodn4 veli¢ina X ma distribu¢nu funkciu F'x a h je borelovsky
meratelnd funkcia. Ak oznaCime Fy distribuéni funkciu nédhodnej veliciny Y =
h(X), potom Vy € R je Fy (y) = fo dFx(z), kde By = {z € R: h(z) < y}.

Dokaz: Pre Tubovolné y € R polozme By, = {x € R: h(z) < y} a dostdvame

Fy(y) = P(Y <y) = P(M(X) <y) = P(X € By) = Px(By) =

:/B duFX(ac):/B dFx(z). O

Y Y

Poznamka.

(a) Majme diskrétnu ndhodnd veli¢inu X s pravdepodobnostnou funkciou
(xi7p§X))ieJ a h nech je (borelovsky) meratelnd. Ozna¢me dalej B; = {r € R: y =
h(zx)}. Pravdepodobnostna funkcia ndhodnej veliciny Y = h(X) je (yj,pgy))jeK,
kde My = {y;}jex = {h(z;) : i € J}, (h(x;) s navzdjom rozne) a

P =P(Y =y;) = P(MX) =y;) = P(X € B,) = Px(B;) = > p*.
{ajieB’yj}
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(b) Ak X je (absolitne) spojitd ndhodnd veli¢ina s hustotou fx a distribuénou
funkciou Fx, Y = h(X), kde h je meratelnd a B, = {x € R: h(z) < y}, tak
Vy € R je

Fy(y) = P(Y < y) = P(h(X) < y) = P(X € B,) /Q&

Jednoducho sa da uréit hustota fy v pripade, ze transformécia y = h(z) (teda
funkcia h) je vzdjomne jednozna¢nd (prostd a na) a teda existuje inverzna funkcia
h~! (teda 2 = h™'(y)), pricom existuje aj derivacia -2 471 (y) a je spojitd. Potom
z vety o substiticii plynie

Fy(y) = /{ oy Fx(@e = | OO Fx(h1(0) ‘dh;“) ‘ d,
‘dh

%ﬂ,
dy

teda

(9.1) fr(y) = fx(h™ ' (v))

Priklad 9.1. Majme diskrétnu ndhodni X veli¢inu s pravdepodobnostnou funk-
ciou (mi,pgx))ie s. Diskrétna ndhodn4 veli¢ina ¥ = X2 ma pravdepodobnostni
funkciu (yj7p§-y))j€K, kde {y;}jex = {x2?: i € J} (22 st r6zne) a

P =P(Y =y;) = P(X?=y;) = P(X € {z: y; =2%}) =

* X
= Px{By,} = Z P
{z:: v, =a?)
Ak 7 je mnozina celych ¢isel, z, = z (z € Z), pé ) = =e?, ng) = e‘kg‘l‘ “, pre

z==41,4£2,..., tak (mz,pgx))zez je pravdepodobnostnd funkcia diskrétnej nahodnej
veliginy X a pravdepodobnostné funkcia diskrétnej nahodnej veliciny ¥ = X? je

(tzapj(gz ))tENo, kde pEY) = ei)\ )\' pre t= 07 13 2

Priklad 9.2. Nech je ndhodné velicina X absolutne spojitd s hustotou fx.
Polozme Y = a + bX, kde a,b € R, b # 0. N&jdite hustotu fy nahodnej veli¢iny
Y.

Riesenie: Transformécia y = h(z) = a + bz je vzdjomne jednoznacnd, inverzna
transformdcia je = h™'(y) = 452, ktord m4 derivéciu j—f} = , teda podla (9.1)
je

() = 172 [P g (150,

1 (z—1)2
Ak predpokladdme X ~ N(u,0?), tak fx = \/27767 e (—00,0) a
o

1 7(1/;@7“)2 1 _ ly—(atdw)?

= — 202 = — 2(bo) s e (— , .
Folo) = e et Y € (~o0,)
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Predchézdajice uvahy v pripade spojitej ndhodnej veli¢iny rozsirime na mnohoroz-
merny pripad. Niekolko zakladnych pojmov:

Nech h = (hq,...,hy,)’ je zobrazenie R — R"™, teda hq, ..., h, st redlne funkcie
n premennych 1, ..., z,. Jakobidn (Jacobiho determinant) zobrazenia h je

Ohy Ohy
6h Oz e ox,
Dh(x) = det F = det : .
X Ohy, Ohy,
Oz e ox,

Ak oznaéime y = h(x), teda y; = h;(x), i = 1,2,...,n, tak povieme, Ze zobrazenie
h je regularne na mnozine M C R™ ak

(i) M je otvorend,

(ii) funkcie hy, ..., h,, majui spojité prvé parcidlne derivicie na M,

(iii) Vx € M plati, ze Dyn(x) # 0.

Zobrazenie h je prosté na M, ak plati

X1 € M,x9 € M,x; # x1 = h(x1) # h(x2).

Veta 9.3. (Veta o substittcii.) Nech h je zobrazenie otvorenej mnoziny P C R"
na @ C R", nech h je regularne a prosté zobrazenie na P s Jakobidnom Dy. Nech
M C @ je borelovskd a H : R™ — R redlna meratelnd a integrovatelnd funkcia.
Potom plati

ORI IR

Dékaz: Jarnik, V., Integralni pocet I,II, NCSAV, Praha, 1955.

Bezprostrednym dosledkom tejto vety st nasledujiice dve vety. Ich dokazy najdeme
napr. v Andél, J., Matematickd statistika, SNTL/Alfa, Praha, 1985.

Veta 9.4. (Veta o hustote transformovaného ndhodného vektora.) Nech n§-
hodny vektor X = (X7, ..., X;,)’ ma hustotu fx(x), x € R". Nech h je zobrazenie
R™ do R™, ktoré je reguldrne a prosté na otvorenej mnozine G, pre ktord plati
fG fx(x)dx = 1. Ak h™! je inverzné zobrazenie k h, potom mé ndhodny vektor
Y = h(X) hustotu fy(y) tvaru

Sx(h™(y))|[Du-1(y)l, akyeh(G)

H () = { 0, inak.

Veta 9.5. (Zovseobecnend veta o hustote transformovaného ndhodného vek-
tora.) Nech nghodny vektor X = (Xj,...,X,;) mé hustotu fx(x), x € R™
Nech h je zobrazenie R™ do R™, ktoré je regularne a prosté na disjunktnych
otvorenych mnozindch G1, Gs, ... a zobrazuje ich na h(G;),h(G3), ..., pricom plati
plati fG fx(x)dx =1, kde G = U;)i1 G;. Ak oznatime h;l inverzné zobrazenie k
h: G; — h(Gj), j =1,2,...,, potom mé ndhodny vektor Y = h(X) hustotu fy(y)
tvaru fy(y) = >-72, f;(y), kde

fx (b (y)|Dy-1(y)l,  aky € h(Gy)
fiy) = 0 J inak

Ukazeme si dva priklady.
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Priklad 9.3. Nech X = (X1,...,, X,)" je ndhodny vektor absolitne spojitého
typu s hustotou fx. Nech A je reguldrna matica typu n x n. Najdite hustotu
nadhodného vektora Y = AX.

Riesenie. A je reguldrna a preto zobrazenie y = h(x) = Ax je reguldrne na
otvorenej G = R", Inverzné zobrazenie je x = h~!(y) = A~ly. Dahko sa vidi, ze

1
Dy, - =detA~! = t =  fx(A7! R™.
bt (y) = de qera et Fr(v) = o x(ATY), v e

Priklad 9.4. Nech X je spojitd ndhodna veli¢ina s hustotou fx(z). Najdite
hustotu ndhodnej veli¢iny ¥ = X?2.

Riesenie. Pouzijeme Vetu 9.5. Funkcia h : R — R dand predpisom y =
h(x) = 2? je reguldrna a prostd na disjunktnych otvorenych mnozindch G; =
(—00,0),G2 = (0,00), pricom tieto mnoziny zobrazuje na h(G1) = (0,00) a h(G2) =
(0,00) a fG:GluGQ fx(z)dz = 1. hy' dané predpisom hi'(y) = —/¥ je in-
verzné zobrazenie k zobrazeniu h : Gi = (—00,0) — h(Gi1) a hy'(y) = /¥ je

inverzné zobrazenie k zobrazeniu h : Gy = (0,00) — h(G2). Pre y € h(Gh)

1
je Dhl—l(y) = ——— apre y € h(Gs2) je Dhgl(y) = ——. Nshodni premenni

PN 2.9

Y = h(X) mé preto hustotu

L(fX(_\/zj)"1'109((\/?3))’ akyE(O,oo)
Fr(y) = L) + faoly) =3 2V .
0, inak.

Casto potrebujeme spoéitat hustotu ndhodnej veliciny ¥ = h(X), kde X =
(X1,...,Xn) a h je redlna borelovsky meratelnd funkcia n premennych. Ak Fx je
distribu¢na funkcia ndhodného vektora X, tak distribu¢na funkcia ndhodnej veliciny
Y je

Fy(y)=P(Y <y)=Ph(X) <y) = / dFx (21, .0y Ty),
By
kde By = {(z1,...,xn) € R" : h(z1,...,2,) < y}.

e ak X = (Xy,....,X,) je diskrétny ndhodny vektor s pravdepodobnostnou
funkciou (x,,, pg( ))mE J, tak Y = h(X) m4 pravdepodobnostni funkciu
(.4, )sercs kde {y; ¢ j € K} = {h(xn): me J}a

Py = P(Y =y;) = P(W(X) =y;) = P(X € B} }) =

Yi

{xi: h(xi)=y;}

kde B) = {x: h(x)=y;}.

e ak X = (Xy,...,,X,) je ndhodny vektor absolitne spojitého typu, si dve
moznosti.
(1) FY(y) = f{(l’l,...,mn)’GR”: R(z1,....zn) <y} de(:cl, 71‘n) =

= {(z1,...,xn) ER™: h(z1,....2n)<y} fx(X)dX

dF
V tomto pripade je hustota fy (y) = ﬂ

dy
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(i) Rozéirime h(x) na h(x) R™ — R™, aby spliiala predpoklady Vety 9.4, nasle-
dovnym spdsobom:

Y = h(X)
Y = X
Y, = X,

Takto dostdvame ndhodny vektor Y = (Y, Y3, Y3, ...,Y,) = h(X). Spocitame jeho
hustotu fy(y) = fx(h™1(y))|Dn-1(y)| a nakoniec margindlnu hustotu

fy(y) = /RH YW, vz, s Yn)dya2...dyny.

Priklad 9.5. Nech X; ~ Po(\1),Xs ~ Po(X\2) a X1, X5 st stochasticky
nezdvislé (niekedy sa zna¢i X; 1 Xs). Akd je pravdepodobnostng funkcia ndhodnej
veliciny ¥ = X7 + Xo ?

Riesenie. X;, i = 1,2 m4 pravdepodobnostni funkciu (j, pg.Xi)) jeNy» kde pgxi) =

e”“?—? j =0,1,2,.... Ndhodny vektor X = (X3, X2)" mé pravdepodobnostni
funkeiu <(i7j)7p8’(j)))(ij)ENo><No7 fede
) = P{Xy =i, Xp = j} = P(X) = i} P{Xz = j} = pp™) =
— e*(/\lJr>\2)L>\g
N il
N&dhodn4 velicina Y = X; + X5 mé pravdepodobnostnu funkciu

(e, pS)) & My = {yrtrex = {h(i,j) = i+j: (i,j) € No x No} (rozme) teda

My ={k: k € Ny} (r6zne) a

Y b X1) (X
G SR S DI A
{(4,7)€NoxNo: h(i,j)=i+j=k} {(4,j)€No X No: i+j=k}

S () % Mg~
= .Xl X2 = _(A1+>\2)172 =
;pl Pl z;e Ak —)!

—Quda) EOpN AL+ Ag)*
_ e i ki —(uae) A A2)”
Y Z<i>/\1)\2 S TR
=0

Cize Y ~ PO()\l + )\2)

Pre sicet dvoch ndhodnych veliéin dostdévame pomocou predchadzajicej Poz-
namky nasledujicu vetu.

Veta 9.6. Nech ndhodny vektor X = (X7, X»)" je spojitého typu s hustotou
J(x1,x2)(T1,72). Potom je ndhodna velicina Y = X + X» absoliitne spojitého typu
a jej hustota je

frly) = / Fxs ) (y — @, @) = / Foxs (@, y — @)de.
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Dékaz: Ak zvolime transformdciu h(x):

Yy =21+ T2

Yo = T2,
tak h=1(y) je

T1 =Y —Y2

T2 = T2,

1 -1 .
a Dy-1(y,y2) = det (0 1 > =1, ¢ize fiv,v,) (¥, ¥2) = fix,,x2)(y — 2, 72) &

Ty (y) :[ Jix1,x0)(y — ,x)d.

Ak zvolime transforméciu
Y1 =71
Y= + Z2,
tak Uplne analogicky dostaneme

fy(y):/_ fixixo) (@, y —x)de. O

Daosledok. Ak st vo Vete 9.6 ndhodné veli¢iny X; a Xo nezavislé, tak
fixa,x0) (@1, 22) = fx, (21) fx,(22) a ndhodnd velicina Y = X1 + X» m4 hustotu

= [ Ty — 1) fx (@) = / " (@) ol — 2)de.

Hustotu fy (y) nazyvame v tomto pripade konvoliiciou hustdt fx, a fx, a oznacu-
jeme fy = fx, * [x,.
Nasledujicu vetu dokadzeme tuplne analogicky ako Vetu 9.6. a jej dosledok.
Veta 9.7. Nech X7, X5 st nezavislé ndhodné veli¢iny s hustotami f; a fo. Potom
(i) Y = X; X> m4 hustotu

g(y) = /o; fi (%) f2(£li)id$, S.V.;

]

(i) ak je fa(x) = 0 pre x < 0 a ¢ > 0 dand konstanta, tak ndhodnd veli¢ina

X1 m4 hustotu

7 =%

h(z) = %/OO f1 (%) fo(x)zdz, s.v..

0

Predchddzajiice vety vyuzijeme na odvodenie najddlezitejsich rozdeleni (okrem
uz spomenutého normélneho rozdelenia), ktoré budeme pouzivat v Statistike.
Veta 9.8. Nech Xj,..., X, si nezdvislé N(0,1) rozdelené ndhodné veli¢iny.
Nahodna veli¢ina
Y=X24+X2+.. +X2
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m4 x? rozdelenie s n stupitami volnosti (oznacujeme Y ~ x2) s hustotou

f(y)=n7)y? e”% prey>0

a f(y)=0prey = 0.
Dokaz: Vetu dokdzeme indukciou. Pre n =1 je pre = 0

Fyz(z) = P{X{ <z} = P{—Vo £ X; <Va} — P{—Vz = X1} =

preto
d 1 (V)2 , 1 (=v)? ,
T T —c 2 z) — e —z) =
1 =1 1 _I< 1 ) 1 e 1 1 _x 1
e e 2 — 2 _— = —e 2 2 = 176 2xr 2
Ver 2y Y/ 2\/x V21T 2:T(3)

(lebo I‘(%) /7). Teda veta plati pre n = 1. Nech plati pre n, potom pre n+1 je

fo+...+XfL+1(-r) = /0 fX12+...+X5 (z— U)fxg+1(u)du =

(substiticia ¥ = w, du = wrdw, pricom B(a, 3) = fo yelghA=1dg)
—_z n_71 _ 1 1 _z ntl 4
e 212 xr 2o e 2x 2
= Ry p— /(1— )2 tw2 dw = P — B(%,%):
22 T(5)I(3) Jo 2= I(3)I(3)
1 n x
= n+1 mil_ 6_7 D
273 F(i)
Veta 9.9. Nech X a Y st nezdvislé ndhodné veli¢iny, X ~ x%, Y ~ x2,.

X
X m4 Fisherovo-Snedecorovo F rozdelenie s k a m stupnami

Nahodna veli¢ina U = v

m
volnosti (zna¢ime U ~ F}, ,,,) a hustotu

fU(U>:FlgéI;E(g)l)(:1)gug_l (1—1—]:5)_ i pre u >0
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a fu(u) =0 pre u £ 0.
Dokaz: Plati U =

&

Vyuzijeme Vetu 9.7(ii) a Vetu 9.8. Dostdvame pre
u >0 (pre u < 0 je hustota x7 rovnd 0)

k_
_ / (& (uyk>2 B LN S
m m 2

2

_ <k>2 _wit [t s, -
m QHTmF(g)F(%) 0

(substitucia (4% 4+ 1) = ¢)

-1 . k:+m k+m71

27z _
zn / k Egm 1 © di =
20 (R

% k k+m
) uz <1+ u) : O
m
Veta 9.10. Nech X ~ 2.

Néhodnd velicina Y = v X méa x rozdelenie a n
stupniami volnosti (znaéime Y ~ x,,) a hustotu

1 u2
fr(y) = ﬁyn%@f? pre y >0
2:710(%)

a fy(y) =0 pre y £ 0.

Dékaz: Nédhodnd velicina Y nadobida (rovnako ako X) len kladné hodnoty. Pre
y >0 je

Ry = PVE <y =<y = [l

(pouzijeme substiticiu z = t2, dx = 2tdt)

Yy 1 2 Yy 1 2
= / o P tn_2€_%2tdt = / ﬁtn_le_%dt.
0 22F(§) 0o 22 F(E)
Veta 9.11. Nech ndhodné veli¢iny Z ~ N(0,1) a X ~ x?2 st nezdvislé. Ndhodna
veli¢ina T' = —= m4 Studentovo ¢ rozdelenie s n stupiiami volnosti (zna¢ime t,,)
X

O

n
a hustotu
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Dékaz: T = Y2Z 4 podla Vety 9.7(i1) a Vety 9.10 dostdvame (pre ¢t € (—00, 00))

VX
1 e 1 1242 1 2
t) = — e 2n = n_le_Td =
. / yre s ety =
27z I'(5)y/nm Jo

10. Charakteristiky rozdelenia pravdepodobnosti
Stredna hodnota a rozptyl
Definicia 10.1. Nech X je ndhodn4 veli¢ina na (9, A, P) a nech existuje

Amwww<m

Potom ¢islo

&MZAX@MM

nazyvame strednou hodnotou nahodnej veli¢iny X. Ak uvedeny integral nie je
konecny alebo neexistuje, hovorime, ze strednd hodnota nahodnej veli¢iny X ne-
existuje.

Poznamka. Z definicie strednej hodnoty ndhodnej veli¢iny X vyplyva, ze £(X)
existuje prave vtedy ak je X borelovsky meratelnd funkcia a integrovatelnd na
vzhladom k pravdepodobnostnej miere P. £1(Q, A, P) = £; oznatujeme mnozinu
(priestor) v8etkych ndhodnych veliéin, ktoré maji koneénu strednd hodnotu na
(Q,A).

Zakladné vlastnosti strednej hodnoty vyplyvaji zo zdkladnych vlastnosti inte-
grovatelnych funkcif (z tedrie integralu).

Veta 10.1. (Zakladné vlastnosti strednej hodnoty.) Nech X, X2, X3 st ndhodné
veli¢iny definované na (Q, A, P), a,az,a3 € R. Potom

(i) £(X) existuje (t.j. X € £1) <= £&|X]| existuje;

(ii)ak P(X =a)=1 = &(X)=ua;

(iii) ak existujia S(Xl), E(Xy) = 5(a1X1 + a2X2) =a1E(Xy) + agg(Xg);

(iv) ak existuji £(X1), E(X2) a X1 £ Xy = &(X1) £ E(Xa);

(v) ak | X1] £ X5 a existuje £(X3), tak existuje £(X1);

(vi)nech P(X 20)=1 = &(X)=0.

Dokaz vyplyva z vlastnosti Lebesgueovho integralu.
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Dalsie vlastnosti strednej hodnoty, hlavne vzorce vhodné na jej vypocet vyplyvaji
z vety o prenose integrdcie z meratelného priestoru (€2, A) na meratelny priestor
(A, D) pomocou meratelnej funkcie h. Tato veta v pripade, ze (A, D) = (R",B") a
h je n—rozmerny nahodny vektor znie:

Veta 10.2. (O prenose integricie.) Nech X = (X1, ..., X,,)’ je ndhodny vektor
definovany na pravdepodobnostnom priestore (€2, A, P), g je borelovsky meratelna
funkcia na (R™, B™), Px je rozdelenie pravdepodobnosti ndhodného vektora X.
Potom

/ 9(X(w))dP(w) = / 9(x)dPx ()

v zmysle, ze ak jeden z integralov existuje, tak existuje aj druhy a rovnaju sa.
Pozndmka Ak md ndhodny vektor X = (Xy,...,X,,)’ distribu¢nd funkciu F(-),
potom rozdelenie pravdepodobnosti Py = ug, kde pup je Lebesgueova-Stieltjesova
miera indukovand distribu¢nou funkciou F a moézeme pisat

[ ax@nap@) = [ aGdur) ™ [ gxare.

Priamym dosledkom vety o prenose integrécie je nasledujuci dosledok, pomo-
cou ktorého spocitame strednii hodnotu ndhodnej veliciny ¥ = ¢g(X), ked g je
borelovska funkcia a X ndhodné veli¢ina.

Dosledok. Nech X je ndhodnd veli¢ina a g borelovska funkcia. Potom stredna
hodnota ndhodnej veli¢iny Y = g(X) existuje prave vtedy, ak existuje a je koneény
integral [*_|g(z)|dF(x) < co. V tomto pripade plati

ew) = [ g)irw)

(teda Y = g(X) € L1(Q, A, P) & [ |g(z)|dF(z)dx < oo). Specilne
(a) ak je X diskrétna s pravdepodobnostnou funkciou (x;, p;)ics, potom E(Y)
existuje prave vtedy ak » ;. ; |g(x;)|p; < oo a plati

£¥) = gl

ieJ

(teda Y = g(X) € L1( A, P) & >, lg(zi)|pi < 00).
(b) ak je X spojitd s hustotou f, potom E(Y") existuje prave vtedy ak existuje
ffcoo lg(z)| f(z)dz < oo a plati

(teda Y = g(X) € L1(2, A, P) & [ |g(z)|f(z)dz < c0).
V pripade, ze v predchddzajicom Désledku uvazujeme funkciu g(xz) = z, vieme
spocitat strednd hodnotu ndhodnej veli¢iny X nasledovne:
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Dosledok. Nech X je ndhodnd veli¢ina na (2, A, P). Potom strednd hod-
nota nadhodnej veliciny X existuje prave vtedy, ak existuje a je kone¢ny integral
[ Jz|dF(z) < co. V tomto pripade plati

E(Y) = / 2dF(z)
—00
(teda X € £L1(, A, P) & [%_|z|dF(z)dz < c0).
Specidlne
(a) ak je X diskrétna s pravdepodobnostnou funkciou (z;,p;)ies, potom E(X)
existuje prave vtedy ak ), ; |z;|p; < oo a plati

E(X) = Z TiPs
ied
(teda X € L1(Q,A,P) & > .o lzilpi < o00).
(b) ak je X spojitd s hustotou f, potom E(X) existuje prave vtedy ak existuje
75 2| f(z)de < oo a plati

(teda X € £L1(, A, P) & [7_|z|f(z)dz < o0).

V pripade, ze mame ndhodny vektor, tak pouzijeme nasledujici dosledok.
Désledok. Nech X = (X3, ..., X,,)’ je ndhodny vektor definovany na (9,4, P)

a g(x1,...,x,) borelovskd funkcia. Potom strednd hodnota ndhodnej veliciny ¥ =

g(X) existuje préve vtedy, ak existuje a je koneény integral [~ |g(x)|dF(x) < oc.

V tomto pripade plati

EY) = /jo g9(x)dF(x).

Specidlne
(a) ak je X je diskrétneho typu s pravdepodobnostnou funkciou (x;,p;)ic.s, PoO-
tom £(Y) existuje prave vtedy ak .. ; [g(x;)|p; < 0o a plati

£¥) =Y glxi)p.
icJ

(b) ak je X spojita s hustotou f(z1,...,2,), potom E(Y) existuje prave vtedy ak
existuje [*_[g(x)|f(x)dz < 0o a plati

swvszg@ﬁQMm

Priklad 10.1. Strednd hodnota ndhodnej veli¢iny s poissonovskym rozdelenim
(strednd hodnota Poissonovho rozdelenia). Nech X ~ Po()), teda X m4 pravde-
Az

podobnostni funkciu (z;,p;);>1, kde z; = 0,1,2,... ap; = e~ T
2 o

'
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Preto
N N P AF
_ I A A A A
S(X)—Zje j!—e Z(j—l)!_)\e Z(j—l)!_/\e Zk!—/\.
7=0 J=1 j=1 k=0
Priklad 10.2. Stredna hodnota nahodnej veliciny s normalnym rozdelenim.
1 x—p)?
Nech X ~ N(p,0?), o > 0, teda jej hustota je f(z) = 5 e 5 ,T €
To

(—00,00). Potom

£(X) = / of(2)dn = —— / ve= S dy =

o 270 J—

(substiticia y = £, z =0y +p, dy =

o

dx)

oo

L /Oo( + e T dy = -2 /Oo 5y + / ! %4
e o e = — e € = [,
o . yTp ) o 7009 Yy p > Yy=Hu

lebo ye*§ je neparna (lichd) funkcia.

Veta 10.3. (Strednd hodnota sii¢inu nezdvislych ndhodnych velicin.) Nech
X1, ..., Xp st nezavislé ndhodné veliciny na (2, 4, P) a nech existuji stredné hod-
noty £(X;),i=1,2,...,n, (t.j. X; € L1(2, A, P)). Potom plati

Dokaz: Polozme Y =[], X;, teda g(x1, ..., 2,) = 2122...x,,. Podla posledného
Dosledku je

E(Y) = /n g(x1, oy Tn)dFx (21, oy ) = /n x1..nd[Fx, (21)..Fx, (x5)] =

n

:/R:cldel(xl).../xndFXn(xn) =& 0

R i=1

Pociatocne, centralne a absolitne momenty

Nech X je ndhodnd veli¢ina na pravdepodobnostnom priestore (2,4, P). Potom
(¢islo)

w, = E(X™) nazyvame n—tym pociatotnym (obecnym) momentom ndhodnej
veliciny X,

pn = E(X —&E(X))") nazyvame n—tym centrdlnym momentom néhodnej
veli¢iny X,

i, = E(|X|") nazyvame n—tym absolitnym momentom ndhodnej veli¢iny X,
ak uvedené stredné hodnoty existuja.
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Pozniamka. Ak je n—ty moment koneény, t.j. £(X™) < oo, tak piseme X €
L, (2, A, P), alebo skrétene X € L,,.

Definicia 10.2 Druhy centralny moment s = € (X — £(X))? ndhodnej veli¢iny
X (ak existuje) voldme rozptyl alebo disperzia a oznacujeme

D(X) = & (X — E(X))° = piz-

Cislo ox = \/D(X) nazyvame smerodajnou odchylkou nidhodnej veli¢iny X.
Pozndmka. Ak X € Lo, potom X € Ly, lebo zo Schwarzovej nerovnosti

X)) = ‘/Rxde@) -

ledFx(x)| <
R

\/ I2dFX \// 12dFX E(Xz)

Veta 10.4. (Vlastnosti rozptylu.) Nech X, X7, X3 si ndhodné veli¢iny defino-
vané na (Q, A, P) s koneénymi druhymi momentami, a,a;,as € R. Potom

(i) D(X) 2 0,

(i) D(X) = £(X?) — £2(X),

(iii) ak P(X =a) =1, tak D(X) =0,

(iv) D(ay + a2 X) = a3D(X),

(v) ak X1 a Xo si nezdvislé, tak D(X; + X3) = D(X;) + D(Xs).

o
i) Pre ndhodnd velicinu Y = (X — £(X))? plati, ze P(Y = 0) = 1, preto z
vlastnosti strednej hodnoty £(Y) = D(X) 2 0,

(i) D(X) = £ (X — E(X))* = E[X2 —2XE(X) + (E(X))?] =
— E(X?) = 28(X)E(X) + (E(X))? = £(X?) — E(X),

(iii) ak je P(X = a) = 1, tak X je diskrétna ndhodn4 veli¢ina s pravdepodobnost-
nou funkciou (a,1), teda £(X) =al =aaD(X) =E(X -E(X))? = (a—a)?-1=0,

(IV) D(a1 +(12X) 5[(11 +a2X 5(a1 +a2X)] 5(0,1 +(12X*(117(125(X))2 =
El3(X — £0X)”) = BE(X — £(X)) = 3D(X),

(V) D(X1+X2) S[Xl -I-Xg—g(Xl -I-Xg)] 5[X1+X2—5(X1)—5(X2)]2 =
ENX1 = E(X1))* +2(X1 —E(X1)) (X2~ E(X2)) + (X2 —E(X2))?] = E(X1 —E(X1))* +
E(Xy — E(X2))? + 28[(X1 — E(X1)) (X2 — £(X3))]. Pretoze st X; a X nezavislé,
plati £(X1X3) = £(X1)E(X2). Ale tiez (X7 —&(X7)) a (X2 —E(X2)) si nezavislé a
tiez 5[(X1 (.Xl))(XQ_S(XZ))] = g(Xl —5(X1))5(X2—5(X2)) =0. Dostévame,
ze D(Xl + XQ) D(Xl) + D(Xz) O

Priklad 10.3. Rozptyl ndhodnej veli¢iny s poissonovskym rozdelenim (rozptyl
Poissonovho rozdelenia). Nech X ~ Po()), teda X m4 pravdepodobnostni funkciu

A

(Ti,pi)i>1, kde x; = 0,1,2,... a p; = e‘A%. V Priklade 10.1. sme spocitali, ze
£(X) = \. Plati D(X) = £(X?) — £2(X). Spocitame

N A I N
EX%) =) et =e g+ U -D+il 5 =
j=0 J: j=2 gt
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pY M pY

Y -2 . —2 2 2
=e - +e — =e ") — + A=+ A\
;(‘7 2)! j;JJJ! ;)j!

Preto
DX)=E(X?) - E3(X) =N+ A= M=\
Priklad 10.4. Rozptyl ndhodnej veli¢iny s normalnym rozdelenim. Nech X ~

1 (z—p)2
N(u,0?%), o > 0, teda jej hustota je f(x) = \/27767 7 x € (—00,0). V
o

Priklade 10.2. sme spocitali, ze £(X) = p. Preto

D(X)=&(X —p)* = /°° (v~ w2 f(w)de = — /oo (2 — p)2e™ o =

o 210 J_o

T—p
ag

(substiticia u = , x=ou+p, du= %w)

0.2 [e%e} ) a2 0.2 fe%e] ) a2
= ue” 2 du= ue” 2 du =
V2T J oo V21 Jo

(substiticia “72 =t, u=+2t, udu=dt)

2 2 [e’e} 2 2 [ee] 2 2 2 2
=2 [T vEea =27 [T iteta = 220 < 22
V21 Jo \/77' 0 ﬁ s

Median, médus a kvantily

K charakterizécii rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej veliciny X s distribuc-
nou funkciou F' sa pouzivaji aj iné charakteristiky. Jednou z nich je medidn . Je
to (lubovolné) éislo, pre ktoré plati

NN

F(Z 4 0)

1A%

Vo vseobecnosti tieto podmienky neurc¢uji medidn jednoznacne.

Dalsia charakteristika je mddus #. Ak je ndhodns veli¢ina diskrétneho typu
s pravdepodobnostnou funkciou (z;,p;);>;, tak & je to ¢&islo z;, pre ktoré plati
P(X =2%)2 P(X =u;), i=1,2,.... Ak ma X spojité rozdelenie s hustotou f, za
médus povazujeme td hodnotu & € R, pre ktord plati f(Z) = f(z), —oco < & < 0.
Ani médus nie je vo vSeobecnosti uréeny jednoznacne.

Zavedme si funkciu F~! predpisom

Fl(u)=inf{z eR: F(z) 2 u}, 0<u<l.
Funkcia F~! sa nazyva kvantilovd funkcia zodpovedajica distribuénej funkcii F.

Hodnoty F~!(u) si kvantily. Teda a—kvantilom je F~1(a). Ak je F rastiica a
spojit4, potom F~! je inverznd funkcia k distribu¢nej funkcii F.
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Veta 10.5. (Cebysevova nerovnost.) Nech X je ndhodnd velicina s kone¢nym
druhym momentom. Potom pr Tubovolné € > 0 plati

D(X)

PX - (0] 26) £ =5

A

Dékaz: Pre Tubovolné € > 0 polozme M, = {z e R: |z — E(X)| = ¢}.

DY) = (X — 00 = [ (- EC0)F@) 2

— 00

/ (x — E(X))2dF (x) 2 52/ dF(z) = e*?P(X € M.) = *P(|X — £(X)| 2 ¢),
M.

M.
teda P(|X —E(X)[2e) <20, O
Poznamka. 7Z Cebysevovej nerovnosti dostavame
D(X
PX ~ () <€) =1- P(X ~£(X)| 2 ) 2 1- 20

V pripade, Ze zvolime ¢ = k+/D(X), je

P(X —£(X)] < by/DX) 21— 15,

§pecidlne pre k = 3

=0.89.

O =

PX - &(X)| <3vD(X)) 21 -

Kovariancia a korelacny koeficient

V nasledujicom budeme predpokladat, ze ndhodné veli¢iny maji konecné druhé
momenty.
Definicia 10.3. Kovariancia ndhodnych veli¢cin X a Y je (¢islo)

CX,Y)=£&[(X - &X)(Y - &(Y))]
a korelac¢ny koeficient
C(X,Y)
D(X)D(Y)
ak D(X) > 0,D(Y) > 0. Niekedy znacime R(X,Y") ako ox,y.
Pomocou vety o strednej hodnote transformovaného ndhodného vektora dostavame

Veta 10.6. Ak ndhodné veliéiny X a Y maju zdruzenu distribuéni funkciu
F(z,y), potom

R(X,Y) =

)

ceey) - | (@ — £y — E(V))dF(x.y),

— 00
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teda
(a) v pripade, ze (X,Y)’ je ndhodny vektor s pravdepodobnostnou funkciou

((xma ym);pm)mgj, tak

C(X,Y) =Y (@m = EX))(Ym — EX))pm;

meJ

(b) v pripade, ze (X,Y) je spojity ndhodny vektor so zdruzenou hustotou
f(z,y), tak

oY) = [ =00 - E0)S . v)dody.

Veta 10.7. (Vlastnosti kovariancie a korelacného koeficienta.) Nech X a Y sd
ndhodné veli¢iny, s koneénymi nenulovymi rozptylmi, aq, as, b1, b € R. Potom
(i) C(X, X) D(X) a R(X,X) =1,
(if) C(X,Y) = C(Y, X) a R(X,Y) = R(Y, X);
(iii) C(X,Y) = E(XY) - E(X)EY);
(iv) ak si X a Y nezdvislé ndhodné veliciny, tak C(X,Y) = R(X,Y) = 0;
V) IC(X,Y)| £ V/DX)DY) =0xo0y a |[R(X,Y)| = 1;
(Vl) (a1 + GQX bl + bQY) = CLQbQC(X,Y) a ak a2 7£ 0, bQ 7£ 0, tak
R(a1 + (ng bl + bQY) = R(X, Y)sign(agbg);
(vil) D(X +Y) =D(X)+ DY)+ 20(X,Y);
(viii) R(X,Y) = 1 <= existuju konstanty a a b > 0 také, ze P(Y = a+bX) =1
a
R(X,Y) = —1 < existuju konstanty a a b < 0 také, ze P(Y = a+bX) =1

Dokaz:
C(X,X)

() CX, X) =X -EX))?=D(X)aR(X,X) = ——""——=1;
D(X)y/D(X)
(ii) C(X,Y) = E[(X =&€(X))(Y =£(Y))] = E[(Y —€(V)) (X =€(X))] = C(Y, X),
teda aj R(X,Y) = CX.Y) cr, X) = R(Y, X);

VDX) DY)  /DYV)/DX

(i) C(X,Y) = E[(X-EX))(Y=E(Y))]| = EIXY -XE(Y)-YE(X)+E(X)E(Y)]
= E(XY) - E(X)E(Y);

(iv) ak su X a Y nezdvislé, tak E(XY) = E(X)E(Y) a teda C(X,Y) = E(XY)
—E(X)EY) = E(X)S(Y) —E(X)E(Y)=0apretoaj R(X,Y)=0;

(v) podla Schwarzovej nerovnosti

[/Z /Z(z —E(X)(y — 5(Y))dF(g:,y)] : <
o [ e-evmsea] [ [ aariea)]

teda |C(X,Y)| £ v/D(X)D (Y) podelenim tejto rovnosti vyrazom /D(X)D(Y)
dostdvame |R(X,Y)| = l <1



(Vi) C(al—f—agX, b1+b2Y) = 5[(a1+a2X—5(a1+a2X))(b1+b2Y—5(b1+ng))] =
E{[az(X = E(X))][b2(Y = EY))]} = a2b2f[(X — E(X))(Y = E(Y))] = a2b2C(X,Y)
a ak ag # 0,by # 0, tak

byC(X,Y
R(ay + as X, by + byY) = wbCX,Y)

Va3D(X)/03D(Y)

azbo

laz]|ba]

(vii) D(X +Y) = E[X +Y —EX+ YY) =E[(X —EX)+ (Y —&EY)))? =
E[(X—E(X)) +2(X = E(X))(Y —E(Y)) + (Y —£(Y))?] = D(X)+2C(X,Y) +E(Y);
(viii) R(X,Y) =1 = |C(X,Y)] = V/D(X)D(Y) > 0, t.j. nastala rovnost v
Schwarzovej nerovnosti (10.1), ktord moze nastat prave vtedy ked
1. 3b#0, ze pr{(z,y) €eR?: y—EY) =b(z - EX))} =1,
alebo ked
2. pp{(z,y) €R?: z—E(X) =0} =1 alebo up{(z,y) eR?: y—E(Y)=0}=1.
Pretoze v druhom pripade by bola D(X) = 0 alebo D(Y) = 0 (¢o nemdze byt),
nastava iba 1. pripad a teda

R(X,Y) = sign(azby) R(X,Y);

Fb£0 Plw: Y(w)—EY) =b(X(w) - EX))} =1,

£0 P{Y =EY) - bEX) +b(X) =a+bX} =1.

Preto C(X,Y) = C(X,a +bX) = bC(X,X) > 0 (podla (vi)) a b > 0.

Pripad R(X,Y) = —1 dokazeme uplne analogicky. O

Poznamka. Ak je C(X,Y) = 0, teda ak je R(X,Y) = 0, potom povieme, Ze
ndhodné veliciny X a Y su nekorelované.

Priklad 10.5. Nech (X,Y) je diskrétny ndhodny vektor s pravdepodobnost-
nou funkciou ((z,y):,p:)ics, pricom M = {(x,y)i}ics = {-1,0,1} x {=1,0,1} a
p(-=1,1) = p(—1,-1) = p(1,1) = p(1,-1) = %7 p(0,0) = %7 p(=1,0) = p(0,1) =
p(0,—1) = p(1,0) = 0. Vypocitajte R(X,Y) a rozhodnite, ¢i X a Y st nezdvislé.

z\y -1 0 1 px(y)
-1 1/6 0 1/6 2/6
0 0 1/3 0 1/3
1 1/6 0 1/6 2/6
v(z) 2/6 1/3 2/6 1

Riesenie:
£(X) = Zwe{—l,o,l} rpx(z) = (— ) + 0% +
E(XY) = Z(x,y)e{—l,o,l}x{—l,o,l} zypx,y (T, y)
14%:Qmmcuﬂq=axm E(X)EY
nekorelované. Ale pxy(—1,—1) = & # px(—1)p

11 = 0 a rovnako £(Y) = 0. Dalej
= (-2 +1(-1)3 + (-1} +
)

v (=

=0. Nahodne veli¢iny X a Y st
-1

)=232=3

11. Charakteristickd funkcia
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Pravdepodobnostné spravanie sa ndhodnych veli¢in a vektorov tplne charakte-
rizuje ich rozdelenie pravdepodobnosti resp. distribu¢nd funkcia. Mnoho vlastnosti
nahodnych veli¢in alebo vektorov je ale tazkopande a zdlhavé dokazovat pomocou
distribu¢nej funkcie. Pracujeme preto s inym analytickym vyjadrenim rozdelenia
pravdepodobnosti, a sice s Fourierovou-Stieltjesovou transforméciou, ktord sa v
teodrii pravdepodobnosti vold charakteristicka funkcia.

Definicia 11.1 Charakteristicka funkcia ndhodnej veliciny X je komplexnd funk-
cia redlnej premennej ¢ (-) : R — C definovand ako

Y(t) =€ (e"X), teR

V teérii pravdepodobnosti sa dokazuje mnozstvo vlastnosti charakteristickych funk-
cii. Niektoré st obsahom nasledujicej vety. Dokazy tejto aj nasledujucich viet
nijdeme v napr. knihe Rényi, A., Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha,
1972.

Veta 11.1. Nech X je ndhodnd veli¢ina a 1(t) jej charakteristickd funkcia.
Potom

(i) [p@) =1 vVt eR;

(i) 9(0) = 1;

(i) ¥t € R $(0) = t(—0);

(iv) ¥(t) je rovnomerne spojitd na R. (VesoJssoV t1,62  [(t2) — ¥ (t1)] < €)

to—t1|<d

Veta 11.2. Ak existuje prvych n momentov u’1,| ...,/Jn nahodnej veliciny X a
tieto momenty st koneéné, potom charakteristickd funkcia v (¢) ndhodnej veli¢iny
X maé prvych n derivécii a plati

PE0) =iFpu,, k=1,2,...n.

Dalej plati

~ |, (it)" n
vt =3 i o),
k=0
kde o(t") je takd fumkcia, ze lim;_.o O(tf:) =0.
Veta 11.3. Ak je 9(t) charakteristickd funkcia zodpovedajica distribucnej
fumkeii F(x) a a,b, a < b body spojitosti funkcie F'(z), tak plati

1 [’} —ita __ ,—itb ita __ ,ith
Fo - P =g [ o5 0

Veta 11.4. Ak pre charakteristickd funkciu 1(¢) ndhodnej premennej X plati
ffcoo |1h(¢)|dt < oo, tak m4 X spojitd hustotu f(x) a mdzeme ju vyjadrit v tvare

f@) =5 [ vve

Priklad 11.1. Nech X ~ A(f), teda X m4 alternativne rozdelenie s pravde-
podobnostnou funkciou (z;, p;)i=1,2, priom 1 = 0,20 = lap; =1—6, ps = 6.
Charakteristicka funkcia tejto ndhodnej premennej je

Px (t) = E("X) = e™1(1 — ) + €720 = €01 — 0) + 10 =1 — 6 + 6.
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Charakteristickd funkcia Y ~ Bi(n,0) je ¥(t) = (1 — 6 + e'0)".
Priklad 11.2. Nech X ~ Ro(—a,a) (rovnomerne rozdelend na (—a,a)). Potom
jej hustota je

f(x)—{;a’ ak —a<zr<a
0, ak © ¢ (—a,a).

Charakteristicka funkcia tejto nahodnej veli¢iny je pre t # 0

oo

Y(t) = € (") = /

ztzf( )d _/a ztzf( )dx—i ete ] —
VR S 7 T I

1 eit® — e~ cos(ta) + isin(ta) — cos(—ta) +isin(ta)  sinat

2a it 2at at
P(0) = € (%) = /00 €% f(x)dx = 1.

Priklad 11.3. Nech U ~ N(0,1). Jej charakteristickd funkcia je

1 _;uzd
e 2 u =
V2T

qu(t) :g(eitU) — ‘/_oo eitu

67%(u272itu) 7%[(u7it)2+t2]du _

1 /00 d L /OO e
= W= ——
V2T J_so V21T ) oo

(substiticia u — it = s, du = ds, mdze sa pouzit aj Dodatok na str. 98)

Dokézte, Ze charakteristickd funkcia X ~ N(u,0?), 0% > 0 je ¢x(t) = ginte= 75"
(Pouzite substiticiu *># = u.)
Dokazme si eSte niektoré vlastnosti charakteristickej funkcie.

Veta 11.4. Nech X je ndhodnd velic¢ina, ¥ x (¢) jej charakteristickd funkcia, a, b
redlne ¢isla. Potom ndhodné velicina Y = a + bX ma charakteristicki funkciu
by () = M (th).

Dokaz:

by (t) =€ (eitY) —¢ (eit(a+bX)) —¢ (eitaeith) _ citag (eith) = ety (th). O

Najdolezitejsie aplikacie pre charakteristickd funkciu plynid z nasledujicej vety.
Veta 11.5. Nech X7 a X5 s nezavislé ndhodné veli¢iny s charakteristickymi
funkciami 11 (t) a 93 (t). Potom ndhodnd veli¢ina X = X; + X ma charakteristickd
funkeiu ¢x (t) = 11 (¢)12(t).
Dokaz:

bx(t) = & (eit(X1+X2)> = £ (X1 eitX2) = £ (X0) £ (¢1X2) =y ()a(1). 0
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Upozornujeme len, Ze tvrdenie Vety 11.5 podla nasledujiceho protiprikladu nemoz-
no obréatit.

Priklad 11.4. Nech X; m& Cauchyho rozdelenie s hustotou f(x) = %ﬁ, x €
R. Polozme X = X; a spocitajme charakteristicki funkciu ndhodnej veli¢iny
X = X7 + Xo = 2X;. Charakteristickd funkcia ndhodnej veli¢iny X; je

1 [ . 1
=L [ L

T ) 1+ 22

(podla reziduovej vety, moze sa pouzit aj Dodatok na str. 98). Pretoze X = 2X7,
je
Yx(t) = Yorax, (t) = ey, (2t) = e 12!,

Dostali sme tx,+x,(t) = ¥x, ()Yx,(t), ale X1 a X5 nie st nezdvislé.

Charakteristicka funkcia ndhodného vektora

Nech X = (X7, ..., X,,)" je n—rozmerny ndhodny vektor.
Definicia 11.2. Funkciu ¢ : R™ — C definovanu predpisom

O(t) = (ty, o tn) = E (ewx> _c (eizyzl tjxj)

budeme nazyvat charakteristickou funkciou ndhodného vektora X.
Analogicky ako v jednorozmernom pripade sa daji odvodit vlastnosti charakteris-
tickej funkcie ndhodného vektora.
Veta 11.6. Plati
i) |9(t)| £ 1 pre vietky t € R™;
ii) ¥(0,0,...,0) = ¢(0) = 1;
11) ’(/J(—tl, —tz, aeey _tn) = ¢(f1, ceey tn),
iv) 1 je rovnomerne spojitd na R™;
v) b € R™, A,,, je matica redlnych ¢isel, Y = b + AX, potom ¢y (u) =

'~~~ A~~~
—

(vi) ked existuju stredné hodnoty £(X;) pre j = 1,2,...,n, potom

[%(t)]
atj t=(0,0,...,0)

=i&(X;);

(vii) ked existuju stredné hodnoty £(X;Xy) pre j,k =1,2,...,n, potom

[a%(t)}
3tjatk t=(0,0,...,0)

= —&(X; Xk);

(viil) ak 9;(t) je charakteristickd funkcia ndhodnej veliciny X;, potom ;(t;) =
#x(0,0,....1;,0, ..., 0);

(ix) nech X m4 charakteristickd funkciu ¢x(¢1,...,t,) a Y mé charakteristicki
funkciu ¢y (t1, ..., tn), pricom X, Y si nezdvislé, potom Z = X +Y m4 charakte-
ristickd funkciu 1z (t) a plati ¥z (t) = ¥x (t)y (t);
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(x) zlozky ndhodného vektora X = (X7, Xa,...,X,)" s nezdvislé prave vte-
dy ak ¢x(t) = [[i_, ¢¥x,(t;) (dokaz pozri v Rényi, A. Teoria pravdépodobnosti,
ACADEMIA, Praha, 1972).

12. Konvergencia nadhodnych veli¢in

Majme postupnost ndhodnych veli¢in X7, Xo, ... a ndhodna veli¢inu X. Nech si vSetky
tieto veli¢iny definované na (tom istom) pravdepodobnostnom priestore (2,4, P).
Definicia 12.1. Povieme, ze X,, konverguje k X skoro iste, ak

PH{w: Xp(w) — X(w)}) =1.
Ak pre kazdé e > 0 plati
P({w: [Xn(w) = X(w)| > €}) — 0,

potom povieme, Ze X,, konverguje k X podla pravdepodobnosti. Nech £(X?2) < oo
pren =1,2,.... Ak plati
£ ((Xn — X)2) — 0,

potom povieme, ze X,, konverguje k X podla (kvadratického) stredu.

Nech X,, mé distribuénd funkciu F,(-) a nech Nech X m4 distribuénd funkciu
F(-). Povieme, ze X,, konverguje k X v distribicii ak F,,(x) konverguje k F(x) v
kazdom bode x, v ktorom je F(-) spojitd. Tdto konvergencia sa ¢asto oznacuje aj
ako £(X,) — L(X) a hovori sa, ze X,, md asymptotické rozdelenie £(X). Niekedy
sa tato konvergencia vola aj slaba konvergencia.

Lema 12.1. (i) Postupnost X,, konverguje k X podla pravdepodobnosti préve
vtedy, ak Ve > 0 a Vo > 0 existuje ng, ze pre véstky n = ng plati

PHw: |Xn(w) — X(w)| > €}) < 6.

(ii) Postupnost X,, konverguje k X podla pravdepodobnosti prave vtedy, ak Vk € N
a Vd > 0 existuje ng, ze pre véstky n = ng plati

1
P{w: [Xa) - X@) 2 1)) <4
(iii) Postupnost X,, konverguje k X podla pravdepodobnosti préve vtedy, ak Ve > 0
P{w: | Xn(w) — X(w)| 2 €}) — 0.

Dokaz je jednoduchy a spravte si ho ako cvicenie.

Veta 12.1. (Limitnd veta pre charakteristické funkcie.) Nech je dand postup-
nost distribuénych funkeii Fi(-), F2(-),... a im zodpovedajica postupnost charak-
teristickych funkeif 91 (+), ¥2(-), ... . K tomu, aby postupnost {F,(-)} konvergova-
la k nejakej distibuénej funkcii F(-) vo vsetkych bodoch spojitosti tejto funkcie,
je nutné a staci, aby postupnost {1, (-)} konvergovala v kazdom bode k nejakej
funkeii ¢(-), ktord je spojitd v bode ¢ = 0. Ak je tdto podmienka splnend,
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tak (-) je charakteristickd funkcia odpovedajica distribu¢nej funkcii F(-) a pos-
tupnost {1, (-)} konverguje k #(-) rovnomerne na kazdom konetnom intervale.
(V<a,b>Ves0IN Vs NVic<aps [Un(t) — ¥(t)] <€)

Dokaz vety ndjdete napriklad v knihe Rényi, A. Teorie pravdépodobnosti, ACA-
DEMIA, Praha, 1972.

Veta 12.2. a) Z konvergencie skoro iste plynie konvergencia podla pravdepodob-
nosti.

b) Z konvergencie podla stredu plynie konvergencia podla pravdepodobnosti.

¢) Z konvergencie podla pravdepodobnosti plynie konvergencia v distribucii.

Dokaz: pozri Andél, J., Matematicks statistika, SNTL, Praha, 1985.

Poznamka. Bez dalsich podmienok sa tvrdenie Vety 12.2 neda zosilnit. Z
konvergencie skoro iste neplynie konvergencia podla stredu a z konvergencie podla
stredu neplynie konvergencia skoro iste. Z konvergencie podla pravdepodobnosti ne-
plynie konvergencia skoro iste ani konvergencia podla stredu. Z konvergencie v dis-
tribicii neplynie konvergencia podla pravdepodobnosti ani konvergencia skoro iste
ani konvergencia podla stredu. Protipriklady ndjdeme v knizkach o tedrii pravde-
podobnosti.

13. Zakon velkych ¢isel

Ak mame postupnost ndhodnych veliéin X, Xo, ..., ktoré st nezdvislé a rovnako
rozdelené, potom “vyberovy priemer®, teda ndhodna veli¢ina 2 37 | X; “sa blizi®
(teda jej realizdcia vzdy “lepsie a lepsie“ vyjadruje) strednd hodnotu £(X;) (len
upozoriiujeme, ze stredné hodnoty ndhodnych veli¢in X7, X5, ... si rovnaké). Tento
fakt matematicky vyjadruje zakon velkych cisel. Jeho snad najjednoduchsia podoba
je:

Veta 13.1. (Zdkon velkych éisel.) Nech Xj, X, ... si (po dvoch) nezdvislé
ndhodné veli¢iny s rovnakymi strednymi hodnotami p (koneénymi) a rovnakymi
(koneénymi) rozptylmi o2 definované na (rovnakom) pravdepodobnostnom priesto-
re (2, A, P). Potom pre n — oo plati

e 1 n
XZE;XI‘—’N

podla pravdepodobnosti.
Dokaz: Lahko sa vidi, ze plati

EX)=p DX)=

7 Cebysevovej nerovnosti (Veta 10.5) dostdvame pre V € > 0

o2

)
62

P(X — 4l 2 ¢

A

2
g —_

pricom samozrejme pre n — oo plati — — 0, takze P(|X — u| 2 €) — 0. O
ne
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Ind modifikacia tohto zdkona, ktord sa ¢asto pouziva v Statistike je

Veta 13.2. (Chincinova) Nech X7, X5, ... si nezévislé ndhodné veli¢iny rovnako
rozdelené s koneénou strednou hodnotou p a definované na (rovnakom) pravde-
podobnostnom priestore (€2, A, P). Potom pre n — oo plat{

1
X:ﬁ;)@-—m

podla pravdepodobnosti.

Dokaz najdeme napriklad v knizke Andél, J., Matematickd statistika, SNTL,
Praha, 1985.

Niektoré dosledky uvedenych zakonov velkych ¢isel st napr.

Dosledok. Nech Xi, Xs,... si (po dvoch) nezivislé ndhodné veli¢iny s rov-
nakymi strednymi hodnotami p (koneénymi) a s rozptylmi D(X;) < ¢,i = 1,2, ...
Potom {X,,}°2, spliia zakon velkych &isel.

Désledok (Markovova veta). Nech X7, Xo, ... st (po dvoch) nezdvislé ndhodné
veli¢iny s rovnakymi strednymi hodnotami p (koneénymi) a s rozptylmi D(Xj;),
pri¢om lim, .o, D> " ; X; = 0. Potom {X,,}52; spinia zékon velkych isel.

Daésledok (Bernoulliho veta). Majme postupnost nezavislych pokusov, pricom
kazdy moze koncit uspechom s pravdepodobnostou 6 alebo nedspechom s pravde-
podobnostou 1 — 6, (6 € (0,1)). Ozna¢me ndhodni veli¢inu

Y, — pocet uspechov v n nezavislych pokusoch.

1
Zn, = =Y, je relativna pocetnost tspechov v n pokusoch. Plati, ze
n

1
Zp ==Y, —0
n

podla pravdepodobnosti.
Dokaz: Ak ozna¢ime ndhodnu veli¢inu

X — { 0, ak v ¢—tom pokuse bol netispech

1, ak v i—tom pokuse bol tspech.

Xl,Xz,... st nezévislé, P(XZ = 0) =1- 97 P(Xz = 1) = 9, S(XZ) = 0, 'D(X,L) =
6(1 —0) < i Plati Y,, = Y1 | X; a Z, = %Yn = %Z:’L:l X;. Podla Désledku
pred Markovou vetou Z,, — 6 podla pravdepodobnosti. O

Vyssieuvedené tvary zdkona velkych ¢isel zarucovali konvergenciu (vyberového
priemeru) X, k strednej hodnote p podla pravdepodobnosti. Preto sa volaji slabé
zakony velkych cisel. Daju sa odvodit vety, ktoré zarucuju takuto konvergenciu
skoro iste. Volaju sa silné zakony velkych cisel.

Poznamka. K tomu, aby postupnost ndhodnych velicin X7, Xo, ... spfﬁala silny
zékon velkych ¢isel, staci, aby tato postupnost spiﬁala podmienky Chin¢inovej vety.
Toto tvrdenie sa vola II. Kolmogorova veta a jej dokaz je napr. v knizke Dupac, V.,
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Huskové, M., Pravdépodobnost a matematicka statistika, KAROLINUM, Praha,
2001. Tam néajdeme aj iné formulacie silného zdkona velkych ¢isel.

14. Centralne limitné vety

Majme postupnost nezavislych ndhodnych veli¢in X5, Xo, ..., ktoré si definované na
tom istom pravdepodobnostnom priestore (2,4, P). Ak £(X;) = p; a D(X;) = 02,
tak ndhodné veli¢iny

C; = X; — p; nazyvame centrované (majd nulovd strednd hodnotu);

X — 1
U, = Ai T M nazyvame Standardizované (maji nulovi stredni hodnotu a jed-
i

notkovy rozptyl).

Co je standardizovany priemer nezavislych ndhodnych veliéin X, Xo, ... ?

_ 1 1 — 1 & 1
EX)=EC Y X) =23, DX) =D Y X)= 33 ot
preto Standardizovany priemer nezavislych nahodnych veli¢in X7, Xs, ... je

Yn - S(Yn) _ %Z?:l X — %Z?:l Hi _ Z?:1<Xi - Mz‘)

BN A RN e L

Yo (X —p) Y (X —p) 1
U = == = == = X o+ X, - .
X, oy o a\/ﬁ( 1+ ...+ nu)

Centralne limitné vety tvrdia, ze za dost vSeobecnych podmienok ma Standardi-
zovany priemer nezavislych ndhodnych veli¢in asymptoticky normované normalne
rozdelenie. Teda konverguje v distribucii k ndhodnej veli¢ine s N (0, 1) rozdelenim.
Veta 14.1. (Lindebergova CLV.) Nech X7, X5, ... si nezdvislé ndhodné veli¢iny
s rovnakym rozdelenim pravdepodobnosti so strednou hodnotou p a koneénym
nenulovym rozptylom o2. Potom

1
U, = — (X1 + .. + X — np)

ay/n

konverguje k distribtcii k ndhodnej velicine X ~ N(0,1).

Dokaz: Polozme Y; = Xi;“, i =1,2,.... Ndhodné veli¢iny Y7, Y5, ... st nezavislé
a standardizované, teda £(Y;) = p} = 0. Ich rozptyl je 1. Je to aj ich pociatoény
moment druhého rddu, teda pj. Nech charakteristickd funkcia ich rozdelenia je
¥(+). Podla Vety 11.2 je

it)? it)! it)? t2
o) = g B O8O oy =1 o),
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kde o(t?) je (nejakd) funkcia R(t), pricom lim, .o Rt(zt) =0.

Y

NG

5<e“«?>=5(e"l”):w(\;ﬁ>=1—i+3(\;ﬁ>.

Y Y.,
Pretoze Ufn - L +...+ \/—%

\/ﬁ
o5 ea ()]

pricom pre kazdé pevné t je

Charakteristicka funkcia () ndhodnej veli¢iny je

, je charakteristickd funkcia 1), (t) ndhodnej veli¢iny

UE rovna

Jim nR (\/tﬁ) = lim tQR(iL;/tﬁ) = ¢2 \/};IEO }Z(t\/t)ﬁg) =0

Pre kazdé pevné ¢ dostavame

ﬁ—nR(L) "
lim ¢n(f) = lim |1— V"7 -5

n—oo n— oo n

¢o je charakteristickd funkcia ndhodnej veli¢iny s N(0,1) rozdelenim. Podla Vety
12.1 méme vetu dokdzan. O

Veta 14.2 (Ljapunovova CLV.) Nech Xj, X5, ... si nezdvislé ndhodné veli¢iny
pre ktoré existuju koneéné momenty E(Xj) = ur, D(Xy) = of > 0, E|Xy —

pel® = H}, k= 1,2,... Polozme S, = /S.1_, 02, K, =+/S.i_, H?. Potom

Ljapunovova podmienka lim,,_, ., S—" = 0 je postacujuca k tomu, aby pre kazdé
zeR "
noX =5 . 1 z 2
lim P(Uy <z)= lim P 21 - Z’;l Hi o) = —/ e~ T dt.
n—00 " n—00 m \/% — 00

Dokaz ndjdeme napr. v knihe Rényi, A., Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA,
Praha, 1972.

Poznamka. Existuje vela modifikacii CLV. Mnohé ngjdeme v knihe Rényi, A.,
Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha, 1972.

Veta 14.3 (Moivreova-Laplaceova integralna veta.) Nech p € (0,1) a Zy, Z, ...
st ndhodné veli¢iny s binomickym rozdelenim, teda Z, ~ Bi(n,p). Potom plat{
pre kazdé x € R

lim P M<m :L/ efgdt.
w2\ ap(1—p) Var |
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Dékaz: Veta je §pecidlnym pripadom Vety 14.1 (Lindebergova CLV) ak X, i =
1,2, ..., st nezdvislé, X; ~ A(p) (A(p) je alternativne rozdelenie s parametrom p).
Potom £(X;) = p a D(X;) = p(1 —p) = 0> Plati -7 | X; = Z, ~ Bi(n,p) a

1 Zn —np
Uk, a\/ﬁ(X1+"'+Xn nu) )
veli¢ine s N(0,1) rozdelenim. O
Poznamka. Veta sa da sformulovat aj nasledovne:
Pre p € (0,1), —00 £ a < b £ oo nech 7y, Zs,... si ndhodné veli¢iny s bi-
nomickym rozdelenim, teda Z,, ~ Bi(n,p). Potom plati

konverguje v distribicii k ndhodnej

lim Pla< 222" _4) = a(b) — d(a),

kde ®(-) je distribu¢né funkcia normovaného normélneho rozdelenia.
Priklad 14.1. N3jdite priblizni hodnotu pravdepodobnosti toho, Ze pocet
Sestiek, ktoré padni v 12000 hodoch homogénnou kockou bude medzi 1900 a 2150.
Riesenie: Tazko by sme spocitali 2551%00 (12300)(%)1(%)12000_’:. Pretoze n =
12000, Z, ~ Bi(12000, §),E(Z,) = np = 239 = 2000, D(Z,) = np(l — p) =

20003 = 19990 dostévame

P(1900 < Z,, < 2150) = P(1900 — £(Z,) < Zn — E(Zn) < 2150 — E£(Zy,)) =

(1900 — &(Z,)  Zn — E(Zy) 2150 — E(Z,,)

- ( VDZ  JDZ) Dz )Z

1900 — 2000 Zy, —np 2150 — 2000

< <
10000 1— 10000
/10000 Vvnp(l —p) |/ 10000

= P(—2.45 < _In—mp_
np(l = p)

=0.9998 — 0.0071 = 0.9927
(lebo ®(—u) =1 — ®(u), kde ®(-) je distribuénd funkcia N (0, 1) rozdelenia).

< 3.67) = ®(3.67) — &(—2.45) =

15. Popisné statistika

(podla Zvara, K., Stépéan, J. Pravdépodobnost a matematické Statistika,
Matfyzpress, Praha, 2001)

Statistika skiima javy na rozsiahlom sibore pripadov a zaujimaji ju tie vlastnosti
javov, ktoré sa prejavuju vo velkom siubore pripadov, nie v jednotlivych pripadoch.
Zékladny pojem je statisticky subor (zdkladny stibor). Je to dobre definovand
(ur¢end) mnozina statistickych jednotiek. Statisticky stibor moze byt urceny zoz-
namom svojich prvkov (jednotiek), alebo pomocou nejakého pravidla, predpisu. V
pripade pochybnosti sa da overit, ¢i skimand jednotka patri do Statistického siboru
alebo nie. Na Statistickych jednotkdch sa meria (urcuje, pozoruje) jeden alebo viac
Statistickych znakov. Znaky podla typov delime na
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Nomindlne znaky, ktorych hodnoty st disjungtné kategérie. Medzi hodnotami
nie je ziaden vztah, usporiadanie. Napriklad farba oci, politickd prislusnost, atd.

Ordinédlne znaky si vlastne nominélne znaky, ale ich hodnoty sa dajui usporiadat.
Napriklad najvyssie dosiahnuté vzdelanie, hodnost u vojska, pocet hviezdiciek v
hotelovej kategorii, atd. Pozname len poradie hodnoty znaku, neexistuje “vzdiale-
nost* medzi hodnotami.

Intervalové znaky nadobtidajui ¢iselné hodnoty. S teda usporiadané, ale pozné-
me u nich aj (prirodzeni) vzdialenost medzi hodnotami. Si charakteristické tym,
ze nula je u nich len dohodnutd (napr. teplotné stupnice).

Pomerové znaky, ktorych hodnoty sa vztahuji na nejaki dohodnutd jednotku.
Hodnoty znaku udavaji nasobok dohodnutej jednotky. Nula znamend neexistenciu
meranej vlastnosti. Sem patri napr. vacsina fyzikdlnych veli¢in.

Statistické znaky nominélne, ¢i ordindlne sa nazjvaji kvalitativne, intervalové
¢ pomerové znaky sa nazyvaji kvantitativne (niekedy kardindlne).

Kvantitativne znaky delime na diskrétne a spojité.

Predpokladajme, Ze sme na n Statistickych jednotkach namerali sibor hodnot
T1,%2,...,&, daného znaku. Celkovému poctu prvkov siboru hovorime rozsah
stuboru.

Ako spracovavame, zhrnieme, oznamujeme hodnoty siboru ?

Ak jednotlivé hodnoty (ordindlneho resp. kvantitativnho) znaku usporiadame
do neklesajiicej postupnosti x(q) < T = . < T(n), dostaneme usporiadany stibor
hodnét. Indexy v dolnych zatvorkach udavaju poradie jednotlivych zistenych hod-
n6t znaku. NajmenSia je z(;), najvicsia je z(,). Ked je stbor velky a hod-
noty sa Casto opakuju, prehladnejsie ich zapiseme do tabulky pocetnosti, v ktorej
a; < ay < ... < a,, Su navzajom rozne usporiadané hodnoty znaku v sibore
(v pripade nomindlneho znaku len rézne hodnoty) a ni,na,...,n,, si zistené (ab-
soliitne) pocetnosti tychto hodnét (t.j. n;—krdt bola namerand v siibore hodnota
znaku a;). Zrejme Y ', n; = n. Takymto spésobom sa typicky spracovavaju
kvalitativne znaky a diskrétne znaky. V pripade kvantitativneho spojitého znaku
postupujeme nasledovne. Ked merany znak nadobida prili§ vela réznych ¢iselnych
hodnot, umelo zmensime pocet rozliSovanych hodnét tak, ze obor vSetkych hodnoét
rozdelime na disjunktné intervaly. Zvolime napr. hrani¢né body (—oo <)ty < t1 <

. < tm(S 00) a vsetky hodnoty znaku z j—teho intervalu (¢;_1,¢; > (niekedy
tj—l + tj

5 .

, takze t; je v strede inter-

je vhodnejsie < t;_1,t;)) stotoznime so stredom tohto intervalu a; =

ta —t1

Ak je tg = —oo, spravidla zvolime a; = t; —

tr—1 — tm—
valu (a1, ag). Podobne pre t,, = oo spravidla volime a,, = t,—1 + imzl T tm=2

Najcastejsie sa volia ti,ts,...,t,m—1 tak, aby intervaly boli rovnako dlhé (az na
krajné). Teda t; —tj_1 = h, j = 2,3,...,m — 1. Teraz uréime pocty n; hodnot
x;, ktoré patria do jednotlivych intervalov (tried), tzv. triedne pocetnosti. Potom
napiSseme tabulku pocetnosti. Tabulku pocetnosti znizornime graficky pomocou
polygénu pocetnosti, ked lomenou ¢iarou spojime body o siradniciach (aj,n;), j =
1,2,...,m. Castejsie znazornime tabulku pocetnosti histogramom, ked nad inter-

h ,
valmi (a; — 5 aj + 5 >, 7 =1,2,...,m kreslime obdlznik, ktorého vyska je rovna

n;. Ak triedne intervaly nemajd rovnakd sirku, je n; vyska obdlznika nad zod-
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povedajicim intervalom. Do uvedenych grafov sa da namiesto absolutnej pocetnosti
) ST ; . n; ; .. p
n; znazornit aj relativna pocetnost f; = —L, pripadne sa daji absoliitne resp. re-
J J 0’

latfvne pocetnosti s¢itat (kumulovat) a pouzit bud 3:1 n; alebo Z:1 fi (kumu-
lativne diagramy).

Priklad 15.1. V tabulke 15.1 si uvedené triedne pocetnosti priemernych zna-
mok na koncoro¢nom vysvedéeni u 372 deti.

Zodpovedajuce histogramy (triednych péetnosti a kumulativnych triednych po-
Getnosti) si (obr. 10.1 v Zvéra, K., Stépéan, J. Pravdépodobnost a matematicka
Statistika)

Histogram triednych pocetnosti Histogram kumulativnych triednych pocetnosti

interval < ¢;_1,t;) stred a; pocetnost n; kumul. pocetnost IV;
<1,0;1,2) 1,1 31 31
<1,2;1,4) 1,3 48 79
<1,4;1,6) 1,5 29 108
<1,6;1,8) 1,7 37 145
< 1,8;2,0) 1,9 27 172
< 2,0;2,2) 2,1 41 213
< 2,2;2,4) 2,3 32 245
< 2,4;2,6) 2,5 19 264
< 2,6;2,8) 2,7 28 292
< 2,8;3,0) 2,9 23 315
<3,0;3,2) 3,1 24 339
< 3,2;3,4) 3,3 25 364
< 3,4;3,6) 3,5 4 368
< 3,6;3,8) 3,7 4 372

Tabulka 15.1
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Poznamka. Obycajne pouzivame triedne intervaly konstantnej Sirky. Pri volbe
poctu intervalov mézeme vyjst zo Sturgesovho pravidla, podla ktorého
m=1+3,3log;on=1+1,431Inn.

Tejto hodnoty sa pridrziavame “priblizne“.

Miery polohy

Miery polohy udéavaji hodnotu, okolo ktorej sa nachadzaju jednotlivé pozorova-
nia (hodnoty znaku).

Priemer (tiez vyberovy, ¢i empiricky aritmeticky priemer)

n m
_ 1 1
r = — E Ty = — E n;a;.
n 4 n 4 777
=1 j=1

Priemer sa urcuje u kvantitativnych znakoch a rovnakym spésobom zavisi od kazdej
hodnoty znaku. Zrejme pre fubovolné a,b je

- 1 & B
a+bx (= EZ(G—H)%)) =a+ b7,
=1
takze sa prirodzene meni so zmenou meritka.

Geometricky priemer

Ta = YFTa .
Geometricky priemer ma zmysel len ked vSetky hodnoty znaku sid kladné. Nie je
invariantny voci linedrnej transformacii udajov. Pouziva sa v pripade, ze ide o
nésobenie. Castejsie sa pouziva v ekonémii. Napr. ak je inflacia 20%, 50%, 30%,
20% a 5% (v jednotlivych rokoch), tak je to to isté, ako keby bola inflicia kazdy
rok 24%, lebo vyslednd inflacia je 1,2.1,5.1,3.1,2.1,05 = 2,9484 a to je to isté ako
keby v kazdom roku bola &1,2.1,5.1,3.1,2.1,05 = 1, 24.

Harmonicky priemer

1 _ n
i 1 N 1-°
n Zi:l T Z¢:1 z;
Tiez nie je invariantny voci linedrnej transforméacii. D4 sa ukazat, ze ak su vSetky
hodnoty znaku kladné, tak plati

rg =

T

A
A

Ty S Tg
(pozri napr. Andél, J., Statistické metédy, Matfyzpress, Praha, 1993).

Medidn (rozumie sa vyberovy medidn) je definovany pomocou usporiadaného
stiboru hodnét z(1) < z(2) = ... < 7(,) ako

T(ng1y, ak n je nepdrne (liché)

IS
I

i (1’(%) + m(%+1)> ak n je parne (sudé).
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Je to takéd hodnota, ktord deli usporiadané hodnoty z (1), z(2), ..., Z(n) na dva rov-
nako pocetné diely. Preto nezdlezi, aké velké (malé) s prvé resp. posledné ¢leny
usporiadaného stiboru z (1), z(2), ..., T(n)- Plati

(a+bx) = a+ bi.

Ak ¢(-) je monoténna funkcia, potom analogicka vlastnost plati pre transformované
hodnoty. Ak je pocet hodnot neparny (lichy), plati tdto vlastnost presne, ak je
pocet hodnét parny (sudy), plati “skoro presne® (g(Z) nie je vo vSeobecnosti v
tomto pripade priemerom hodnot g(m<%)), g(x( nt2 )) Pre neparny (lichy) pocet
merani mad medidn zmysel uz pri ordindlnom znaku, pri pdrnom (sudom) pocte
merani potrebujeme kvantitativny znak. Keby sme pre parny (sudy) pocet merani
definovali median ako lubovolné ¢islo, pre ktoré plati T(n) <z< T(n41) nebol
by sice definovany jednoznac¢ne, ale existoval by aj pre ordindlny znak (s ¢iselnymi
hodnotami).

Median moézene zovseobecnit. Namiesto toho, aby oddeloval polovicu najmensich
tdajov od ostatnych, méze oddelovat p—ty diel idajov. Zvolime p, 0 < p < 1.
Definujeme p—ty vyberovy kvantil (percentil) vztahom

. { ([np]+1) ak np # [np]
! 3 (Tew) + Tpt1))  ak np = [np),

kde [np] je celd ¢ast mp, t.j. najvicsie celé ¢islo nie vacsie ako np. Napr. pre
p=0,12, n = 24 je [np] = [2,88] = 2, teda xg,12 = x(3) a pre p = 0,4, n = 50
je [np] = [20] = 20, teda xo 4 = 3 (2(20) + ¥(21)). U ordindlneho znaku (¢iselného)
ak np = [np], moézeme ako x,, pouzit fTubovoIni hodnotu, ktora lezi medzi x () a
T(jnp]+1)- Median je Specidlny pripad vyberového kvantilu, a sice T = xg 5.

V grafickych zobrazeniach sa pouzivaju dolny kvartil a horny kvartil

Q1 = To25, Q3= 0,75

Moédus je najcastejSou hodnotou. Ma zmysel najma vtedy, ak je poc¢et m skutoc-
ne sa vyskytujicich réznych hodnét podstatne mensi ako rozsah n stiboru. Médus
je pouzitelny pre kazdy typ znaku (aj ked v pripade nomindlneho znaku je tazko
hovorit o miere polohy). Nemusi byt urcéeny jednoznacéne (bimodélne sibory).

Miery variability

Miery variability charakterizuji velkost variability hodnot znaku okolo nejakej
“miery jej polohy“, alebo “roztrisenost* hodnét znaku. Miera variability by mala
byt invariantna voci “posunutiu“ vsetkych hodnot znaku, resp. voci linedrnej trans-
formécii hodnét znaku.

Rozptyl (empiricky rozptyl)

1 n
=13 -7,
i=1
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resp. ak a1 < as < ... < ay, su rézne hodnoty znaku, tak

1 m
si = - E n;(a; fT)Q.
n 4
Jj=1

Plati

n n

)2 2 = =2 1 2 1 _ 1 _2
i = § 2 _ 21, ,E 2 ,E i _
(z; — ) (z; ;T +T) T 2n xx—i—n T

i=1 i=1 =1 =1 i=1

2 _
Sy =

3=

Niekedy sa pouziva

(neskér budeme analyzovat preco).
Ked sa pouzivaju triedne pocetnosti, doporucuje sa Sheppardova korekcia, ¢o
2

1
znamend zmensit vyraz s2 = p >oitinj(a; —T)? o hodnotu 5 kde h je Sirka
rovnako Sirokych triednych intervalov.

Smerodajnéd odchylka (empirickd smerodajnéd odchylka)

Sz = \/82.

Jej dolezita vlastnost je, ze je vyjadrena v rovnakych jednotkdch ako namerané
udaje. Rozptyl aj smerodajné odchylka zdlezia na vsetkych ddajoch (su citlivé na
hodnoty najméa “krajnych“ idajov).

Rozpitie je rozdiel maximalnej a minimdlnej hodnoty
R=x@w) -z

Rozpétie zédlezi len na velkosti maximalnej a minimélnej hodnoty.

Kvartilové rozpatie

Rg = Q3 — Q1 = 0,75 — To,25

Kvartilovd odchylka je polovica kvartilového rozpatia

Q3 — Q1 To75 — To25

2 2

Priemernd odchylka je

1 n
i=1
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(niekedy sa namiesto medidnu & pouzije priemer ).
Vsetky uvedené miery variability predpokladaji kvantitativny znak. Pre znaky
nomindlne (aj ordindlne) sa variabilita d4 charakterizovat pomocou entropie
", n;
H=- Z —Llog 2,

— 7 n
Jj=1

pricom predpokladdme m réznych hodnot znaku s nenulovymi pocetnostami
N1, N2y ooy M+

Miery Sikmosti a Spicatosti

Vyberovy koeficient sikmosti (skewness)

Z?:l(mi -z)°

nsd

g1 =

)

ktory méze byt kladny aj zaporny (Kladna sikmost je ak hustota je koncentrovand
v “Tavej“ casti grafu a “pomaly dlho graf klesd). Kvantilovy koeficient Sikmosti

(T1-p — T) — (T — xp) _T1-p— 2T + xp

Ti—p — Tp Ti—p — Tp
pre 0 < p < 0,5. Specidlne pre p = 0,25 to je kvartilovy koeficient sikmosti
(@ -7)-(F-Q)
Qs — Q1
Vyberovy koeficient $picatosti (excess)

DT

nst

g2 =

a kvantilovy koeficient Spicatosti

Ew —zw)

Tl—p — Tp

pre 0 < p <0,5.

Diagramy

Velmi ndzorné a oblibené su vedla histogramov aj iné grafické znazornenia na-
meranych uidajov a ich vlastnosti. Zaradujeme ich medzi exploraéné (vyskumné)
tatistické metédy (EDA - Exploratory Data Analysis).

Krabicovy (fizaty) diagram (box plot, box and whisker plot). M4 mnohé modi-
fikdcie, napr. (obr. 10.2, Zvéra, K., Stépan, J. Pravdépodobnost a matematicks
Statistika) Na krabicovom diagrame si Q1,Qs,Z, Rg, tykadla (fuzy) siahaja k
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takému najvzdialenejsiemu (od odpovedajiceho kvartila) pozorovaniu, ktoré nie
je od neho vzdialené viac ako 1,5 nasobok kvartilového rozpéatia. Jednotlivo su
znazornované pozorovania, ktoré su viac vzdialené. U niektorych programov siahaji
“fizy “ k najmenSiemu resp. k najvacSiemu pozorovaniu. Inokedy k vyberovému
10% resp. 90% kvantilu.

Priklad 15.2. (Jednoduchy pripad.) Namerali sa idaje 21,24,24,25,25,25,25,25,
26,26,27,27, teda n = 12. Dahko vidime, ze £ = 25, Q1 = x0,25 = %[I(g) + x4 =
1(24 +25) = 24,5, Q3 = wo75 = 3[x(9) + Z(10)) = 26. Rg = Q3 — Q1 = 26 —
24,5 = 1,5. Najmensie pozorovanie je odfahlé, lebo 21 < 24,5 —1,5.1,5 = 22,25.
Krabicovy diagram je na str.72.

Priklad 15.3. Zistovali sa hmotnosti deti v 12. mesiaci ich veku. Histogramy
pocetnosti dievéat a chlapcov s (obr. 10.3, Zvéra, K., Stepéan, J. Pravdépodobnost
a matematickd Statistika)
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Oba histogramy ukazuju na kladnu sikmost. Vidiet, ze hmotnosti chalpcov su
v priemere vicsie ako dievéat. Odpovedajice krabicové diagramy su (obr. 10.4,
Zvéra, K., Stépén, J. Pravdépodobnost a matematickd Statistika)

Ked chceme vyjadrit zévislost (stvislost) dvoch kvantitativnych znakov s nam-
eranymi hodnotami (x1,y1), ..., (€n, Yn ), pouzijeme rozptylovy diagram, na ktorom
si znézornené body [z;, y;]. Tri rdzne typy zdvislost{ si na nasledujiicich obrdzkoch
(obr. 10.5, Zvéra, K., Stépan, J. Pravdépodobnost a matematické Statistika)




73

Ak sledujeme siicasné spravanie sa niekolkych znakov, uzitoény sa ukazuje mati-
covy diagram, v ktorom si znazornené stucasne histogramy pre jednotlivé znaky a
(vzéjomné) rozptylové diagramy (obr. 10.6, Zvéra, K., Stépan, J. Pravdépodobnost
a matematickd Statistika)



74
16. Nahodny vyber

Statistike sa niekedy hovorf, ze je metodologicka nduka, ktora objektivizuje pro-
ces poznania. Skisme si popisat, ako sa to dosahuje.

Zskladny sibor (Statisticky sibor) voldme tiez populdcia. Predpokladdme, ze
mé N jednotiek (N > 0). Principidlne mézeme zmerat hodnotu kvantitativneho
znaku Z na kazdej jednotke a dostat hodnoty zi,z29,...,2xy. Priemer hodndt z
celej populdcie oznaéme j a budeme ho nazyvat populaény priemer. Oznaé¢me o2
populaény rozptyl, teda

1 < 1 &
N:NZ% Uz:ﬁZ(zi*M)z-
=1 =1

Pretoze N je velmi velké, nie je mozné (resp. je velmi nehospoddrne) zmerat
hodnotu znaku na kazdej jednotke. Preto vyberieme skupinu n jednotiek a zistime
hodnotu znaku len na tychto jednotkdch. Tento vyber (vyberovy stibor) musi byt
taky, aby dobre reprezentoval celd populdciu (cely zdkladny stibor). Budeme vzdy
predpokladat, ze n < N.

Jeden zo sposobov dosiahnut “dobre reprezentujuci“ vyberovy subor je urobit
néhodny vyber bez vratenia (prosty ndhodny vyber). To znamend, ze vyberieme
jeden z N prvkov zdkladného suboru, potom ndhodne vyberieme jeden z N — 1
zostavajucich, atd., az jeden z N — n + 1 zostdvajucich. Vyberovy sibor mo6zeme
vybrat (]: ) sposobmi. Ked budeme prvky vyberového siboru vyberat ndhodne,
tak dosiahneme pozadovant reprezentativnost a kazdd n—tica bude mat rovnaku
pravdepodobnost, Ze bude vybrana..

My sa stustredime na tzv. vyber s vratenim z konecnej populdcie. Ndhodne vy-
berieme z populdcie nejaky prvok (nejaku Statisticki jednotku), zistime hodnotu
meraného znaku a vratime ho spat.

Oznaéme X hodnotu znaku na ndhodne vybranej Statistickej jednotke. Zrejme
X je ndhodné velicina, ktord nadobida hodnoty b; < by < ... < b, s pravde-
podobnostami P{X =b;} = %, Jj=1,2,...,m, kde n; je pocet tych Statistickych
jednotiek v zadkladnom stibore, na ktorych je hodnota znaku rovna b;. Plati

m 1 m
E(X)=_b;P{X =b;} = Nanbj = p
j=1

Jj=1

D(X) =X —p)? =) _(bj — m)*P{X =b;} = %Z”j(bj —p)?=o%

j=1

Ked nezdvisle vyberdme n—ticu Statistickych jednotiek (po ndhodnom vybrati
Statistickd jednotku vzdy vratime spdt do stiboru), tak tento vyber modelujeme
n— ticou (X1, ..., X,,) ndhodnych veli¢in, pricom si (zdruzene) nezévislé a rovnako
rozdelené (ako ndhodnd veli¢ina X).
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Teraz sa pozrime trochu in4¢ na vyber s vratenim. Nemusime sa starat o hodnoty
21,29, .., 2N (resp. bi,..., b, ) znaku, ale sta¢{ ndm vediet, aky je pre dané (ale
lubovolné) z € R pomer p(z) mnozstva tych Statistickych jednotiek, na ktorych
hodnota znaku je mengia ako z k celkovému poéctu jednotiek, teda k N. Cize

) {pocet tych z;, ktoré st mensie ako z}
z) = .
b N

Vyberme nahodne jednu Statistickd jednotku a oznacme jej hodnotu X. Teda ak
hodnota znaku na tejto jednotke je x, je to (konkrétna) realizdcia ndhodnej veli¢iny
X. Plati

Fx(z) = P(X < 2) = p(2).

Preto X m4 distribuéni funkciu Fx(-) = p(-). Uz nds nezaujima, ¢i populdcia je
konecnd, alebo nekone¢nd. V redlnom zivote je vzdy konecnd, ale ked je N velmi
velké, povazujeme ju za nekonecnti. V takomto “velkom“ zédkladnom subore aj ked
realizujeme vyber bez vratenia, mézeme povazovat vybrané hodnoty za realizicie
nezavislych ndhodnych veli¢in. (Intuitivne to znamend, ze pri “nekone¢ne velkom
zdkladnom subore odobratie niekolkych jednotiek prakticky nezmeni funkciu p(z).)

V pripade ndhodného vyberu s vrdtenim (z konecnej alebo “nekonecnej“ popu-
lacie) alebo ndhodného vyberu bez vratenia z “nekonecnej* populdcie je vysledkom
pokusu n—tica nezavislych ndhodnych velicin X7, X5, ..., X,, rovnako rozdelenych,
ktoré maji (rovnaki) distribuénd funkciu Fy (-). Takdto n—tica ndhodnych veli¢in
sa nazyva ndhodny vyber rozsahu n (n nezdvislych képif ndhodnej veliciny X).

Predpokladajme, ze nahodnd veli¢ina X mé kone¢nd strednti hodnotu p a dis-
perziu o2. V pripade kone¢nej populdcie sa tdto strednd hodnota rovna populac-
nému priemeru a disperzia rovna popula¢nému rozptylu. Nahodnu veli¢inu

1 &
ngZXi

i=1

nazyvame vyberovy priemer a ndhodnu veli¢inu

1 & -
5?2 = n,lz(Xi_X)Q
i=1

vyberovy rozptyl.
Aké vlastnosti maju vyberovy priemer a vyberovy rozptyl ?
Veta 16.1. Pre vyberovy priemer plati

E(X) = n,
D(X) = %2

Dokaz:
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n

- 1 & 1 1 &K, o?
D(X)=D EZXi :EZD(Xi):ﬁZU =— O
=1 i=1

i=1

Veta 16.2. Pre ndhodny vyber rozsahu n z rozdelenia s koneénym rozptylom
2 ;
o plati
£(S?) = o2

Dokaz: Plati

£(8%) = £— Z(Xi—X)2=5< : Z(Xi—N+M_X)2>:

1 ) 1 =1 " N
- 9 -X=N"(x; — - X —p)?=
L e 5[n(u )n;:l( w |+ _15;:1( )
n 2 n 2 n ~ 2 n 2 n —
— ) X — X — u)? = — X) =
n—-1° X )T L E (X )T = et = o DX
2
no 5 n o 9
= — _——= . D
nfla n—1n 7

Ak je zakladny subor rozsiahly, niekedy ho rozdelime na L “neprekryvajacich*
sa Casti, ktoré nazyvame oblasti. Z kazdej oblasti vykoname prosty ndhodny vyber
(bez vratenia). Kazdu oblast povazujeme za “mens{“ zdkladny stibor. Oblastné
usporiadanie vyberu (oblastny vyber) je motivované napr. tym, ze cely zdkladny
subor pozostava z “prirodzenych“ podsiuborov, ze zber dat v urcitych podobla-
stiach je §pecificky (finan¢ne, ¢asovo), atd. Oblasti mézu byt aj “umelo vytvorené*.
Ak su rozsahy oblasti N1, Ns,..., N;, a oblastné vyberové subory maji rozsahy
ni,Na,...,nr, potom cely zdkladny subor ma rozsah N = Ny + ... + N a cely
vyberovy stbor mé rozsah n = nq + ... + nr. Ak

ny n9 ny,
—=—=...=—(=k
N1 Na NL( )

tak hovorime, ze oblastny vyber je rovnomerny. V takomto pripade ma kazda
n
jednotka rovnakid pravdepodobnost N zahrnutia do vyberu (nezévisle od toho, do

ktorej oblati patri).

Ak sa zékladny subor skladd z velmi velkého mnozstva jednotiek (roztrisenych),
tazko uskutoénime aj oblastny vyber. Vznika potreba vyberat jednotky vzdy
po celych skupindch. Skupiny mo6zeme povazovat za nové jednotky vzniknuté
zlu¢ovanim pdvodnych jednotiek. Mozu to byt malé skupiny (napr. rodiny), alebo
aj velmi velké (okresy, skoly, zdvody v podniku). Tento sposob vyberu nazyvame
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dvojstupniovy vyber. Najprv vyberieme skupinky, z ktorych potom vyberame “pr-
votné“ jednotky. Vyber skupiniek nazyvame prvym vyberovym stupiiom. Vyber
prvotnych jednotiek nazyvame druhym vyberovym stuptiom. Nech oblasti obsa-
huju po rade My, Mo, ..., M, skupiniek, z ktorych v prvom vyberovom stupni vy-
berieme postupne mq, ms, ..., my, skupiniek. V druhom vyberovom stupni z kazdej
vyberovej skupinky v h—tej oblasti (ak tdto skupinka bola v prvom stupni vybrana)
vyberieme 1007, percent prvotnych jednotiek. Ako zvolit ¢isla my, ..., mp,my, ..., 7L,
aby kazda prvotna jednotka mala rovnaka pravdepodobnost dostat sa do vybero-
vého stiboru, bez ohladu na to, do ktorej oblasti resp. skupinky patri.
Oznatme nahodny javy

A— Statisticka jednotka J z h—tej oblasti bola vybratd do vyberového siboru v
druhom vyberovom stupni

B— skupina, do ktorej patri Statistickd jednotka J, bola vybrata v h—tej oblasti
v prvom vyberovom stupni
Je zrejmé, ze Statisticka jednotka J bola vybratd do vyberového siiboru prave vtedy,

ak nastal ndhodny jav AN B. Plati P(ANB) = P(A|B)P(B). Zrejme P(B) = %
h

a P(A|B) = m,. Preto pravdepodobnosti, Ze prvotnd jednotka z h—tej oblasti
(h=1,2,...,L) sa dostane do vyberového siboru si postupne

my mo mr
— M1, =T, ey —— T,
My 7 My 777 My
Vyber bude rovnomerny, ak
mi mo mrp,
ST = =M = = T
M, M, My,

V tomto pripade kazda jednotka v zakladnom stubore bude mat rovnakd pravde-
podobnost dostat sa do vyberového stiboru.

Priklad 16.1. Pri Statistickom Setreni tykajicom sa zistovania socidlnych
pomerov v rodindch skoldkov do 15 rokov prvy stupen zdlezal od vyberu §kdl a
druhy od vyberu ziakov vybranej skoly. Skoly boli rozdelené na 3 druhy (oblasti),
a sice, (i) patrocné skoly, (ii) devitrocéné skoly, (iii) osemrotné gymndzia. Z pat-

my

ro¢nych skol bola vybratd kazdd sta skola, teda T tejto 8koly boli
1

zahrnuté do vyberu vsetci ziaci, teda m; = 1. Z devéatroénych $§kol bola vybrata
kazda patdesiata a do vyberu z nej vybraty kazdy druhy ziak. Z osemro¢nych
gymnéazii bolo vybraté kazdé dvadsiate piate a z neho vybraty kazdy stvrty ziak.
Teda

my 1 mimy 1
M 1000 ™ T A T To0
mz 1 1 mamy 1
M, 500 2T 2 M, 100’
mz 1 1 mgms 1
M; 25 P74 My 100

1
Kazdy ziak bez ohPadu na druh Skoly mal pravdepodobnost 100 dostat sa do

vyberu.
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V kazdom druhu vyberu maja vyberovy priemer, vyberovy rozptyl a iné vyberové
charakteristiky Specifické (pravdepodobnostné, Statistické) vlastnosti. O tom po-
jednava teodria vyberovych Setreni.

17. Odhady parametrov
(hlavne podla Andél, J., Matematickd statistika, SNTL/ALFA, Praha, 1985)

Predpokladajme, ze ndhodny vektor X = (X3, X», ..., X,,)’ m4 hustotu (v pripa-
de diskrétneho ndhodného vektora pravdepodobnostni funkciu) f(x,0), kde 8 =
(01,04, ...,0,,)" je nezndmy parameter. Na zdklade X je treba ziskat “Co mozno naj-
lepsi“ odhad tohto parametra. Vieme len tolko, ze 8 sa nachadza v parametrickom
priestore Q (pozor, nie je to tentokrat priestor elementdrnych javov).

Definicia 17.1. Bodovy odhad parametra 8 = (61,02, ...,0,,) je meratelné
zobrazenie g : (R",B,) — (R™,B,,) (nezavisiace od 0) také, ze m—rozmerny
ndhodny vektor T = g(X) v nejakom “rozumnom zmysle“ aproximuje neznimy
vektor parametrov 0).

Poznamka. Obycajne predpokladdme, ze ndhodny vektor X = (X1, X, ..., X,)
je ndhodnym vyberom z rozdelenia s distribu¢nou funkciou F'(+; 8). Preto sa niekedy
pre upresnenie povie, ze odhad T je zalozeny na ndhodnom vektore X.

Definicia 17.2. Intervalovy odhad parametra 8 = (61,0s, ...,6,,)" je takd (né-
hodnd) mnozina z B,,, ktord s “dostatocne velkou“ pravdepodobnostou pokryva

0.

Poznamka. Namiesto parametra 6 mozeme uvazovat aj odhad uréitej (kon-
krétnej) parametrickej funkcie h(8).

Niekedy sa najprv vezmi nejaké meratelné funkcie Si(x), ..., Sk(x), vytvor{ sa
ndhodny vektor S(X) = (51(X), S2(X), ..., Sk (X)) (pre m < k < n). Kazdy takyto
ndhodny vektor sa vola statistika. Ak k = m, tak takdto Statistika je (bodovym)
odhadom.

Definicia 17.3. Povieme, ze odhad T parametra 6 je nestranny, ak plati

VO  &(T)=6.

Pozniamka. Odhad T (ako predpis) nezavisi od 6, ale jeho rozdelenie pravde-
podobnosti od 6 zdvisi. Preto sa v Definicii 17.3 pise & (T). Zdoraziuje sa tym, ze
strednd hodnota odhadu T sa rata za predpokladu, ze hodnota parametra rozdele-
nia je rovné 6.

Niekedy nestranny odhad voébec neexistuje, alebo existuje iny odhad ako ne-
stranny, ktory je z urcitého hladiska vyhodnejsi.

Priklad 17.1. Majme ndhodny vyber X1, Xo, ..., X,, z rozdelenia s distribu¢nou
funkciou F(-) a koneénou strednou hodnotou p a disperziou o2. Ndhodn4 veli¢ina

n

— 1
T(X1,..,.Xp) =X =— X;
( IPRRE ) n;

je podla Vety 16.1 nestrannym odhadom parametra p. Podla Vety 16.2 je

L D (X - X)?

n—1~4%
=1
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nestrannym odhadom o2.
Inym kritériom pre odhad T'(X1, ..., X;,) jednorozmerného parametra 6 je velkost
jeho strednekvadratickej odchylky, teda

E(T - 6)%.

Plati
E(T—0)” =& ((T—E(T))+ (E(T) - 0))* =

= E[(T = (1)) +2E[(T = E(T)(E(T) = )] +E[(E(T) = 0)*] = D(T) + (E(T) — 0)?,

¢o je rozumnd charakteristika odhadu. Ak plati
E(T)=60+Db(0),

pricom (vektorovd) funkcia b nie je identicky rovnd 0 na mnozine Q, tak odhad T
je vychyleny. Vektoru b(0) sa hovori vychylenie odhadu T' v bode 6.

Priklad 17.2. Nech X je diskrétna nahodnd veli¢ina s binomickym rozdelenim
pravdepodobnosti, teda X ~ Bi(n,p), pricom n povazujeme za zndme. Pre funkciu
o(p) = % parametra p neexistuje nestranny odhad zalozeny na ndhodnej veli¢ine
X. Ukazte.

RieSenie: Sporom. Nech existuje odhad T, teda meratelnd funkcia nadhodnej
veliciny X (kde X ~ Bi(n,p)), pre ktori plat{

Teda plati

e ©.0) &) =3 10)(7)ra - -

=0

n n— 3 1
=T(0)(1—p)"+T(Lnp(l —p)" ' + ...+ T(n)p"(1 —p)° = >
Na lavej strane predchadzajicej rovnosti mame polyném premennej p stupina naj-
viac n, tento nemdze byt rovny racionalnej lomenej funkcii % pre vietky p € (0,1).
Teda nestranny odhad parametrickej funkcie % zalozeny na nahodnej veli¢ine X ~
Bi(n, p) neexistuje.
Priklad 17.3. Majme ndhodny vyber X1, Xs, ..., X, z rozdelenia N(u,02), n =
1
2,02 > 0. Pre vyberovy rozptyl 5% = ] S (X —7)? plati £(S?) = o2 (pozri
n—
2 4
Vetu 16.2) a D(S?) = 7 1 (dokdzeme si v kapitole 19). Majme odhad parametra
n—
o? (ktory odhad je typu) T(X) = ¢> i, (X; — X)?. Pre aké ¢ m4 tento odhad
minimalnu strednekvadratickd odchylku ? Comu sa této odchylka rovnd ?
Riegenie: T = (n — 1)eS?, preto £(T) = (n — 1)c€(S?) = (n — 1)co? a D(T) =
(n —1)2®*D(S?) = 20*c*(n — 1). Strednekvadratickd odchylka odhadu 7 je

E(T —0*)?=D(T)+ (E(T) — %) =20 (n — 1) + [(n — 1)co® — 0% =
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=o*{2c%(n — 1)+ (n — 1)%c¢ — 2¢(n — 1) + 1} = 0*{A(n* — 1) — 2¢(n — 1) + 1}.
Vzhladom na ¢ to je kvadratickd funkcia, ktord ma minimum (po derivécii) v bode

1 1
= —— P had T(X) = —— "
c= 3 reto odhad T(X) T it n
kvadratickt odchylku zo vsetkych odhadov typu T(X) = ¢> ., (X; — X)%. Této
minimélna strednekvadraticka odchylka je

21 2(n—1 204
(n+1)2 n+1 n+1

(X; — X)? m4 najmensiu stredne-

Uvazujme teraz jednorozmerny parameter . Nech X7, X5, ... si nezavislé rov-
nako rozdelené nahodné veli¢iny definované na tom istom pravdepodobnostnom
priestore (2%, A, P) s rozdelenim pravdpodobnosti, ktoré ma distribuéni funkciu
F(-,0). Pre kazdé prirodzené n majme T, (X1, X3, ..., X,,) - odhad parametra 6.

Definicia 17.4. T,, je konzistentnym odhadom 6, ak T, konverguje podla
pravdepodobnosti k 6, t.j. Ve >0 P{w € Q*: |T,(w) — 0| > ¢} — 0.

Veta 17.1 Nech pre kazdé prirodzené n je £(T?) < oo. Ak

() E(T) — 0 a
(i) D(Tn) — 0,
tak T, je konzistentnym odhadom parametra 6.
Dokaz: Vyuzijeme dve nerovnosti, a sice
Vy>0P{E-E@&)| <~} 21— % (Cebysevova nerovnost) a
la + b| < |a|] + |b| (nerovnost platnd pre vietky redlne ¢&isla).
Preto

{w: [Ta(w) = 0] <€} = {w: |Tu(w) — ET0) + E(T0) — 6] < €} D
{we |Tuw) — E(T)] < 5 NIET) — 0] < 3},
teda
(17.1) Plw: [To(w) — 6] < &} 2 Plw: [To(w) - £(Tn)| < 5 NIET) - 0] < 5}.
Pretoze £(T},) — 6 (s pravdepodobnostou 1), dostdvame, ze
(17.2) Ve>0 Jni Yn=nye Plw: |E(T,) - 0] < g} ~ 1.

Pretoze D(T,,) — 0 (s pravdepodobnostou 1), dostdvame, Ze
(173) VI >0 37120 Vn > 120 D(Tn) <.

Z Cebysevovej nerovnosti zase plati pre kazdé n

(17.4) Ve>0 Plw: |Tu(w) — E(TL)| < g} >1- @

4
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Zo vztahov (17.3) a (17.4) dostdvame, ze

9
(17.5) Ve>0 V9 >0 3Ing zeVn >ng Plw: |Th(w)—0|< g} 21— .
4
Zo vztahov (17.1), (17.2) a (17.5) dostdvame, ze
Ve V¥ >0 Vn > max{nig,nao}

Plw: |Ty(w) — 0] < e} >

9

Plw: |To(w) — E(Ty)| < g NIE(T,) - 6] < g} >1- 5. O
4

Priklad 17.4. Nech X, X5, ... st nezdvislé ndhodné veli¢iny, kazd4d s rovnomer-

nym rozdelenim pravdepodobnosti na intervale (0,6), 6 > 0 (nezndme). Ndhodna
velicina X,y = max{Xj, X,

, Xn}. Ukdzme, ze X() je konzistentny odhad
parametra 6. Pritom X, nie je nestranny odhad parametra 6.
Riesenie:

Hustota rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej veliciny X;, i € {1,2,...,n} je
, akt <0

0
2 ak t € (0,6)
0, akt = 6.

fi(t)
Preto distribu¢né funkcia

Fx () = P{X) <2} =P{X1 <w,..,X, <z} =

n 07 ak X g 0
:H{Xi <zp=4 (fy La)" =22, akz €(0,0)
=t 1, ak z = 6.
Hustota
0, ak <0
fxo (@) = Fy, (@) ={ 2222 ak z € (0,0)
0, ak x =0
: 0 0
na" 1 n [27t! no
EXip) = de = — ,
Xew) /ox T [n+1]0 n+1
0 n—1 n+2 79 02
X2 _ Z&d — E x — n .
E( (n)) /Ox o iy 7 lnv3), o
Dostavame, ze
ng? n26? nb?
D(X(n)) = E(X{y) — E2(Xm) = =

n+t2 m+1)?2 (m+1)3(n+2)
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Podla Vety 17.1 je X(,) konzistentnym odhadom 6 (£(7;,) — 6 a D(T,) — 0).
Lahko v tomto pripade ziskame nestranny konzistentny odhad. Staéci zvolit T, =

n+1
X(n)-

Teraz si zavedieme eficientny (vydatny) odhad. Majme jednorozmerny parame-
ter 6 a ndhodny vektor X = (X1,..., X,;)’ nech mé hustotu f(x,6) (distribuénd
funkciu F(x,6). Majme odhad T = T(X) parametra 6. Ak4 je dolnd hranica
strednej kvadratickej chyby (T — 0)? ? Kedy sa tdto hranica dosiahne ?

Definicia 17.5. Systém hustot {f(x,0), 6 € Q} je reguldrny, ak plati

a) € je neprézdna otvorend mnozina,

b) mnozina M = {x: f(x,6) > 0} nezdvisi od 6,

c) pre V0 € Q a pre skoro vSetky x € M existuje konecnd parcidlna derivicia

af(x,0
f/(x’ 9) — f(ao ) ,
d) pre V0 € Q platf [,, J;((::g)) dF(x,0) = 0,
3 ) )
e) pre V0 € Q je integrdl (vyraz) J(0) = [, [f((::g))} dF(x,0) konetny a

kladny (0 < J(0) < 00).

Veli¢inu J(0) voldme Fisherova informécia o parametri § (Fisherova miera in-
formdcie o parametri 6, ktord (informédcia) je obsiahnutd v danej reguldrnej triede
hustot) .

Fisherovu informaciu mozeme chapat aj ako

F(X)\? Oln f(X)\’
J(0) =& =& —_—
0) =& [( ) = () |
lebo mimo mnoziny M moézeme definovat fT/ Tubovolne, teda aj ako 0 a za integracny
obor vziat R™. ,
_(==0)

Priklad 17.5. Systém hustot {f(z,0)= f 2 ,—00 <z < 00,0 € Q=R}

(vzhladom k Lebesguovej miere) je reguldrny (ide o hustoty N(6,1)).
Dokazte ako cvicenie.

Veta 17.2. (Raova-Cramerova) Nech T je taky odhad 0, Ze V 0 € Q je £y(T?) <
00. Nech b(0) = E(T) — 6 je vychylenie (bias) odhadu T. Nech plati

(i) systém hustot {f(x,6), 0 € Q} je regularny,

(ii) pre V@ € Q existuje derivécia v'(6),

’(X,9)
(iii) VO € Q 20 fM x)dF(x,0) = [,, T( Fx.0) dF(x,0).
Potom pre V6 € ) plati
1+V(0))?
T —0)2 > [7

Dokaz:
b(0) =E(T) -0 = /M T(x)dF(x,0) — 0
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teda

Podla (iii)

0 N .
- /M T(x)dF(x,0) = /MT( ) AP (.0) = V() + 1.

Z podmienky d) regularity triedy hustot {f(x,6), 6 € Q} plati

J(x.0)
U F0)

dF(x,0) =0,

teda
B f/(x,g) X _
/M(T(x) 0) Fx.0) dF(x,0) = b'(0) + 1.

Podla Schwarzovej nerovnosti

: f'(x.0)]’
o)+ < [ o) -opareen [ D] areo),
Cize 1K)
+ /
Kedy nastava rovnost W = & (T — )% 7 Vo Schwarzovej nerovnosti

nastava rovnost prave vtedy ak
() T(x) — 0 =0 s.v. vzhladom k Lebesgueovej-Stieltjesovej miere pp,
alebo ak

K nezavisla na x, ze = K(0)|T(x) — 0] s.v. vzhladom
G) JK(6 Avisla / 0 0 hlad k
X

Lebesgueovej-Stieltjesovej miere pip.
V pripade () T'(x) — 0 = 0, teda P{T(X) = 0} = 1, ¢ize E(T) = 0 a b(#) = 0.
Samozrejme vtedy £(T—6)? = 0. Toto neméze byt, lebo v uvazovanom pripade (o)

1+(6))? 1
podla dokazu vety je E(T — 0)? = L +50)] = > 0 (J(0) > 0 v reguldrnej

J(0) J(0)
triede hustot).
) . [1+0'(0))? S ) )
Dostavame, Ze rovnost W = &(T — 0)* nastdva prave vtedy ak plati
(8), cize K (0) nezdvisld na x, ze s.v. vzhladom k Lebesgueovej-Stieltjesovej miere
" 7/(x.6)
X
2 = K(9)[T(x) — 0],
) = KOTe) 0
¢o je to isté ako
Oln f(x,0)
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alebo

(17.1) /8lng(ex Do~ 1 /K )db — /K )ado.

Ak oznacime [ K(0)df = Q(0) a [ K(0)8d0 = R(0) tak (17.1) mdzeme napisat ako
In f(x,0) = Q)T (x) — R(0) + H(x).
Ked este oznacime C(0) = e~ (0 y(x) = e*) tak dostdvame pre hustotu f(x, 6)
f(x,8) = C()e? 0T ™ u(x).

Definicia 17.6. Nech parametricky priestor € je totozny s nejakou borelovskou
mnozinou v R™. Ak hustota f(x,0) ndhodného vektora X m4 tvar

f(x,0) = C(0)e 22521 Qi(0)T;(x) u(x),

kde C(0), Q;(0) st meratelné funkcie parametra 6 a T;(x), u(x) st meratelné
funkcie premennej x, tak povieme, ze f(x,0) je hustota exponencidlneho typu.
L 0OP o
76 o
0)? prave vtedy ak hustota ndhodného vektora X je exponencidlneho typu.
Definicia 17.7. Ak pre odhad T parametra 6 plati, ze spiﬁa vSetky predpoklady
Raovej-Cramerovej vety, ¢ize V 6 € Q je E(T?) < 0o a
(i) systém hustot {f(x,0), 0 € Q} je reguldrny,
(ii) pre VO € Q existuje derivécia v'(6),

(iii) VO € Q x)dF(x,0) = [,, T(

Poznamka. V Raovej-Cramerovej vete nastava rovnost

’(X,e)
f(x,0)
(b(0) = &Ey(T) — 0 je vychylenie (bias) odhadu T'), potom tento odhad nazyvame

reguldrny.
Daosledok. Pre kazdy reguldrny nestranny odhad 7' parametra 6 plati

%0 fM dF(x,0)

1

DT) 2 55

Cislu sa hovori dolnad Raova-Cramerova hranica pre disperziu regularneho

1
J(0)
nestranného odhadu.

Definicia 17.8. Eficienciu (vydatnost) e reguldrneho nestranného odhadu T
definujeme ako

Eficiencia sa d4 pisat aj ako
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Pretoze plati, ze

1
D(T) =2 —
( )_J(9)>0,
je
1= 1 =e>0
~D(T)J(O) ’
Cize
0<esl

Definicia 17.9. Ak pre odhad T je e = 1, tak tento odhad sa nazyva eficientny
(vydatny).

Pozndmka. Eficiencia je definovand len pre reguldarne nestranné odhady. Ak
T nie je reguldrny, moze sa stat, ze formalne sa dd spocitat jeho eficiencia a vyjde
e > 1 (pozri Cramer, H., Mathematical methods of statistics, Princeton, 1946,
§32.3).

Priklad 17.6. Nech Xj, ..., X,, je ndhodny vyber z N(,1). Odhad T' = X =
% >i, X; je nestranny, reguldrny a eficientny odhad parametra 6. Dokézte.

Riegenie: T = X = %Z?:l X;, pricom Xi,..., X, si nezavislé, teda E(T) =

0, D(T) =1, &(T?) = 6% + L. Zdruzené rozdelenie X = (X1, ..., X,,)’ ma hustotu
f(x,0)= 7 1)% e~ 2 Ximi(@i—=0)% Tento systém hustdt je reguldrny (dokazte). Dalej
af(x,0 -
£0) = L0 50— 0)7x.0),
i=1
S (s — 0)f(x, e)} :
JG/{zl f(x,0)dx =
= oo (x.0)
n 2 n n
= / [Z(mi - 9)] fx,0)dx =ED (X =0 =) 1=n.
" Li=1 i=1 i=1
Este preverme podmienku (iii) Raovej-Cramerovej vety. Plati
0 0 0
90 ) T(x)dF(x,0) = %S(T(X)) = %9 =1

/ () "; ((;‘”g)) AF(x,0) = / (), 6)dx =

:/n (izp;) > — )1 (x. )dx = E{X (n(X ~ )} =
=nE[(X —0+0)(X —-0)]=n{DX)+0EX - 0)} = n{l} =1.

Vidime, ze T = X je nestranny odhad 6, reguldrny a jeho disperzia je —, ¢o je
n

. Je preto aj eficientny.

1
J(6)
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18. Metdéda maximalnej vierohodnosti a momentova metéda

Popiseme dve konkrétne cesty na odvodenie odhadu. Majme nahodny vektor
X = (X1, Xo, ..., X,)" a pozndme jeho hustotu p(x, ) (resp. v diskrétnom pripade
pravdepodobnostnd funkciu (X, pm (0))mes). Predpokladajme, ze 6 € Q, kde Q je
otvoreny interval v R. Pri pevnej hodnote 6 je hustota p(x, 6) funkciou x. Pravda
pre lubovolné (pevné) x moézeme p(x, ) (resp. P{X1 = z1,..., X, = x,;0}) chépat
ako funkciu parametra 6. Pre tito funkciu budeme pouzivat oznacenie L(x,6) a
volat ju vierohodnostnd funkcia (z anglického likelihood function). Samozrejme
mozeme uvazovat aj funkciu ndhodného vektora L(X,6) (ak napr. L(-,6) je pre
dané 6 meratelnd funkcia, tak L(X,6) je ndhodnd veli¢ina).

Definicia 18.1. Ak existuje 6* € , ze pre vsetky 6 € )

(18.1) L(X,0) < L(X, 0%,

potom hovorime, ze 6* je odhad parametra 6 ziskany metédou maximalnej viero-
hodnosti (ML odhad).

Analyzujme predchddzajicu definiciu. Pre dané x vieme (Casto aj explicitne)
najst 0*(x), ktoré maximalizuje L(x,0). Teda takto mame urcéend (niekedy aj
explicitne) funkciu 6*(x). Ak ju chdpeme ako funkciu ndhodného vektora 6*(X),
tak toto je ML odhad parametra 6. Jeho realizicia je 0*(x) (ak realizdcia ndhodného
vektora X je x). Zrejme ak L(x,0) (pri kazdom x) je dostatoéne hladkd funkcia 6

L(x,0
(napr. pre kazdé x existuje %), potom #* nutne musi byt rieSenim rovnice
OL(X,0)
18.2 Y =0.
(18.2) 55|

Ak polozime In0 = —oo, potom L(X,8) < L(X, 6*) bude platit pre vietky 0 € Q
prave vtedy ak

Ve Q InL(X,0) < InL(X,0%).
Teda v pripade dostato¢ne hladkej funkcie L mozeme pisat rovnicu (18.2) ako

(X, 0)
= — = 0
0=0~ 90 p—p-

0ln L(X,0) _ 0Inp(X,0)

18.
(18.3) 0 |y 00

Rovnicu (18.3) voldme vierohodnostnd rovnica.

Poznamka. Délezity pri ivahdch okolo rovnice (18.3) je fakt, ze Q je otvoreny
interval. Keby k Q patril jej krajny bod, mohlo by sa stat, ze 6* spliujici (18.3)
je prave v tomto bode. Vtedy ale 8* nemusi byt korenom (18.3).

V dalSom sa ohrani¢ime na pripad, ze X1, ..., X,, je nahodny vyber zo spojitého
rozdelenia s hustotou f(+, ) (v diskrétnom pripade s pravdepodobnostnou funkciou
(Tims Pm)meg)- Potom X = (Xq,...,X,,)" mé hustotu p(x,0) = f(x1,0)...f(zn,0).
Vierohodnostna rovnica (18.3) mé preto tvar

" 9ln f(X;,0
3 (Xi,0)

(18.4) -
= 9
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(v diskrétnom pripade >, %}"m

=0).

Poznamka. D4 sa dokézat, ze za “iggumnych predpokladov“ existuje rieSenie
mg* = 0*(Xy,...,X,) vierohodnostnej rovnice (18.4), (vlastne postupnost riesenf
{"0*},>1), ktoré je maximdlne vierohodnym odhadom. Tento odhad md velmi
vyznaénd pravepodobnostnd vlastnost, a sice je konzistentnym odhadom (teda
podla pravdepodobnosti "6* — 6, kde 6 je skutoénd hodnota parametra ) (pozri
napr. Andél, J., Ziklady matematické statistiky, MATFYZPRESS, Praha, 2005,

§7.6). Navyse to je asymptoticky normdlny vierohodny odhad, presnejsie

1
n("0* — 6 N0, —=
f( 0) - < ) J(eo)) 3

(konvergencia v distribucii).

Pre praktické dcely to znamend, ze pri “dostato¢ne velkom “ n povazujeme rozde-

1
lenie pravdepodobnosti ndhodnej veli¢iny "0* za N (90, Jw)> Pretoze J(0o)
n 0

nepozname, “nahrdadzame“ ho (blizkou) hodnotou J("6*).

Priklad 18.1. Majme ndhodny vyber X = (X3, ..., X,;) z binomického rozde-
lenia s paramtrami m (zndmym) a 7 € (0,1). Parameter 7 odhadujeme metédou
maximalnej vierohodnosti. Ndhodn4 veli¢ina X;,i € {1,2,...,n} mé pravdepodob-
nostnt funkciu (j,p;)j=0,1,...,m, kde p; = (") 77 (1—m)" 7. Vierohodnostna rovnica
(18.4) m4 tvar

i=1 T=m* i=1 =
i—1 7 T=m*
o . — _
= (nXInm+n(m—X)In(l-7)] _ =
T T=T
:inY— L nim—X)=0 :>7T*:£
T* 1—7m* m

ak X # 0, X # m. Dahko sa presvedéime, Ze ide o maximum, lebo

9?1(X,0)
o2

1 — 1 —

X N m—X
= —n|—= -
7.[.*2 (1—71'*)2

V pripade, ze mame vektor parametrov 8 € 1 C R™, tak namiesto jednej
vierohodnostnej rovnice (18.4) rieSime sustavu vierohodnostnych rovnic

2w,

| <o

(18.5) =0, j=1,2,...m

0=0~

i=1
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n alnpxz(e)

v diskrétnom pripade » ., —-t— =0, j=12,...,m). Aj v mno-
i=1 a0

horozmernom pripade parametra maji ML odhady analogické vlastnosti ako v jed-
norozmernom pripade, bliz§ie pozri napr. v knihe Andél, J., Zaklady matematické
statistiky, MATFYZPRESS, Praha, 2005.

Priklad 18.2. Majme ndhodny vyber X = (X1, ..., X,;)’ z normélneho rozdele-
nia s parametrami p a 02, teda 6 = (i1, 0%)’ a priestor parametrov Q = R x (0, 00).
Parametre odhadnime metédou maximalnej vierohodnosti.

Hustota ndhodnej veliciny X;, € {1,2,...,n} je

n 1 «
907 [2 In(2r0®) = 57 2 (X - “)21 -

2
a'u 20 i=1 p=p* o2=c*2
Teda
n 1 1 < .
(18.6) 2 2702 i 20+4 (X = )2 =0
1=1
1 <« .
(18.7) = > 2(X; —pt) =0.
=1

Z (18.7) dostévame, ze u* = 2 37" | X; = X a po dosadeni do (18.6) méme o** =
% Z?:1(Xi - y)2~

Dok4zme este, ze pre vietky (u,0%) € Q =R x (0, 00) je
(X, p,0%) S UX, 1, 0™7),
Cize pre kazdu realizdciu x ndhodného vektora X je
l(x,,upQ) < U(x, T, 8*2),

_ . s 4. < 2 . . . 2
kde T je realizicia u* = X a s*“ je realizdcia o*° =

Upravujme

E?:1(Xi - Y)2~

3=

U, p,0%) = =5 In(2r) = 3 1n(0%) = 5 S l(os —7) + (7 — )] =
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*2 — 2
_.n n 9y NS +n(T — p)
(18.8) = —5 In(2r) — 5 In(o?) -
Samozrejme
l(XaE7 5*2) = _g 1H(27T) — g]n(5*2> — g

Preto pre kazdu realizaciu x je

Kxufﬂ—Kx%a%—Z{Kﬁ2—Q—h€j}+@;MP}EQ

o2 202

lebo pre vsetky kladné éisla ¢ = S;—; je p(t) =t —1—1Int 2 0. (Funkcia o(t)
nadobuda pre kladné ¢ minimum v bode ¢ = 1, pricom ¢(1) = 0.)

Teraz si popiSeme relativne najjednoduchsiu metédu ziskania odhadu - momen-
tovu metédu. Nech X = (X7, ..., X,,)’ je ndhodny vyber z rozdelenia, ktoré zavisi
od 6 = (04, ...,0,,)". Nech pre vietky 0 € Q existuji momenty

we=E(XF), k=1,2,..m.

Samozrejme tieto momenty tiez zévisia od 0, ¢ize pj, = p).(0). Vyberové momenty
si

1 n
M = EZXZ“, k=1,2,...
=1

Momentové metéda odhadu 6 spoéiva v tom, ze (momentovy) odhad 6 je rieSenim
rovnic

(18.9) we(0) =M, k=12 .m.

Niekedy sa moze stat, ze m rovnic (18.9) nestadi k (jednoznatnému) urceniu 6.
Potom sa oby¢ajne vezmu dalsie rovnice ,uﬁc(g) =M, k=m+1,... (samozrejme
prislusné teoretické momenty pj, musia existovat). Podla Chiné¢inovej vety (Veta
13.2.) M|, konverguji podla pravdepodobnosti k pj,. Tento fakt spolu s inymi
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limitnymi vetami obycajne umoziiuje v konkrétnom pripade dokazat konzistenciu
odhadov ziskanych momentovou metédou.
Priklad 18.3. Majme ndhodny vyber X;, X5, ..., X, z exponencidlneho rozde-

lenia s f(x,0) = Ze7d prexz > 0a f(xz,0) =0 pre x < 0. Plat{

| =

pi(0) =0, M =X,

19. Bodové a intervalové odhady parametrov normélneho rozdelenia

Najprv si dokdzme dve tvrdenia:

Veta 19.1. Nech ndhodny vektor X = (Xy,..., X)) ~ N(u,X), pricom X je
pozitivne definitnd matica (reguldrna). (Teda X m4 reguldrne normélne rozdelenie.)
Ak B, ,, je regulirna matica a a € R", tak ndhodny vektor Y = a + BX ~
N(a+BX,BXB’).

Dokaz: Pouzijeme Vetu 9.4 (o hustote transformovaného ndhodného vektora).
Hustota ndhodného vektora X je

Fx(x) = (27m) "2 (det B) 22 (xmm) BT o)

Inverzné zobrazenie k h : h(x) = a+ Bx je h™!(y) = B !(y — a) a Jakobidn

Dy-1(y) = det a{;‘y? = det B~!. Preto hustota ndhodného vektora Y = a + BX je

fy(y)=fx(B 'y —a)|detB!| =
= (27) 2 (det B)"2|det B| e 2B (y-a)-m)' T B (y—a)p)
= (27) % (det(BEB')) 2¢~2(y—2-Buw)(BEB) ' (y-a-Bu)

¢o je hustota N(a+ Bu,B'XB’). O

Veta 19.2. Nech Xj,..., X, st nezdvislé, X; ~ N(u;,02), i = 1,2,...,n.
je ortonormdlna n X n matica. Polozme X = (X1,...,X,) a¥Y = (Y1,....Y,)
B(X —p), kde pp = (pt1, ..., ptn)’. Potom Y1, ..., Y, si nezévislé a Y; ~ N(0,0?), j
1,2,...n.

Dékaz: Pretoze X1, ..., X,, st nezavislé, X; ~ N(ui,02),i = 1,...,n, mé X hus-
totu

I @

n

1 _;(w—wf 2y—n 1y (zrw)2

X) = e 2 o = 27('0' 2e 2 i=1 o s
e =11 5 (2r0%)
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¢o je hustota N(u,0?I). Ak je B ortonormalna (teda BB’ = B'B = 1), tak z Vety
19.1 plynie, ze Y = B(X — u) ~ N(0,02%I) a preto ma Y hustotu

fx(y) = H \/21—7“76_%(%)2 = Hin(yi)' U

Teraz si dokazme nasledujicu vetu:
Veta 19.3 Majme X, ..., X,, ndhodny vyber z rozdelenia N (u,0?). Pre vybe-
rovy priemer X = 13" | X; a vyberovy rozptyl $* = L. 3" | (X; — X)? platf
() X~ N %)
(ii) %SQ ~ Xi—ﬁ
(iii) ak je n > 1, tak st ndhodné veliciny X a S? nezavislé.
Dékaz: Uvazujme ortonormélnu maticu B (Helmertova matica)

b/ 1 1 1
1 vn Vn i N
/ 1 -1 0 0
2 Vi-2 V12
h 1 1 __2 0 0
3 V23 V23 V23
B: = .
. . 0
/. 1 1 1 _ n—2 0
bn—l V(n-2)(n-1) /(n—2)(n-1) V(n-2)(n—-1) V(n—2)(n—-1)
/ 1 1 1 __ n—1
bn V(n—-1n V(n—1)n V(n—1)n (n—1)n

(presvedcte sa, ze je ortonormdlna). Podla Vety 19.2 je Y = (Y1,...,Y,,) =B(X —
) ~ N(0,0°T), (tentokrdt g = (i,...,p)") a teda Y; ~ N(0,0%) i = 1,....n st
zdruzene nezavislé.

Pocitajme

n

(19.0) Y'Y = (X—p)/BBX—p) = (X p)/(X—p) = 3 (X, — )2,

(19.3) Do = X = I = )~ (X = ) =

=D (M= w)? =2X =) 3 (Xi = ) + (X =) = Y'Y = (X = p)? =

_ }/7;2_Y'12:Z}/i2.
=2

7Z (19.2) dostdvame X = % + p a podla Prikladu 9.2 (alebo Vety 19.1 pre n = 1)
_ _ 2
je X ~ N(u,2). Podla (19.3) je %5ts? = L Y0, (Xi - X)* = S5, (%)

=2 \"o
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a je teda suctom mocnin nezavislych néhodnych veli¢in %, pricom kazda z nich
ma N(0,1) rozdelenie. Preto 25252 ~ x2_,. Pretoze Y1, ...,Y, si nezévislé st aj
Xf\eruaS2 LS, Y2 nezdvislé. O

K zostrojeniu bodovych a intervalovych odhadov parametrov normélneho rozde-
lenia budeme okrem nédhodnych veli¢in (Statistik) X a S? potrebovat este statistiky

X —
U= a

Jioa T:%\/ﬁ.

Veta 19.4 Majme X1, ..., X,, ndhodny vyber z rozdelenia N(u,02). Nech X =
LS | X, je vyberovy priemer a $? = = 3" | (X;— X)? vyberovy rozptyl. Plati

(1> U= Y(:IL\fN N(07 1)a

(i) T= %\/ﬁ ~ t,—1 (Studentovo ¢ rozdelenie s n — 1 stupniami volnosti).

Dékaz: Pretoze podla Vety 19.3 X ~ N(u, %2), podla Prikladu 9.2 (alebo Vety
19.1) ma U = Y@ - @ ~ N (0, 1) rozdelenie.

Podla predchédzajﬁcej vety st X a 5% nezavislé, preto aj U a 5 5% sti nezdvislé,
pricom %5152 ~ x2_,. Nahodn4 veli¢ina

na—zl S2 7;—21 SQ S
n—1 n—1
maé Studentovo t,,_1 rozdelenie. O

Veta 19.5 Majme Xi, ..., X,, ndhodny vyber z rozdelenia N(u,o?), kde u je

neznamy parameter (stredna hodnota) a o2 zndme kladné &fslo. Potom

(19.4) <X—u1_fX+u1_\F>

je 100(1 — a)%—ny interval spolahlivosti pre stredni hodnotu p pri zndmom o
(u1-g je (1-5) kvantll N(0,1) rozdelenia (tabulkovand hodnota)).

Dokaz: Pretoze U = ~ X/~ N(0,1), plati

2

1—0¢—P{u0: 3}

ag —_ ag

=P{X—-u_e—=<pusX R
{ Mo EaEaT %/ﬁ}’

(lebo ug = —uy_q). O

Interval (19.4) je ndhodny interval s pevnou dizkou (jeho krajné hodnoty su
ndhodné premenné). Chépat ho treba (frekventisticky) tak, ze ak by sme realizovali
napr. M x nezdvisle ndhodny vyber rozsahu n z N(u,0?) rozdelenia (pritom o?
poznéme a u je vzdy rovnaké), tak “priblizne“ %(1 —a) realizdcif pokryje skutoéni
nezndmu hodnotu p (teda 100(1 — a)% z tychto realizécii pokryje p).
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Veta 19.6 Majme Xi, ..., X,, ndhodny vyber z rozdelenia N (i, c?), kde u ani
o2 nepozname. Potom

— S — S
(195) <X — tn_l(lf%)%,X +tn—1(1g)\/ﬁ>

je 100(1 — )% —ny interval spolahlivosti pre stredni hodnotu y pri nezndmom o
(th—101-%) je (1 — §) kvantil Studentovho t,,_; rozdelenia) a

(19.6) < (n—1)82 (n-— 1)s2>

Xo 10-9) XA 1(%)

2

je 100(1—a)%—ny interval spolahlivosti pre rozptyl o2 (x2_;(1-%) je (1—§) kvantil
x2_; rozdelenia).

Dokaz: Pretoze T = %\/ﬁ ~ t,_1, plati

=P {X —tn-101-%

Vzhladom na to, ze 552 ~ x2_,, zase plati
2 =1l o
1_a:P Xn—]_(%) = 0_2 S = anl(l_%) =

A
[ V)
A

g

P{(n1)s2

Xp_11-%)

(n—1)82 }
Xao1(3) )
V dalSom sa budeme zaoberat pripadom, Ze mdme dva nezavislé nahodné vybery.
Veta 19.7 Majme X1, ..., X,,, ndhodny vyber z rozdelenia N (ux,0%), X je jeho
vyberovy priemer a S% jeho vyberovy rozptyl. Dalej majme Yi,...,Y,, néhodny
vyber z rozdelenia N(uy,0%), Y je jeho vyberovy priemer a S% jeho vyberovy
rozptyl. Predpokladajme, Ze oba vybery s nezavislé. Potom
(i) statistika

Ux_yv =

(ii) ak 0% = 0% = 0?2, tak Statistika

o XV —(px—py) [Tnaxny oy
Xy \/(nx—l)si"'(m’—l)sfz nx +ny Y =2

nx+ny—2

(iil) Statistika
52 o2
F="XZY _F o1
2 2 nx Ny
Sy ok
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Dokaz: Z nezdvislosti ndhodnych vyberov vyplyva, ze statistiky X,Y, S%, S% st
nezavislé. ) )
(i) Pretoze X ~ N(ux,:%), Y ~ N(uy,7X) a sd nezavislé, je X —Y ~
2 2
N(ux — py, % + Z—‘;) (vyplyva to napr. z Vety 11.5 o charakteristickej funkcii
suctu nezdvislych ndhodnych veli¢in). Potom ale Standardizovand ndhodna veli¢ina

X_Y_(UX_HY) NN(O 1)

2
Ix 9y

nx ny

(ii) Ak je 0% = 0% = 02, tak Statistika

Ux-y = = -

- 2 1 1

ot T\ ax tay

X-Y - -
— lx —py) [ nxny g ).
o nx +ny
Pretoze ”);—2_15%( ~ X231 ”‘;;1552, ~ X2, _1; mé ndhodnd veli¢ina
nx — 1 ny — 1 1
o2 Sg{ + o2 532’ = ;[(TLX - 1)S§( + (TLY - 1)512/] ~ X’%Lx+ny72

(vyplyva to napr. z definicie x? rozdelenia) a je nezavisld s Ux_v. Potom ale

Y*?*( — ) nxn
iny - é’tX b \/ TLXX-"-;Y o
\/ﬂ%[(nxfl)S§+(nyfl)S%,] o \/ﬂ%[(nxq)siﬂny,”szﬂ =

nx+ny —2 nx+ny —2

_ XY —(px—py) [‘nxny ST ot
\/(”X—1)5§(+(ny—1)52y nx +ny Xy T Iy =2

nx+ny —2

(iii) Lahko vidime, ze

nx—1 g2
5%

— S2 o2
nx =l _Ox0% _pop o O
nx—ISQ 52 02 nx ;Y
o2 POX y Ox

nx—l

Teraz uz lahko dokazeme nasledujicu vetu

Veta 19.8 Majme X7, ..., X,,, ndhodny vyber z rozdelenia N (ux,0%), X je jeho
vyberovy priemer a S% jeho vyberovy rozptyl. Dalej majme Y7, .osy Y, nahodny
vyber z rozdelenia N(uy,0%), Y je jeho vyberovy priemer a S jeho vyberovy
rozptyl. Predpokladajme, Ze oba vybery st nezavislé. Potom
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(i) ak st 0% a 0% zname, tak 100(1 — )% interval spolahlivosti pre px — py je
<X——u1 /ch /aX 0Y>

(ii) ak si 0% a 0% nezndme, ale plati 0% = o2 = o2, tak 100(1 — a)% interval

spolahlivosti pre px — py je

- —1 2 —1 2
<X -Y — tnx-‘rny 2(1-%) \/(nX )SX + (nY )SY nx Ty 5
nx +ny — 2 V nxny
— = (nx—1>S§(+(ny—1)S%/ nx +ny
X—Y+ty,in, 20-2 ,
T inxtny 201 2)\/ nx +ny —2 nxny

(iii) ak sd px, py,0%,0% nezndme, tak 100(1 — )% interval spolahlivosti pre

2
ox -
o2 Je
Y

(S S S
52 anfl,’nyfl(lfg), S2 anfl,nyfl(%)

(Frx-1ny-10-%) je (1 = §) kvantil F,,; 1 5, 1 rozdelenia).

Dokaz: Spravte ako cvicenie, vyuzite Statistiky z Vety 19.7.
Este pre tplnost si uvedieme bez dokazu interval spolahlivosti pre rozdiel strednych
hodnét u tzv. parovych vyberov.

Veta 19.9. Nech X; = (X1,Y1),...X, = (X,,Y,) je ndhodny vyber z
dvojrozmerného normélneho rozdelenia N(u,X) s paramertami g = (ux,py)’ a

2

Y= <QU(;XUY QU;%/UY) pricom px,py € R, 0% >0, 02 >0, o € (0,1). Pre
i=1,2 .. ,nomatme Z; = X; - Y;, Z=2L1%" 7, S, =50 (Zi—2)>
Potom

_ Sy — Sz
<Z - tn—l(l_%)ﬁa Z+ tn—l(l—g)\/ﬁ>
je 100(1 — «)%—ny interval spolahlivosti pre ux — py .
Niekedy sa takémuto intervalu spolahlivosti hovori aj intervalovy odhad px — py
o spolahlivosti (1 — «).

20. Testovanie hypotéz

Ukézeme si, v ¢om spociva (v matematickej Statistike) podstata testovania hy-
potéz. Myslime tym Statistické testovanie hypotéz, niekedy tiez hovorime o testo-
vani Statistickych hypotéz).

Majme ndhodny vyber X = (X7, ..., X,,)’, priom nevieme, ci pochddza z rozde-
lenia N (po,0?) alebo z N(u1,0?), pozndme pg, p1, (po # p1) aj o2

Méme hypotézu (tzv. nulovi hypotézu)
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Hy: vyber pochddza z rozdelenia N (ug,0?)

Tzv. alternativna hypotéza (konkurujica) je
Hy: vyber pochidza z rozdelenia N (u1,02)

Rozhodnutie bude take, ze platnost Hy nezamietneme alebo zamietneme.

Pri rozhodovani o platnosti Hy alebo H; sa moézeme dopustit jednej z dvoch
chyb.

(i) Ak zamietneme Hy, hoci ona plati (je spravna), urobime tzv. chybu prvého
druhu.

(ii) Ak nezamietneme Hj, hoci nie je spradvna (t.j. plati Hy), urobime chybu
druhého druhu.

Svoje rozhodovanie zalozime na realizacii x = (z1, z2, ..., )’ ndhodného vyberu
X. Preto bude “ovplyvnené“ nahodou. Prirodzene pozadujeme, aby rozhodova-
cie pravidlo, podla ktorého zamietneme alebo nezamietneme H, bolo také, aby
pravdepodobnosti oboch chyb boli ¢o najmensie. Ked rozsah ndhodného vyberu n
je pevne urceny, nedaju sa pravdepodobnosti oboch horeuvedenych chyb sucasne
urobit takymi malymi, ako by sme si priali. Zauzivalo sa trvat na poziadavke, aby
pravdepodobnost chyby prvého druhu bola rovna «, kde « je vopred zvolené ¢islo
z intervalu (0,1). V praxi sa ukdzalo vhodné volit a € {0,1;0,05;0,01}. Cislu
« sa hovori hladina vyznamnosti testu. Pravdepodobnost chyby druhého druhu
oznacme (3.

Statistické rozhodovanie prebieha tak, ze sa dopredu uréi tzv. kriticky obor
(kritickd oblast) W (€ R™), t.j. mnozina realizicil x, pri ktorych budeme Hj
zamietat. Teda ak sa realizuje x € W, tak Hy zamietneme. Tvar kritického
oboru stanovujeme tak, aby za platnosti Hy padla realizacia x do kritického oboru
“zriedka“, ale za platnosti H; tam padla “Co najcastejsie“. Velkost kritického oboru
volime tak, aby sme platni Hy zamietali s pravdepodobnostou a.

Na testovanie (rozhodovanie) pouzijeme “vhodni“ statistiku 7' = T'(X), ktord
nazyvame testovacia Statistika. V takom pripade popiSeme kriticki oblast ako
mnozinu T(W). Teda Hy zamietneme, ak T(x) € T(W).

Vratme sa k testovaniu Hy: vyber pochédza z rozdelenia N (jug,0?)
oproti alternativnej hypotéze Hy: vyber pochédza z rozdelenia N (uy,o?).

Pouzijeme testovaciu statistiku 7(X) = X = 23" | X;. Vieme, Ze (v nafom
pripade) za platnosti Hy bude X ~ N(uo, %2), teda realizdcie T budud (pri dost
velkom n) blizo pg. Navrhneme také rozhodovacie (testovacie) pravidlo, ze ak
|7 — po| 2 k, tak zamietneme Hy. Teda “tvar® kritickej oblasti je {x : T €
(—o0, o — k) U (po + k,00)}. “Velkost“ kritickej oblasti (teda ¢islo k) volime tak,
aby pravdepodobnost chyby prvého druhu bola «, teda aby realizdcia T padla do
kritickej oblasti za platnosti Hy s pravdepodobnostou a. Inymi slovami chceme aby

P{X — ol 2 k} = o,

pricom X ~ N(po, %2) Zrejme

— X — k k X — k
a=P{X—po| 2 k}=P{| =2 v/} = P{==vn <=0 < 2y} =1,

Vn v
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Pretoze Xzo ~ N(0,1), je zrejmé, ze g\/ﬁ = ui—o. Kritickd oblast testu Ho
n

oproti H; s hladinou vyznamnosti o (pri pouziti testovacej statistiky X) je W, =
o
V3

Treba si v8imnut, ze nezamietnutie Hy neznamena, ze Hy je spravna. K tomu,
aby sme povazovali Hy za spravnu, potrebovali by sme mat este zaruku, ze (3 je
dost malé. Potom by sme mohli hovorit, ze Hy prijimame. Testovat Hy na hla-
dine vyznamnosti o len zarucuje, ze zamietnutie nulovej hypotézy, hoci je spravna
nastane s pravdepodobnostou a.

V sledovanom priklade sme mali tzv. jednoduchu hypotézu Hy — testovany
parameter (strednd hodnota) v pripade platnosti Hy mohol nadobudnit len jednu
hodnotu, a sice pg. Aj alternativa H; bola jednoducha. Pri testovani hypotéz
obycajne predpokladdame, ze parameter rozdelenia pravdepodobnosti ndhodného
vyberu X je 8 = (64, ...,0,,) € ©® C R™, kde O je parametricky priestor — otvorend
a neprazdna mnozina. @y C ® a ©; = O — @ si dve “konkurujice si“ moziny.
Hy:0 € ©®yaH : 0 ¢ ®— 0, Pretoze Hy aj H; nie si vo vSeobecnosti
jednoduché, hladina vyznamnosti testu s kritickou oblastou W je

{x: [Z—pol Z2wa-g

sup Pp(X € W).
0O

Tiez sa uvazuje sa funkcia 3(8) = Po(X € W), 6 € ©. Vol4 sa silofunkcia testu
s kritickou oblastou W. Niekedy sa pracuje s funkciou 1 — 5(8), ktord sa vold
operacnd charakteristika testu. Ak je H; jednoduchd, (teda H; : 6 = 61, tak
1 — (61) sa vola sila testu.

Prehlad niektorych vybranych testov pre jeden ndhodny vyber X z N(u,o0)
rozdelenia (7 je realizdcia X a s? je realizécia S?):
Ho:p=po Hyip#pmy Wa={x:[7—poly/nZou_s} o jezmime
Ho:p=po Hy:p> po ={x:(T—po)ynZoui_o} o jeznime
Ho:p=po Hi:p< po ={x: (T —po)Vn £ —ou1_o} 07 je zndme
Ho:p=po Hy:p# o ={x:|Z — po|ly/n = st,_1(1-2)} o2 neznadme
Hy:p=po Hy:p> o ={x: (T — po)y/n = st,_1(1-a)} o2 nezndme
Ho:p=po Hy:p<po Wao={x:(T—po)y/n< —stp_1(1-a)} 02 nezndme
Hy:02=02 Hy:0?# 0} W, ={x: %52 ¢ (%_1(2),X2_1(1-2))} p nezndme

SEFF

Hy:0?=0% Hy:0? > o} We = {x: %52 ZxX2_j(1-a)} /4 nezndme

-1 .
Hy:0?=0l Hi:0? <o} W,={x: (ng—g)s2 <X} © neznime

Prehlad niektorych vybranych testov v pripade dvoch nezavislych ndhodnych
vyberov, a sice X = (X1,..., Xpny) 2z N(ux,0%) s vyberovym priemerom X a
vyberovym rozptylom S% a’Y = (Y1, ..., Yy, )’ 2 N(uy, 0% ) s vyberovym priemerom
(’I’fol)si(ﬁ*(nyfl)sf/
—_ nx+ny —2
X (Y), s% (s%) je realizdcia S% (S%) a s%y je realizdcia S%-:

Y a vyberovym rozptylom S%, S%, = , T (¥) je realizécia
0%, 0% st znidme
Ho:px =py Hiipx #py Wo={Ly):[T-7 2u-g\/ 35+ 5}

2 _ 2 4
0% = Oy nezname
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Ho:px =py Hi:px # py
Wo = {(x’,y’)’ : |§_ ?| 2 lnx+ny —2(1-$)8XY \/ nnXXt:;Y}

Ux, by heznadme
Hy:0% =o% lecr%(;éa%

Wo = {(X/7y/)/ : zTi ¢ (an—lﬂw—l(%)’an—lﬂw—l(l_%))}

Poznamka. Namiesto hladiny vyznamnosti o bezny Statisticky softvér (STA-
TISTICA, S+, SAS) udédva dosiahnuti hladinu (anglicky P—value, significance
value, significance level). Je to najmensia hladina vyznamnosti testu, pri ktorej by
sme (pri danej realizécii testovacej Statistiky) hypotézu Hy este zamietli. Vyjadruje
pravdepodobnost spocitani za platnosti nulovej hypotézy, ze dostaneme prave nasu
realizaciu alebo realizéciu eSte viac odporujicu testovanej hypotéze.

Pri “vyberani“ vhodného testu postupujeme tak, Ze medzi testami na (poza-
dovanej) hladine vyznamnosti a sa snazime zvolit test s ¢o najmenSou pravde-
podobnostou chyby druhého druhu. To ale ukazuje prave funkcia 3(8). Obom
poziadavkam sa (niekedy) dd vyhoviet v jednoduchom pripade, a sice ak mdme
jednoducht hypotézu Hy : @ = 6y oproti jednoduchej alternative H; : 8 = 6.
Hovori o tom nasledujica veta.

Veta 20.1. (Neymanova-Pearsonova lema) Majme nadhodny vektor X =
(X1,...,Xp)" s hustotou f(x,0). Nech k danému « € (0,1) existuje také ¢ > 0, ze
pre mnozinu

(20.1) We={x: f(x,61) 2 cf(x,00)}
plati
(20.2) /WC f(x,00)dx = a.

Potom pre kazdd meratelni mnozinu W taku, ze

/W f(x,60)dx = a

plati

(20.3) / f(x,01)dx = / f(x,01)dx.
We 114
Dokaz: Mnoziny W a W, sa mo6zu napisat ako
W=W-W)uWnw,), W.=(W.,-W)uWnWw,).

Pocitajme teraz

f(x,91)dx—/ f(x,01)dx =
We w
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- /WC_Wf(x 01)ax + /anc £, 01)dx—

N /W_WC f(x, 01)dx—/ £, 0))dx >

wWnWw,

C/WC—W f(x,00)dx — C/W—Wc f(x,00)dx =

= C/WCW f(x, 00)dx+C/WﬁWC f(x,00)dx—

B C/WWC Flox, Bo)dx - C/mec fox, Bo)dx =

- c/Wc f(x,600)dx — c/W F(x,00)dx = ca — ca = 0,

1\

lebo na mnozine W, — W je

/ f(x,01)dx = c/ f(x,00)dx
W.—W

W.—-W

a mimo mnoziny W. je

/W_Wc F(x.0,)dx < c/ F(x.60)dx.

W-W,.

- / F(x,01)dx > —c / fx.80)dx. O
W-Ww,

W-W,
Veta 20.1. teda tvrdi, ze ak mame testovat jednoducht hypotézu oproti jednoduche;j
alternative a su splnené podmienky (20.1) a (20.2), tak test s kritickou oblastou
W, mé hladinu vyznamnosti « a pre akykolvek test s hladinou vyznamnosti « je
podTPa (20.3) sila testu s kritickou oblastou W, vacsia. Test s kritickou oblastou W,
je najsilnejsi mozny medzi vSetkymi testami s hladinou vyznamnosti a.

Priklad 20.1. Majme ndhodny vyber X = (Xi, ..., X,,)’ z rozdelenia N (u,o?),
pricom o2 pozndme. Néjdite najsilnejsi test nulovej hupotézy Hy : i = pio oproti
alternativnej hypotéze Hy : pu = 1, kde po < p1.

Riesenie: Pretoze

Fx,1,0%) = (2m0?) " Fem mr Rim (),
je kriticky obor z Neymanovej-Pearsonovej lemy

2
WC = {X : M — 6_2‘15( EL=1(-'E'i_llfl)z—z;t:l(.’l:i—uo)z 2 C}
f(X, M0a02) -

)

teda
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Upravou dostdvame

2
Wc:{x §§M1+MO 7 lnc}
2 n(p1 — o)
_ H1tuo o2
_ + Inc— po
T — Ko 2 n(p1—po)
W, = : > ,
x > Vn 2 - Vn
T — Ho M1 — fo olne
20.1 W,=<x: ——=\/n2> n + } )
201 { o VIZ T, v Vn(p = o)

Treba nam este urcit c. Jeho hodnotu spocitame z podmienky

“= / F(%, 110, 0%)dx = P, (X € We) = Py {w: X(w) € Wo} =
We

=Pl SOz e S

Pretoze Xt v/n ~ N(0,1), dostdvame, ze

M1 — Mo
5 N

oclne

= Ul—q;
Vn(pr — o)

Cize )
2v/n(p1 — po)our—a — n(p1 — fio)
c=¢e 202

Jednoduchsie urcenie W, je z (20.1)
o

Wc:{X: x_‘uo\/ﬁ>ul—a}:{x: $>M0+U1_a}.
o \/ﬁ

Poznamka. Podobne by sme v pripade hladania najsilnejsieho testu nulovej
hupotézy Hy : p = po oproti alternativnej hypotéze Hy : p = p1, ked po > p1
odvodili, ze v tomto pripade Hy zamietame na hladine vyznamnosti o ak

T —
SR Vn S —una.
a

Urobte ako cvicenie.
DODATOK Plati

o 2
/ (cosbm)e‘“Z”dez geil%, a>0,
0
°° cos bz T
S dr = —e bl
/0 112207 2% &

o] 2 r n+1
/ e " dx:%, a>0,n>-1.
0 2a 2

Dokazy najdete v u¢ebnici matematickej analyzy.



