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Modely rastu populacii Zivych organizmov

Model:
Dynamicky so spojitym casom
Deterministicky

Populdcia je homogénna zmes (neuvaz. pohlavie, vek
ani prietorove rozlozenie)
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Modely rastu populacii Zivych organizmov

Jedina stavova premenna - vefkost populacie x = x(t)

Matematické modelovanie dvnamikv pooulacii — p. 3/18



Modely rastu populacii Zivych organizmov

Jedina stavova premenna - vefkost populacie x = x(t)

Vyvoj v case:
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Modely rastu populacii Zivych organizmov

Jedina stavova premenna - vefkost populacie x = x(t)
Vyvoj v case:
z(t + Azx) = z(t) + narodeni — mrtvi

Q... koeficient porodnosti
d......... koeficient umrtnosti
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Modely rastu populacii Zivych organizmov

Jedina stavova premenna - vefkost populacie x = x(t)

Vyvoj v case:

r(t+ At) = z(t) + ax(t) At — dx(t) At = x(t) + (a — d)x(t) At

g=a—d........ rastovy koeficient
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Modely rastu populacii Zivych organizmov

Jedina stavova premenna - vefkost populacie x = x(t)
Vyvoj v case:

r(t + At) = x(t) + gx(t) At
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Modely rastu populacii Zivych organizmov

Jedina stavova premenna - vefkost populacie x = x(t)
Vyvoj v case:

T = gT
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Modely rastu populacii Zivych organizmov

Jedina stavova premenna - vefkost populacie x = x(t)

Vyvoj v case:
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Modely rastu populacii Zivych organizmov

Jedina stavova premenna - vefkost populacie x = x(t)

Vyvoj v case:

RieSenie pocCiato¢nej ulohy : x(t) = x,e%
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8,8 9,6

Malthusov model - najstars$i model z r. 1798. Predpoklada, ze sa populacia
rozvija na neobmedzenom teritdriu, ma k dispozicii neobmedzené zdroje vyzivy. Dava
na kratkom ¢asovom intervale a pre mensSie populacie dobrd zhodu so Statist. tdajmi.
Exponencialny rast je mozny len v urCitom obmedzenom intervale pokial sa eSte

vyrazne neprejavuju limitné faktory (napr. zdroje potravy)
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Organizmy medzi sebou superia, dochadza ku vnutrodruhovej konkurencii, ktora zvysuje
umrtnost’ alebo znizuje pérodnost a je tim vacsia ¢im je superiacich jedincov viac. Preto
predpokladame, ze rastovy koeficient (pérodnost — umrtnost) je klesajucou fciou
velkosti populacie :
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gz)=r(1-=%), glx) =1r—bx

Toeeeeennn koefic. rastu (ako v idealizovanom prostredi g = a — d)
b........ koefic. spomalenia rastu (vyjadruje silu konkurencie)
K= ... kapacita (Uzivnost’) prostredia
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gz)=r(1-=%), glx) =1r—bx

Toeeeeennn koefic. rastu (ako v idealizovanom prostredi g = a — d)
b........ koefic. spomalenia rastu (vyjadruje silu konkurencie)
K= ... kapacita (Uzivnost’) prostredia

x’:r(l—%)wz(r—bz)w

z(0) = xg
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gz)=r(1-=%), glx) =1r—bx

Toeeeeennn koefic. rastu (ako v idealizovanom prostredi g = a — d)
b........ koefic. spomalenia rastu (vyjadruje silu konkurencie)
K= ... kapacita (Uzivnost’) prostredia

x’:r(l—%)wz(r—bw)aj

z(0) = xg

Verhulstov model - ako Malthus predpokladéd Umernost prirastku populécie na
jej okamzitej velkosti, ale nepredpoklada konstantnost koefic. rastu. Podfa neho tento
koefic. zavisi na velkosti populacie ( u malej sa vnutrodruhova konkurencia takmer

neprejavuje; s rastom konkurencie klesa g(x); ak prekroci kriticki hodnotu K, bude g(x)
zaporne)
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gz)=r(1-=%), glx) =1r—bx

Toeeeeennn koefic. rastu (ako v idealizovanom prostredi g = a — d)
b........ koefic. spomalenia rastu (vyjadruje silu konkurencie)
K= ... kapacita (Uzivnost’) prostredia

x’:r(l—%)wz(r—bw)aj

RieSienie: z(t) = xg A logisticka krivka
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Modely koexistencie dvoch druhov

Populacie N;(t), Nao(t)
Pokial populacie vzajomne neovplyvhuju zmeny svojich velkosti a predpokladame

vnutrodruhovu konkurenciu, tak vyvoj populacii mozno modelovat pomocou
Verhulstovho modelu =’ = (r — bx)x rovnicami:
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Modely koexistencie dvoch druhov

Populacie N;(t), Nao(t)

N{ = (7“1 — blNl)Nl
Né = (Tg — b2N2)N2
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Modely koexistencie dvoch druhov

Populacie N;(t), Nao(t)

{ — (7°1 — blNl)Nl
é — (7“2 — bQNQ)NQ

V realnom prostredi ale byvaji zmeny velkosti jednej populacie ovplyvnené
pritomnostou druhej a naopak. Predpokladajme, Ze tento vplyv je umerny
pravdepodobnosti stretnutia jedincov z oboch populécii - Umerna sucéinu velkosti
populacii.
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Modely koexistencie dvoch druhov

Populacie N;(t), Nao(t)

Ni = (r1 — b1 N )Ny + 71NN,
Né — (Tg — b2N2)N2 —|_ 72N1N2
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Modely koexistencie dvoch druhov

Populacie N;(t), Nao(t)

N{ = (7“1 — blNl)Nl
Né = (Tg — b2N2)N2

+ + . mutualizmus

+ 0 ........ komensalizmus
+ — e predacia

— 0 ... amensalizmus

........ konkurencia
0 0 ........ neutralizmus

+ M NIN,
+ N1 Ny

Matematické modelovanie dvnal

mikv poou
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Volterrov-Lotkov model dravec-korist

najjednoduchsi popis interakcie

popisali Lotka (1925) a Voltera (1926) nezavisle na sebe

oznacenie:
Ny ... velkost populacie koristi
Na ....... velkost populacie dravca
g1(x) ....... koefic. rastu (stredna rychlost rastu) koristi
—g2(x) ... koefic. rastu (stredna rychlost rastu) dravca
predpoklady :

g1(x), g2(x) su lineéarne
dravec a korist ziju izolovane od ostatnych druhov
dravec sa Zivi len koristou (izolovany od koristi vymiera, tj. g2 > 0)

korist ma dostatoCny zdroj potravy, tj. g1 > 0
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Volterrov-Lotkov model dravec-korist

N{ = g1 N1 — 71 N1 Vo
N = —goNo + 19 N1 N,
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Volterrov-Lotkov model dravec-korist

N{ = g1 N1 — 11 N1 N,
5 = —gaNo + v N1 Ny

ubytok koristi pozieranim
prirastok dravca
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Volterrov-Lotkov model dravec-korist

N{ = g1 N1 — 71 N1 Vo
Nj = —ga Ny + 72 N1 No
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Volterrov-Lotkov model dravec-korist

N{ = g1 N1 — 71 N1 Vo
N = —goNo + 19 N1 N,

trajektérie O = ’leQ -+ ’YQNl — g1 In N2 — (2 In N1
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Volterrov-Lotkov model dravec-korist

N{ = g1 N1 — 71 N1 Vo
N = —goNo + 19 N1 N,

Differential Equations

his shows sme solutions\of a firstorder | » » » » » » » »
oxdinary differgntial equatiof with its
coyresponding \Yector field.

+,
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Volterrov-Lotkov model dravec-korist

Zaver:

singularny bod je stred a vSetky trajektdrie su uzavreté krivky
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Volterrov-Lotkov model dravec-korist

Zaver:

singularny bod je stred a vSetky trajektdrie su uzavreté krivky

stavy koristi a dravca sa periodicky opakuju, pricom kolisaju okolo rovnovaznych
stavov : N7 okolo 22, N5 okolo 4L
2 Y1
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Volterrov-Lotkov model dravec-korist

Zaver:

singularny bod je stred a vSetky trajektdrie su uzavreté krivky

stavy koristi a dravca sa periodicky opakuju, pricom kolisaju okolo rovnovaznych
stavov : N7 okolo 22, N5 okolo 4L
2 Y1

ak sa prevadza regulacia koristi lovom, tj. zmensujeme g1, kolisanie koristi sa
nezmeni zatial ¢o dravec kolisa okolo mensej hodnoty %
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Volterrov-Lotkov model dravec-korist

Zaver:

singularny bod je stred a vSetky trajektdrie su uzavreté krivky

stavy koristi a dravca sa periodicky opakuju, pricom kolisaju okolo rovnovaznych
stavov : N7 okolo 22, N5 okolo 4L
2 Y1

ak sa prevadza regulacia koristi lovom, tj. zmensujeme g1, kolisanie koristi sa
nezmeni zatial ¢o dravec kolisa okolo mensej hodnoty %

ak sa prevadza lov dravca, tj.g2, tak korist kolisa okolo vysSej hodnoty %
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Volterrov-Lotkov model dravec-korist

Zaver:

singularny bod je stred a vSetky trajektdrie su uzavreté krivky

stavy koristi a dravca sa periodicky opakuju, pricom kolisaju okolo rovnovaznych
stavov : N7 okolo 22, N5 okolo 4L
2 Y1

ak sa prevadza regulacia koristi lovom, tj. zmensujeme g1, kolisanie koristi sa
nezmeni zatial ¢o dravec kolisa okolo mensej hodnoty %

ak sa prevadza lov dravca, tj.g2, tak korist kolisa okolo vyssej hodnoty %

ak je korist' chranena pred dravcom tak, Zze sa dravec nehubi, tj. zmenSujeme ~1,
~v2, tak obe hodnoty rastu
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Volterrov-Lotkov model dravec-korist

Zaver:

singularny bod je stred a vSetky trajektdrie su uzavreté krivky

stavy koristi a dravca sa periodicky opakuju, pricom kolisaju okolo rovnovaznych
stavov : N7 okolo 22, N5 okolo 4L
2 Y1

ak sa prevadza regulacia koristi lovom, tj. zmensujeme g1, kolisanie koristi sa
nezmeni zatial ¢o dravec kolisa okolo mensej hodnoty %

ak sa prevadza lov dravca, tj.g2, tak korist kolisa okolo vyssej hodnoty %

ak je korist' chranena pred dravcom tak, Zze sa dravec nehubi, tj. zmenSujeme ~1,
~v2, tak obe hodnoty rastu

Simulacia: applet
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http://www.aw-bc.com/ide/idefiles/navigation/toolindexes/21.htm

Klasicky model dravec-korist ma jeden nerealisticky rys:
ak by sme odstranili populaciu dravca, tak by korist
neobmedzene rastla. Je preto nutné uvazovat
vnutrodruhovu konkurenciu - zavadzame omedzujuci ¢len
pre vyvoj koristi:
Ny = (g1 — alNy — 11 N2) N,
Ny = (—g2 + 72N1) N>

kde o ..... miera vnutrodruhovej konkurencie

Matematické modelovanie dvnamikyv pooulacii — o. 10/18
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Realistickejsie modely

Predchadzajuce modely maju nezanedbatelné nedostatky:

periodické rieSenia mozu mat ubovolne velku
amplitudu

pri nepratrnej zmene preskoci na inu trajektoriu a
populacia by mohla nepredvidatelne kolisat

upraveny model s vnutrodruhovou konkurenciou
nevysvetluje cyklické kolisanie pocetnosti populacii

Matematické modelovanie dvnamikyv pooulacii = o. 11/18



Realistickejsie modely

Predchadzajuce modely maju nezanedbatelné nedostatky:

periodické rieSenia mozu mat ubovolne velku
amplitudu

pri nepratrnej zmene preskoci na inu trajektoriu a
populacia by mohla nepredvidatelne kolisat

upraveny model s vnutrodruhovou konkurenciou
nevysvetluje cyklické kolisanie pocetnosti populacii

Gauseho typu, Leslieho typu, model s limitnym cyklom
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Model Gauseho typu

prirastok, ubytok koristi je umerny jej velkosti
jeden dravec za jednotku Casu zabije V (N1, N2) jedincov koristi

korist’ je dominantnym zdrojom obzivy (bez nej vymiera), vymieranie ro > 0 je
konstantné

porodnost dravca zavisi na mnozstve zkonzumovanej koristi, tj. skonzumovana
korist’ sa priamo podiela na raste populacie dravca

populacia koristi sa vyvija podla Malthusovho modelu (71 — b1 N7 )

Matematické modelovanie dvnamikyv pooulacii — o. 12/18



Model Gauseho typu

N{ = (7“1 — blNl)Nl — V Ny
Né = (—7“2 + 5V)N2

G .... efektivnost’ premeny koristi na populaciu dravca
V .... troficka fcia (funkcionalna odozva dravca)
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Model Gauseho typu

N{ = (7“1 — blNl)Nl — V Ny
Né = (—7“2 + BV)NQ

G .... efektivnost’ premeny koristi na populaciu dravca
V .... troficka fcia (funkcionalna odozva dravca)

Klasicky model ma V' = ~1 N1, ta nie je realisticka pretoze nie je ohraniCena a v
skutoCnosti dravec i pri neobmedzenom mnozstve koristi znici len urcité mnozstvo -
hladina nasytenia

Podmienky:

1. V(0) = 0 .....ziadna korist, ziaden lov

3. V je neklesajuca ..... vzrastie korist', neulovia jej menej
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Model Gauseho typu

N{ = (r1 —b1N1)N1 — V Ny
Né = (—7r2 + BV ) N>

G .... efektivnost’ premeny koristi na populaciu dravca
V .... troficka fcia (funkcionalna odozva dravca)

Klasicky model ma V' = ~1 N1, ta nie je realisticka pretoze nie je ohraniCena a v
skutoCnosti dravec i pri neobmedzenom mnozstve koristi znici len urcité mnozstvo -
hladina nasytenia

Podmienky:

1. V(0) = 0 .....ziadna korist, ziaden lov
3. V je neklesajuca ..... vzrastie korist', neulovia jej menej

Typ V zistujeme empiricky
Ak je V niekterého typu, potom ma kazda pociatoccna uloha uplné rieSienie

Matematické modelovanie dvnamikyv pooulacii — o. 12/18
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Model Leslieho typu

prirastok, ubytok koristi je umerny jej velkosti

jeden dravec za jednotku Casu zabije V (N1, N2) jedincov koristi
populacia koristi sa vyvija podla Malthusovho modelu (71 — b1 N7 )
populacia dravca sa vyvija podfa Malthusovho modelu

okamzita kapacita prostredia pre dravca je ur¢ena velkostou koristi (viac koristi,
vacsia kapacita)

Matematické modelovanie dvnamikyv pooulacii — o. 14/18



Model Leslieho typu

prirastok, ubytok koristi je umerny jej velkosti

jeden dravec za jednotku Casu zabije V (N1, N2) jedincov koristi

populacia koristi sa vyvija podla Malthusovho modelu (71 — b1 N7 )

populacia dravca sa vyvija podfa Malthusovho modelu

okamzita kapacita prostredia pre dravca je ur¢ena velkostou koristi (viac koristi,

vacsia kapacita)

K

..... max. mozna miera rastu populacie dravca
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Model Leslieho typu

prirastok, ubytok koristi je umerny jej velkosti

jeden dravec za jednotku Casu zabije V (N1, N2) jedincov koristi

populacia koristi sa vyvija podla Malthusovho modelu (71 — b1 N7 )

populacia dravca sa vyvija podfa Malthusovho modelu

okamzita kapacita prostredia pre dravca je ur¢ena velkostou koristi (viac koristi,

vacsia kapacita)

525( —&)NQ

K

kde 6 ..... max. mozna miera rastu populacie dravca
K kapacita prostredia je neklesajuca: K = cN;
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Model Leslieho typu

prirastok, ubytok koristi je umerny jej velkosti

jeden dravec za jednotku Casu zabije V (N1, N2) jedincov koristi
populacia koristi sa vyvija podla Malthusovho modelu (71 — b1 N7 )
populacia dravca sa vyvija podfa Malthusovho modelu

okamzita kapacita prostredia pre dravca je ur¢ena velkostou koristi (viac koristi,
vacsia kapacita)

525( —&)NQ

K

kde 6 ..... max. mozna miera rastu populacie dravca
K kapacita prostredia je neklesajuca: K = cN;
N! = (r1 — b1 N1)N1 — VN2
N
Ny =5 (1- 52 )N,
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Model s limitnym cyklom

N{ = (Tl — blNl)Nl — I%}VlNlNQ

Né — —TQNQ -+ p-:}\ﬁ N1N2
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{ = (Tl — blNl)N

2:

korist': rychlost’ rastu nie je konstantna
dravec: rychlost’ rastu je konstantna

N1 > 0 malé: Nl —L_ N{ Ny ~ ’Yl N1 Noy

+

N7 > 0 velke:

A NiN2 & 71Nz

predpokl. b1 nie je velka: bip < 1

ro(r1+pb1)
71 —pbq

predpokl. v je velka: vo >

Model s limitnym cyklom

—N1N2
Ny

(LV model: umerné N1,N2)
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Logisticka rovnica

Nelinearny dynamicky systém moze vykazovat jeden
z nasledujucich typov chovania:

vzdy v kfude

vzdy expanduje (len pre neobmedz. systémy)
periodicky pohyb

kvazi-periodicky pohyb

chaoticky pohyb

Matematické modelovanie dvnamikyv pooulacii — o. 16/18



Logisticka rovnica

CHAQOS  (1900-Poincaré)

Laplace: "VSetky udalosti su od zrodu vesmiru az k jeho zaniku
predom urcené" — determinované. Zastaval nazor, Zze ex. subor
pravidiel, ktory nam na zaklade znalosti stavu vesmiru v pritomnosti
umozni predpovedat’ jeho stav v ktoromkolvek d'alSom okamihu

Lorenz: "Optimistické". Zostavil systém troch nelinearnych rovnic
popisujucich hydrodynam. prudenia ¢astic a objavil "motyli efekt" —
citliva zavislost’ na pociatocnych podmienkach (napr. pocCasie riadené
atmosférou, ktora je podriadena deterministickym a presnym
prirodnym, fyzikalnym zakonom, mozno predvidat max. 2-3 tyzdne
dopredu)
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Logisticka rovnica

CHAOS

nepredvidatelné chovanie deterministickych systémov

skumanie zlozitosti, ktoré vznikaju aj z pomerne
jednoduchych rovnic, nam z velkej ¢asti postacuje
K popisu komplexnosti sveta

poskytuje nastroje na lepsiu predpoved zlozitych
zdanlivo nahodnych systémov ako je pocasie, burza,
zemetrasenie, populacny rast ...
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Logisticka rovnica

logisticka krivka, Verhulstov model
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Logisticka rovnica

?=r(1—%)z=(r—br)x
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Logisticka rovnica
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Logisticka rovnica

?=r(1—%)z=(r—br)x
z(0) = xg

Tpy1 = 12, (1 — x,)

r, € [0,1]

metoda prostej iteracie (y =z, y = rz(1l — x))
spravanie zavisi na r
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1.

Logisticka rovnica

r e [0,1] ... populacia vymiera

r € (1,2] ..... rychlo sa ustali na hodnote =1

r e (2,3] ... po niekolkych iteraciach sa ustali na hodnote 7";1, ale najprv okolo
nej osciluje

r € (3,3.45] ..... rieSenie bude oscilovat medzi dvoma hodnotami: 2-periodny
limitny cyklus

r € (3.45,3.54] ..... 4-periodny limitny cyklus
d'alej 8, 16, 32..., tj 2™-periodné limitné cykly

r~ 3.57 ..... chaos — nekonecéné periodné cykly, nevidime ziadne oscilacie
(Feigenbaumov bod)

Ukazka
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http://upload.wikimedia.org/wikipedia/en/e/ed/LogisticCobwebChaos.gif

Logisticka rovnica

1. r€[0,1] ..... populacia vymiera

2. r € (1,2] ..... rychlo sa ustali na hodnote ~=—

3. T€(2,3]..... po niekolkych iteraciach sa ustali na hodnote 7";1, ale najprv okolo
nej osciluje

4. r € (3,3.45] ..... rieSenie bude oscilovat medzi dvoma hodnotami: 2-periodny
limitny cyklus

5. r €(3.45,3.54] ..... 4-periodny limitny cyklus
6. dalej8, 16, 32..., tj 2"™-periodné limitné cykly

7. r~3.57... chaos — nekonecéné periodné cykly, nevidime ziadne oscilacie
(Feigenbaumov bod)

Ukazka
Feigenbaumovo Cislo = 4.6692 ..... pomer Sirky oblasti (bifurkacia) k Sirke predosle;
oblasti (prirovhavame k = , €)
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